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Bezeichnungen und Abkiirzungen
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Var(X) =Cov(X,X) : Varianz der Zufallsmatrix X
Var(X]|Y) =Cov(X,X|Y): Bedingte Varianz

wi(t) Wiener -ProzeB3



1. Einfiihrung
1.1. Deterministische und stochastische Differentialgleichungen

Differentialgleichungen ( sowohl "gew&hnliche” als auch "partielle” ) bilden eine
mathematische Modellklasse, die in praktisch allen Teilgebieten der Physik eine
zentrale Rolle spielt ( vgl. etwa Courant/Hilbert 1924, 1937 ). ‘
Ausgehend von der klassischen Mechanik ( Newton- ,Lagrange - und Hamilton-
Formalismus ), der Elektrodynamik ( Maxwell-Gleichungen ) bis hin zur Quan-
tenmechanik ( Schrddinger-Gleichung ) und Relativitdtstheorie ( Einsteinsche
Feldgleichungen ), iiberall sind die dynamischen Grundgesetze in differentieller
Gestalt formuliert worden.

Bemerkenswert hierbei ist, daB man jahrhundertelang mit deterministischen Me-
thoden auskam; erst die Behandlung von Makrosystemen ( bestehend aus sehr
vielen, typischerweise 102® Komponenten ) erforderte die Benutzung statisti-
scher Konzepte ( durch Boltzmann, Gibbs und Einstein ). Insbesondere wurde
die Behandlung der Brownschen Bewegung durch Langevin ( vgl. Nelson 1967,
van Kampen 1981 ) ein Kristallisationspunkt fiir die spatere Theorie der stocha-
stischen Differentialgleichungen, bei denen bestimmte Teile ( z.B. Anfangs- und
Randbedingungen, Inhomogenititen ) zufilligen Einfliissen unterliegen .
Betrachten wir etwa die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir den Ort x(t) ei-
nes Teilchens der Masse m ( siehe z.B. V.I. Arnold 1978)

(1.0 m% =K (x, %, t)

Hierbei ist die Beschleunigung % = d?/dt? x(t) proportional zur auf das Teil-
chen wirkenden Kraft K ( "Kraft = Masse mal Beschleunigung” ) , wobei die
Kraft wiederum von Ort x und Geschwindigkeit % ( bei Reibwngskraften) bzw.
explizit von der Zeit abhingt. Man bekommt so eine selbstkonsistentes System
von Gleichungen fiir den Ort und dessen Ableitungen ( Differentialquotienten) :

eine Differentialgleichung.
Ein Pendel kann etwa ( fiir kleine Auslenkungen x ) durch die Gleichung

(1.2) m¥X+yvykX+Dx =0
beschrieben werden ( siehe etwa V. Arnold 1973, Kap. 1 ), deren Losung ( siehe

Kap. 4.8 ) auf gedimpfte Schwingungen fiihrt. Unkontrollierbare Einfliisse (
etwa die Ablenkung des Pendels durch Windb&en ) kénnen nun durch die Hin-



zunahme zufilliger Krifte beschrieben werden; etwa war die Idee von Langevin,
die zufillige Kraft F(t) als Inhomogenitdt mit verschwindendem Erwartungswert

und sehr kurzer Autokorrelationszeit t zu modellieren, d.h. E[ F(t) 1 = O und
E[ F(t)F(s) 1 = O fiir |t-s|>t. Fiir ein freies Brownsches Teilchen erhdlt man so

die Langevin-Gleichung (v=X%)
1.3) mv+ vy v=Ft)

die sozusagen den Prototyp einer stochastischen Differentialgleichung darstellt
( insbesondere kénnen Differentialgleichungen hdherer Ordnung’ als mehrdimen-
sionale Version von Glg. (1.3) dargestellt werden ).

Stochastische Krifte, bei denen die Autokorrelation C(t) nach sehr kurzer Zeit
verschwindet ( ideal C(t)=E[E(t)F(s)] ~ 8(t-s) ) werden als weiBes Rauschen
bezeichnet, da die Spektraldichte ( die als Fourier-Transformierte der Autokor-
relation die verallgemeinerte Funktion 1 ist ) auf der gesamten reellen Achse
konstant ist ( und somit wie weiBes Licht alle Frequenzen enthdlt ).

Gleichung (1.3) bietet jedoch durch Erweiterung des Zustandsvektors auch die
Méglichkeit, zufillige Krafte mit allgemeinerer Autokorrelation zu behandeln.
Aufgrund der Erfolge der mathematischen Physik in der Behandlung von Natur-
vorgingen ist es nicht weiter verwunderlich, daB auch in anderen Gebieten, wie
2.B. Okonometrie ( fiir eine historische Ubersicht siehe Bergstrom 1988 ), Sozi-
ologie ( Tuma u. Hannan 1984, Doreian u. Hummon 1976 ) und Psychologie
( M&bus u. Nagl 1983, Deppe 1977, Singer u. Hautzinger 1988 ) in neuerer Zeit
versucht wird, Differentialgleichungsmodelle fiir zeitlich und/oder rdumlich va-
riierende Phinomene heranzuziehen. Vorteilhaft erscheint hierbei, daB man nicht
vorgegebene Zeitverldufe ( etwa eine periodische Funktion ) an die Daten an-
paBt, sondern eine dynamische Wechselwirkung der Variablen und ihrer zeitli-
chen Veridnderungen ( Ableitungen) in Form einer Differentialgleichung postu-
liert wird, welche die beobachtete Klasse von Ldsungen ( etwa Oszillationen )
erzeugt. Beispielsweise erhdlt man als Lésung Exponentialfunktionen, wenn die
Verinderung Ax in einem Zeitintervall At dieser Variable proportional ist, also

Ax/At ~ x ( At=>0 ). Dann gilt

x(t) = e*t x(0)

mit einer Rate ), die als prozentuale Verdnderung von x pro Zeiteinheit inter-
pretiert werden kann. Kommt also ein konstanter Anteil Ax At in der Zeitein-
heit hinzu, so erhilt man das bekannte explosionsartige Anwachsen (etwa einer

Tierart, CO,-Konzentration etc. ).
Ist dagegen die Verinderung der Verdnderung ( d.h. die Beschleunigung ) dem



Systemzustand x proportional, so erhilt man oszillatorische Losungen ( in sta-
tistischer Terminologie: autoregressive Prozesse 2. Ordnung ).

Die in den Bewegungsgleichungen enthaltenen zufélligen Einfliisse triiben die
ideale Regularitit der deterministischen L&sungen durch iiberlagerte Fluktuatio-
neh, die jedoch in den realen Daten praktisch immer enthalten sind, insbeson--
dere in Fachgebieten mit komplexem Gegenstandsbereich.

An dieser Stelle sind zwei Dinge zu bemerken:

1. auch rein deterministische nichtlineare Gleichungen kdnnen ( schon bei 3 Va-
riablen ) zu extrem irreguldren ( chaotischen ) Losungen fiihren ( fiir eine
ﬁbersiéht siehe Ruelle 1980, Schuster 1984 ; vgl. auch Kap. 2 ).

2 Der statistische Erwartungswert der Lésung ( p(t) = E[x(t)] ) erfiillt nicht
unbedingt den deterministischen Teil der stochastischen Differentialgleichung.
Die Interaktion des Systemzustands mit den stochastischen Fluktuationen fiihrt
zu essentiell stochastischen Effekten ( etwa rausch-induzierte Drift ), die auch
im statistischen Mittel iibrigbleiben ( vgl. Van Kampen 1981 und Kap. 2 ). Da-
her sind immer dann Schwierigkeiten zu erwarten, wenn zu einer phdnomenolo-
gisch gewonnenen deterministischen Differentialgleichung stochastische Fluktu-
ationen ad hoc hinzugefiigt werden. La. sind daher die stochastische Differenti-
algleichung und daraus abgeleitete deterministische Gleichungen fiir die Mo-
mente ( etwa pt)=E[x(t)] und o(t)=var(x(t)) ) aus einem detaillierten Modell
des betrachteten Vorgangs zu gewinnen.

Zusammenfassend konnen mehrere Griinde fiir die Notwendigkeit einer stocha-
stischen Behandlung von Differentialgleichungen genannt werden:

1. Zufillige Anfangsbedingungen
Die Anfangsbedingungen sind nicht genau bekannt oder es ist nicht moglich,

einen genau definierten Anfangszustand zu praparieren. Z.B. kann in einem
Vielteilchensystem méglicherweise nur die Temperatur kontrolliert werden; dies
fiihrt zu einer Verteilungsfunktion fiir die Orts- und Impulskoordinaten, die als
kanonische Verteilung bezeichnet wird. Ein anderes Beispiel ist eine soziologi-
sche oder psychologische Panelstudie; auch hier kénnen nur wenige Variablen
kontrolliert werden ( etwa Alter oder Geschlecht der Probanden ) , die ver-
bleibenden extrem vielfdltigen Gesichtspunkte fiihren zu einer statistischen

Verteilung der Anfangsbedingungen.

2. Zufillige externe Einfllisse

Selbst wenn die Modelldynamik fiir ein abgeschlossenes System bekannt ist,
fiihrt der Kontakt zur AuBenwelt zu einer Interaktion mit einer Vielzahl von
EinfluBgréBen, von denen nur wenige gemessen und explizit beriicksichtigt
werden konnen. Die verbleibenden Faktoren kénnen dann als stochastische



EinfluBgréBen betrachtet werden, deren exakter Verlauf durch statistische
Charakterisierungen wie Erwartungswert und Autokorrelation approximiert wird.

3. Komplexe Systemdynamik
Im Rahmen der klassischen Mechanik sind alle Systemtrajektorien ( im Prinzip ')

durch die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen und die Anfangswerte be-
stimmt ( deterministisches System ). Die hiufig geduBerte Auffassung, die
Methode der statistischen Mechanik sei durch die Unkenntnis der Anfangsbe-
dingungen des Makrosystems begriindet, wird von einigen Autoren in Frage
gestellt ( vgl. Van Kampen 1987 ). Auch bei genauer Prdparation des Anfangs-
zustands wire man gezwungen, die duBerst komplizierten, nichtlinearen Hamil-
tongleichungen durch vereinfachte Gleichungen fiir wenige Variablen zu erset-
zen, die dann jedoch irreguldre Anteile enthalten, die durch stochastische Pro-
zesse approximiert werden konnen. Anstelle der LOsung riesiger deterministi-
scher Gleichungssysteme ( was praktisch unmoglich ist ) rekurriert man statt-
dessen auf statistische und informationstheoretische Prinzipien ( Maximierung
der Entropie oder des 4-dimensionalen Kaliber-Funktionals, vgl. Jaynes 1978,
Guiasu u. Shenitzer 1985 ), um die Gesetze der reversiblen und irreversiblen
Thermodynamik zu erhalten.

In den “weichen"” Wissenschaftszweigen sind jedoch die Grundprinzipien unbe-
kannt, sodaB man von vorneherein nicht die Moglichkeit hat, von diesen auf

approximative Systemgleichungen zu schlieBen.

4. Approximative Systemgleichungen

Die gewidhlte Differentialgleichung ( Modellspezifikation ) muB i.a. als mehr
oder weniger gute Niherung fiir die wirklichen Verhidltnisse angesehen werden
(etwa sind bei linearen Gleichungen die nichtlinearen Anteile vernachldssigt, die
jedoch bei starker Anregung des Systems wichtig werden konnen ; Einteilchen-
modelle vernachlidssigen die kollektiven Interaktionen der Systemteile ). Hier
bietet sich an, weggelassene Anteile durch stochastische Parameter zu model-
lieren.

Andererseits liegt der Erfolg einer deterministischen Theorie in einer geschick-
ten Modellwahl begriindet, bei der sich eine Vielzahl zufilliger ( bzw. irreguld-
rer ) GrbBen zu nahezu deterministischen Variablen ergdnzen ( formalisiert
durch die Grenzwertwertsitze der Wahrscheinlichkeitstheorie ). Kollektive
Interaktionen koénnen dann als phidnomenologische Konstanten ( "mittlere Fel-
der" ) modelliert werden. Umgekehrt kann aber auch die Hinzunahme einer
stochastischen Fluktuation die Weiterbenutzung einer approximativen System-
gleichung erméglichen ( siehe z.B. Lewis 1986, S. 85 ff ).



5. MeBfehler
I.a. kann der betrachtete Systemzustand nur unvollstindig ( etwa nur bestimm-

te Komponenten ) und mit einem MeBfehler gemessen werden. Daher sind An-
fangsbedingungen und spitere Systemzustinde nur unvollstindig bekannt ( man
weiB z.B. nur, daB y(0) aus dem Intervall [ y-g, y+¢ ] stammt ). Entsprechend
kann dann auch fiir den spateren Zustand y(t) nur ein Intervall angegeben wer-
den. Insbesondere im Falle instabiler Losungen ( Chaos ) laufen anfangs be-
nachbarte Trajektorien exponentiell auseinander, sodaB auch hier statistische
~ Konzepte ( etwa Autokorrelation, stationére Verteilung ( invariantes MaB ) )
wichtig werden (vgl. hierzu Schuster 1984). Wenn also der Systemzustand y(t)

der deterministischen Gleichung
y= £y

geniigt, jedoch nur mit MeBfehler gemessen werden kann:
z(t) = y(t) + =(t)

erfiillt die MeBgréBe z(t) folgende Gleichung

z = f(z-¢) + &
f(z) - f'(z) ¢ + O(e?) + ¢

i

Systeme, bei denen der gleiche Anfangszustand z(t) gemessen wurde, werden
sich also auseinanderentwickeln, dies umsomehr, je nichtlinearer das Vektorfeld

f(y) beschaffen ist.
1.2. Parameterschitzung

Bisher wurde davon ausgegangen, daB die Parameter des Systems ( Koeffizien-
ten der stochastischen Differentialgleichung ) bekannt sind ( oder unabhingig
von der Dynamik gemessen werden k&nnen, etwa die Masse des Pendels ). Die
traditionelle Vorgehensweise der Physik besteht darin, daB die L&sungen der
Systemgleichungen als Funktion der Parameter ausgedriickt und entsprechende
MeBgréBen ( z.B. Zeitkorrelationsfunktionen ) bereitgestellt werden. Experi-
mentelle Daten werden dann an diese Modelle angepaBt ( im Sinne eines nicht-
linearen kleinsten-Quadrate -Fits ). Dies entspricht einer 'Kombination aus
kleinster Quadrate- und Momentenmethode der mathematischen Statistik.

In dieser Arbeit wird die sogenannte Maximum-Likelihood-Methode ( siehe An-
hang 2 ) benutzt, um effiziente und asymptotisch normalverteilte Schitzungen



fiir die Systemmatrizen zu erhalten. Vorteilhaft ist auch die Moglichkeit, si-
multane Konfidenzintervalle zu konstruieren, um die Genauigkeit der Schitzun-
gen zu beurteilen. Hierzu muB die Wahrscheinlichkeitsdichte f(Z|©®) der Mes-
sungen Z, die durch den Parametervektor © parametrisiert ist, berechnet wer-
den. Als Maximum-Likelihood-Schitzer & bezeichnet man' das Maximum von

f(zZ|©) fiir gegebene Daten, d.h.

(1.4) 6 (z) = argmgx f(Z|©®)

Als Funktion von © wird L(6©|Z)=f(Z|©) auch als Likelihood-Funktion bezeichnet.
Im Falle kontinuierlicher Messungen z(t), te[to, t.r] hat man die Wahrschein-
lichkeitsverteilung eines stochastischen Prozesses zu spezifizieren, die durch die
Familie der sog. endlich-dimensionalen Verteilungen gegeben ist (vgl.L.Arnold
1973, S. 36 ff). Fiir den iiberabzihlbaren Datensatz z(t) kann man dann ein Li-
kelihood-Funktional (Radon-Nikodym-Ableitung) angeben, das von der gesamten
Trajektorie abhédngt (siehe hierzu Liptser u. Shiryayev 1978, Kap. 17 ).

In der Praxis ist es allerdings so, daB Daten nur zu bestimmten Zeitpunkten
gemessen werden konnen, die z.B. in der Sozialwissenschaft sehr weit ausei-
nanderliegen koénnen, etwa 1 Jahr . Hier 148t sich der endliche Datensatz

{Z(to),...Z(tT)} durch die Verteilung

tr (Zgpsscsns zp) = P( Zi S gy, Ty B2 ]

bzw. die Dichte f(zo,......,zTIG) charakterisieren.

Durch die zeitdiskrete Messung ( sampling ) geht jedoch Information iiber die
Trajektorie verloren; dies driickt sich in Mehrdeutigkeiten aus, d.h. im Allge-
meinen passen mehrere verschiedene Systemmodelle ( die durch Parameter
©,, ©,, O,..charakterisiert sind ) zum gleichen Datensatz (Aliasing-Problem).
Man wird so auf das Problem der Parameteridentifikation gefiihrt; hiufig koe-
xistieren beobachtungsdquivalente Strukturen mit qualitativ widerspriichlichen
Kausalinterpretationen ( vgl. die weiteren Kapitel, Phillips 1973, Tigelaar 1982,
Hansen u. Sargent 1983 ). Durch. Kenntnisse iiber die Struktur des Systems
(Restriktionen) oder geniigend feines Zeitraster kdnnen diese Probleme jedoch
tiberwunden werden.

An dieser Stelle ist allerdings anzumerken, daB die diskrete Datensituation in
den Wirtschafts- und Sozialwissenschaften dazu gefiihrt hat, daB (wenn iiber-
haupt), vorwiegend Differenzengleichungsmodelle in diskreter Zeit benutzt wer-
den (Zeitreihen). Aufgrund der verschiedenen Zeitabstinde At in verschiedenen
Studien konnen diese jedoch nicht verglichen werden (Kreuzvalidierung), da auf
der. diskreten Ebene keine Moglichkeit existiert, die Parameter ineinander um-
zurechnen. In einer zeitstetigen Methodik, bei der auf die differenziellen Para-



meter zugegriffen wird, konnen jedoch verschiedene Studien verglichen und die
Parameter beliebiger diskreter Modelle als Funktionen der Zeit und der diffe-
rentiellen System-Matrizen explizit angegeben werden. Man erhidlt somit eine
Theorie-Ebene, die reichhaltigere empirische Fragestellungen zuldBt (etwa unre-
gelmiBige Zeitabstidnde, Verlauf der Systemtrajektorie zwischen den Messungen
(Interpolation), momentane Anderungsrate einer Variable (Geschwindigkeit),
Prognose fiir beliebige Zeitpunkte etc.; vgl. die Diskussion in Mobus u. Nagl
1983). Weiterhin erscheint es als natiirlich, die in stetiger Zeit ablaufenden
Phinomene auch als solche zu formulieren und die System-Modellierung vom
MeBvorgang gedanklich abzutrennen (Quanteneffekte sollen in diesem Kontext
nicht diskutiert werden). Auch aggregierte ("flows") oder iiber endliche Zeitrdume
geglittete Daten kdnnen so im Rahmen eines Modells des MeBvorgangs (MeBmodell)

behandelt werden.

1.3. Zusammenfassende Darstellung des Inhalts und der Resultate dieser Arbeit

Kapitel 2 befaBt sich mit der allgemeinen Modellspezifikation (nichtlineare sto-
chastische Differentialgleichungen mit kontinuierlichen oder diskreten Messun-
gen) und der Diskussion existierender Schitzverfahren.

Die Probleme, die bei der Behandlung des "weiBen Rauschens" als ProzeBfehler
auftreten, werden kurz diskutiert ( It6-Integral, Stratonovich-Integral). Es wird
der Vorschlag gemacht, in einer empirischen Vorgehensweise von einem Pro-
zeBfehler mit endlicher Korrelationszeit auszugehen, dann auf die korrespondie-
rende It6-Gleichung iiberzugehen (Korrekturterm in der Drift) und anschlieBend
die Konstruktion der Likelihood mit dieser Darstellung vorzunehmen. Dies ist
durch die Resultate der mathematischen Literatur begriindet, die auf der Mar-
tingaleigenschaft des Stochastischen Integrals im Sinne von It6 beruhen (konti-
nuierliches Sampling, Liptser u. Shiryayev, 1977, 1978). Weiterhin wird gezeigt,
daB auch die Likelihood fiir die diskreten MeBzeitpunkte in Grenzwert auf sto-
chastische It6-Integrale fiihrt (diskretisiertes kontinuierliches Sampling, Le
Breton, 1976).

Das Lorenz-Modell, das in der Chaos-Theorie eine wichtige Rolle spielt, dient
als Beispiel fiir die Methodik. Der ProzeBfehler, der als Approximation wegge-
lassener Terme der Navier-Stokes-Gleichungen angesehen werden kann, fiihrt zu
einem friiheren Einsetzen des irreguldren (chaotischen) Teils der Trajektorie.
Weiterhin zeigt sich, daB die Systemparameter mit der Maximum-Likelihood
(ML)-Methode in effektiver Weise geschitzt werden kdnnen.

Die Trapez-Methode (Bergstrom 1966), ein in Skonometrischen Anwendungen



hiufig benutztes Niherungsverfahren, geht von der Integralform der linearen
Differentialgleichung aus und approximiert die Integrale durch eine Trapezfor-
mel. Der entstehende Spezifikationsfehler ist eine Funktion des Zeitabstands At
der Messungen. Der approximative ML-Schitzer wird anschlieBend explizit
abgeleitet. Dabei zeigt sich, daB wiederum Integralsummen im Sinne 'von It6
erscheinen, die Zeitintegrale jedoch vom diskretisierten kontinuierlichen Samp-
ling abweichen. Dies hat zur Konsequenz, daB die asymptotische Verzerrung nur
von Ordnung At3 fiir kleine At ist, wihrend im Falle des diskretisierten konti-
~ nuierlichen Samplings (bzw. Rechteckndherung statt Trapez) die Verzerrung
linear in At herauskommt. ' ' '
Das exakte diskrete Modell ist ein aus der linearen Differentialgleichung abge-
leitetes autoregressives Schema, dessen Parameter jedoch in nichtlinearer Weise
von- den Systemmatrizen des kontinuierlichen Modells ‘abh%ingen. Die von ver-
schiedenen Autoren (Doreian u. Hummon 1976, Tuma u. Hannan 1984, Arminger
1986) vorgeschlagene Schitzung des exakten diskreten Modells und anschlie-
Bende Riickrechnung kann aufgrund eines Identifikationsproblems, das durch die
Nichtlinearitit zustandekommt, nicht empfohlen werden (ausfiihrlich dazu Kap.
3 und 4). Im Grenzfall At>0 erhilt man wieder die Formeln des kontinuierli-
chen Samplings (It6-Integrale), obwohl im linearen Modell (zustandsunabhingi-
ger Diffusionskoeffizient) It6- und Stratonovich-L&sung fiir die Trajektorie
iibereinstimmen.
Das Minimum-Distance-Verfahren (Phillips 1972, Hauptmann u. Schmid 1980),
das als nichtlinearer verallgemeinerter kleinster Quadrate-Schitzer bezeichnet
werden kann, erlaubt es nicht, Restriktionen in der Diffusionsmatrix zu imple-
mentieren, die jedoch aus theoretischen Griinden gegeben sein koénnen und
zusitzlich zur Identifikation beitragen.
AnschlieBend werden die asymptotischen Eigenschaften anhand eines numeri-
schen Beispiels illustriert.
Aufgrund der Beschridnkungen der referierten Schitzverfahren:
- Giiltigkeit nur fiir kleines MeBintervall At (diskretisiertes kontinuierliches
Sampling, Trapezmethode)
- Nichtbeachtung des Identifikationsproblems (Riickrechnung, "LISREL -Metho-
de™)
- Fehlspezifikation des Diffusionsterms (Minimum Distance-Methode)
wird ein exaktes Maximum-Likelihood-Verfahren vorgeschlagen, das direkt auf
die Parameter des zeitstetigen Systems zugreift. Zuvor muB jedoch der Identi-

fikationsstatus des Modell gekldrt werden.

In Kap. 3 wird zuerst das Identifikationsproblem erldutert, das durch die
Mehrdeutigkeit des Matrix-Logarithmus zustandekommt. Der Identifikationssta-



tus des Modells ist jedoch abhingig von den Annahmen, die iiber die exogenen
Einfliisse getroffen wurden. Approximiert man ndmlich die exogenen Variablen
durch Treppenfunktionen (konstant zwischen den Messungen), so existieren be-
obachtungsiquivalente Strukturen ("Aliasing”), wahrend bei der Approximation
* durch Polygone die Identifizierbarkeit -des Modells gezeigt werden kann. Trotz-
dem ist der Fall stiickweise konstanter oder verschwindender exogener Einfliis-
se (voll‘stéindige endogene Modellierung) ein wichtiger Fall, der in Kap. 4 be-
handelt wird. Die Identifikationsresultate von Hansen u. Sargent (1983) zeigen,
daB auch in diesem Fall aufgrund der positiven Definitheit der Diffusionsmatrix
der Satz beobachtungsiquivalenter Strukturen im wesentlichen auf endlich viele -
eingeschriankt werden kann (die genaue Anzahl hédngt jedoch vom wahren Para-
meter ab, der in statistischen Anwendungen unbekannt ist). Daher muB weiter-
hin auf Restriktionen zurilickgegriffen werden, die alle Aliasing-Matrizen aus-
schalten. In einem praktischen Kontext kann auf das Theorem von Rothenberg
(1971) zuriickgegriffen werden, das im wesentlichen die Aquivalenz von lokaler
Identifizierbarkeit und Nichtsingularitit der Informationsmatrix aufzeigt.

Kapitel 4 stellt den zentralen Punkt der Arbeit dar. Ausgehend von der Spezi-
fikation des linearen zeitstetigen System-Modells mit diskreten Messungen
wird die Likelihood-Funktion abgeleitet, die bei konstanter oder GauB-verteilter
Anfangsbedingung aus einer multivariaten Normalverteilungs-Dichte hervorgeht,
jedoch in komplizierter Weise von den Matrizen des zeitstetigen Systems ab-
hingt.

Approximiert man die exogenen Variablen als Sprungfunktionen, so fiihren die
Maximum-Likelihood-Gleichungen auf Ausdriicke, welche nur die Parameter des
exakten diskreten Modells enthalten (dies ist ein Ausdruck der Nichtidentifi-
zierbarkeit des Modells). Man erhilt dann Lésungen, die mit dem gewd&hnlichen
kleinste Quadrate-Schitzer iibereinstimmen (analog zur Zeitreihenanalyse),
jedoch sind aufgrund der Abhidngigkeit des Fehlerterms vom autoregressiven
Parameter weitere Losungen moglich (dies kann durch die numerische Analyse
bestdtigt werden). Nach Einfiihrung von Restriktionen, die eine Identifikation
ermoglichen, erhidlt man komplizierte nichtlineare Gleichungen, die numerisch
gelést werden miissen (das gleiche gilt im Falle der Approximation der exoge-
nen GréBen durch Sprungfunktionen) .

Die numerische L&sung der Likelihoodgleichungen wird mit einem Scoring-Al-
gorithmus durchgefiihrt, bei dem aus Effizienzgriinden exakte analytische Aus-
driicke fiir die Ableitungen der Log-Likelihood (Score) und die Fisher-Informa-
tion benutzt werden.

Da die exogenen Variablen fiir verschiedene Trajektorien i.a. unterschiedlich
sind, muB die Konvergenz der Fisher-Informations-Matrix und die Konsistenz
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des Maximum-Likelihood-Schitzers bei nicht identisch verteilten Beobachtungen
untersucht werden. Unter etwas verschiedenen Forderungen folgt die Quadrat-
mittelkonvergenz und die starke Konvergenz der geschitzten Informations-Ma-
trix bzw. die starke Konsistenz des ML-Schatzers.

AnschlieBend wird die praktische Implementierung des Scoring-Verfahrens im
. Programmpaket LSD ( Lineare Stochastische Differentialgleichungen ) beschrie-
ben. Ziel ist es, Simulation und Schitzung von Datensdtzen im Rahmen der
zeitstetigen Methode einem weiteren Anwenderkreis zugénglich zu machen. Da
die Module in der Matrixsprache SAS/IML implementiert wurden, ist es mog-
lich, die Anwenderprogramme mit wenigen Aufrufen in einer der Mathematik
nahen Notation zu erstellen (eine ausfiihrliche Programmbeschreibung ist in
Vorbereitung). Zusitzlich kann auf existierende SAS-Datensitze zugegriffen und
.andere SAS-Software leicht eingebunden werden. _ 4
Numerisch studiert wird die Methode mit Hilfe simulierter Datensdtze, die
einem autoregressiven ProzeB 2. Ordnung entsprechen (stochastischer Oszil-
lator). Dabei zeigt sich in iiberzeugender Weise, daB die exakte ML-Methode
auch bei groBen Zeitabstinden der Messungen zu guten Schdtzungen fiihrt,
wihrend das linearisierte Modell hier véllig unbrauchbar ist. Weiterhin lassen
sich gut die Anomalien untersuchen, die bei der Riickrechnung aus dem exakten
diskreten Modell auftreten. Fiir die Simulation und Schiatzung eines Datensatzes
mit 50 Replikationen und 6 Zeitpunkten (exaktes und linearisiertes Modell)
wurde eine durchschnittliche Rechenzeit von 6.7 Sekunden bendtigt (BASF 7/73).
Damit kann der Algorithmus als effizient bezeichnet werden.

Eine weitere Simulationsstudie hat das Phillips-Modell (Phillips 1972) zum The-
ma. Auch hier zeigt sich wiederum die Uberlegenheit der exakten ML-Methode
in der Genauigkeit gegeniiber Linearisierung und Trapez-Methode.

Da hiufig nicht alle Komponenten der Systemvariablen meBbar und durch MeB-
fehler iiberlagert sind, wird in Kapitel 5 ein MeBmodell eingefiihrt. Die Para-
meterschitzung erfolgt dann mit Hilfe eines EM-Algorithmus, bei dem die
Erwartungswertbildung (E) mit Hilfe eines rekursiven Glitters (Rauch, Tung u.
Striebel 1965) und die Maximierung (M) mit dem in Kap. 4 diskutierten Sco-
ring-Algorithmus durchgefiihrt wird. Die bekannten schlechten Konvergenzei-
genschaften der EM-Methode in der Nihe des Maximums der Likelihood-Funk-
tion werden dort durch Nachiteration mit einem Newton-Raphson-Algorithmus
verbessert. Der so resultierende kombinierte EM/Newton-Raphson-Algorithmus
(implementiert in IML-Modulen) wird dann auf die Wolferschen Sonnenflecken-
daten angewandt. Hierbei zeigt sich, daB die Resultate zu den klassischen Un-
tersuchungen von Yule und Bartlett vergleichbar sind. Insbesondere ist die
Rolle des MeBfehlers herauszustellen, der mit der vorliegenden Methode expli-
ziert modelliert wurde. Die Modellidentifikation kann dann mit Hilfe der "kom-
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pensierten Likelihood” durchgefiihrt werden.

AbschlieBend wird im 6. Kapitel ein Resiimee gezogen und Erweiterungen der
diskutierten Methoden auf verschiedene Themen (unregelmiBige Zeitabsténde,
beliebige Approximation der exogenen Variablen, stochastische Parameter (Per-
soneneffekte), raum-zeitliche Panelmodelle etc. ) diskutiert.. :
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2. Modellspezifikation und Kritik existierender Schéitzvérfahren

2.1. Modellspezifikation

Wir nehmen an, daB der p-dimensionale Systemzustand y(t) durch Eigendyna-
mik, exogene Einfliisse und zufillige Stdrungen g einer Zeitentwicklung unter-
worfen ist, die durch folgende zufillige Differentialgleichung beschrieben wer-

den kann:
(2.1.1) dzdt y(t) = flt,y(t)) + glt, y(t) E(t) ;
| y(©0)=y, 5 teltgtr]
wobei y nur teilweise und mi£ MeBfehler beobachtet werden kann (MeB-Modell)
(2.1.2) zZ; H.(y(ti), t,) + 8,3 i=0......T

Insbesondere wird im folgenden fast ausschlieBlich der lineare Fall mit kon-

stanten Koeffizienten behandelt

d/dt y(t) = Ay(t) + Bx(t) + GE(t) ; y(0) =y, ~ N(,%)

(2.2)
Zi=Hyi+DX.+8.;i=O, ..... T
1 b

Hierbei sind A (pxp), B (pxq), G (pxr), H (kxp) und D (kxq) konstante, i.A. un-
bekannte Matrizen, welche Eigendynamik, Input (Kontrollvariable), ProzeBfehler
und Output charakterisieren. Die MeBfehler ¢, werden als identisch verteilte,
unabhingige GauB- Variablen mit Kovarianzmatrix R: kxk und Erwartungswert O
modelliert.

Solange es sich bei der StérgréBe (ProzeBfehler E(t)) um einen trajektorienweise
stetigen stochastischen ProzeB handelt, k&nnen obige Gleichungen trajektorien-
weise als gewohnliche Differentialgleichungen (genaue Bedingungen werden bei
Ruymgaart u. Soong 1971 angegeben) interpretiert oder mit dem Quadratmittel-
kalkiil behandelt werden (vgl. Soong 1973). Will man jedoch Prozesse mit sehr
kurzer Korrelationszeit betrachten (im Grenzfall weiles Rauschen), so ergeben
sich charakteristische, in der Literatur wohlbekannte Schwierigkeiten, die eine
vorsichtige Interpretation obiger Gleichungen erfordern.
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Selbverstiandlich wird in der Natur ideales weiBes Rauschen mit der Autokorre-

lation
E[T(t)C(s)] = §(t-s)

nicht vorkommen, dhnlich wie die §-Funktion nur eine mathematische Idealisie-
rung fiir sehr scharfe Impulse (Spikes) darstellt ( dieser Standpunkt wird z.B.
von Van Kampen 1987 vertreten). In diesem Sinne kann man also die GroBe T(t)
in obigen Gleichungen als Folge T.(t) von Stérungen mit sehr kurzer, aber end-

licher Korrelationszeit auffassen, d.h.
E[ g, ()T, (s) ] = §; (t-s)

wobei 3, (t-s) eine die 3-Funktion darstellende Funktionenfolge ist (vgl. hierzu
Lighthill 1966, Kap. 2 , Urbanik 1958, Gelfand u. Wilenkin 1964, S. 242).
Um die Schwierigkeiten zu umgehen, die mit der Nichtexistenz des weiBen Rau-
schens als gewdhnlichem stochastischem ProzeB (bzw. der §-Funktion als ge-
wohnlicher Funktion) zusammenhidngen, wurde von Ito (1951) ein Kalkiil von
Integralgleichungen bzw. stochastischen Integralen entwickelt, das obigen Glei-
chungen einen priazisen Sinn verleiht. Setzt man formal T(t)= dw(t)/dt, wobei
w(t) der Wiener-ProzeB (auch Brownsche Bewegung) , ein stetiger stochasti-
scher ProzeB mit unabhingigen Zuwichsenist, so kann (2.1.1) in folgende Glei-

chung umgeschrieben werden

(2.3) dy(t) = f(t,y(t))dt + g(t,y(t)) dw(t)

was nur eine Kurzschreibweise fiir die Integralgleichung
t

t
(2.4) y(©) - yty) = [fsys)ds + [ glsy(s)dw(s)
to to

darstellt.
Da w(t) eine Funktion von nicht beschrankter Schwankung ist, muB dem for-

malen Riemann-Stieltjes-Integral eine Bedeutung verlichen werden, da die Inte-

gralsumme
T-1
Z gl y@) [ wit, )-wt)]l ;5 telt, t,,]
i=0 '
je nach Wahl der Zwischenpunkte t, verschiedene Werte annehmen kann. Etwa
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gilt fiir das stochastische Integral

t T-1 .
2.5) [wis)dwls) = qm-lim ) wiz) [ wit,,) - w(t)] 5 At=max(t,, - t,)
t At—=>0 =0 .

o

(W2(t) - w(ty) )/2 + (a-1/2)(t-t,)

wobei fiir die ZWischenpunkte T, = ﬁi + a At gewihlt wurde (siehe L. Arnold 1973,
Kap. 4). Die Wahl a=0 ( asymmetrisch bzgl. der Zukunft ) ergibt die Itosche

Integraldefinition
’ t . T-1 - .
(2.6) (D f g(s,y(s))dw(s) = gm-lim Z glt,, y(t; ) [ wit,, ) - w(ti)]
t At=>0 =0

o

Vorteilhaft ist, daB das Ito—Integral als Funktion der oberen Grenze ein Mar-
tingal ist, die Formeln fiir die ersten beiden Momente einfach sind und die Be-
rechnung der Likelihood-Funktion (Radon-Nikodym-Ableitung) auf Ito-Integrale
fithrt ( siehe Kap. 2.2 ). Auf der anderen Seite erhdlt man andere Rechenregeln
als im klassischen Kalkiil, wie Formel 2.5 zeigt. Dieser Nachteil kann durch die
symmetrische Wahl a=1/2 beseitigt werden, zusammen mit den aufgefiihrten
Vorteilen (ausfiihrlich L. Arnold 1973, Kap. 4 und 10 ). Man erhidlt so das stocha-
stische Integral im Sinne von Stratonovich

t: : T-1
2.7) (8) [ glsyE)dwls) = gm-lim ). gt,, (v, + ¥,,72) [ wit,) - wit)]
t At—=>0 i=0

(]

Die Integrale kdénnen mit Hilfe einer Taylor-Entwicklung ineinander umgerech-
net werden (L. Arnold 1973, Kap. 10)

(2.8) (S)[H(s,y(s)dy(s) = (D [Hisys)dy(s) + 172 ). [oH, /0%, | y(s) bycls.y(s) ds
jk

wobei bjk die Diffusionsmatrix des Diffusionsprozesses y(t) darstellt (weitere
Bedingungen an H und B siehe L. Arnold 1973, Satz 10.2.5).

Wichtig fiir die empirische Modellbildung und Parameterschdtzung ist nun die
richtige Interpretation der zufilligen Differentialgleichung (2.1), da der in (2.8)
auftretende, sog. Korrekturterm auf unterschiedliche Losungen fiihrt.
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Ich schlage folgende empirische Prozedur vor:
1. Die "reale" Differentialgleichung

y;=mity) + glty) C, - o
‘enthélt einen ProzéBfehler g, mit kurzér, aber endlicher Autokorrelationszeit i:i.

2. Im Grenzfall t,~>0 , i>w erhdlt man eine Folge von Lésungen y;(t). Diese Lo-
sungen konvergieren (wie von Wong u. Zakai (1965) gezeigt), gegen die L&sung
der Stratonovich-Gleichung

(S dy(t) = m(t,y(t)dt + g(t,y(t))dw(t)

die zur Lésung der Ito-Gleichung

M dy®) = [mlty®)+ 172 ) og /ox |0 8y dt + gty®)dwit)
kj

f(t,y(t)dt + glt,y(t))dw(t)

dquivalent ist (dies folgt aus Formel (2.8), wenn man dort fiir y den Vektor
[y*,w' I' und H=[0,g] setzt). Der Driftkoeffizient wird also durch die Interaktion
des Systemzustandes y mit den stochastischen Fluktuationen "renormalisiert”

(man spricht auch von rausch-induzierter Drift).

3. Zur Berechnung des Likelihood-Quotienten wird die Ito-Gleichung (I) ver-

wendet.
Dieser ist (fiir kontinuierliche Datensitze) als

Liy) = exp | [<F, Q71dy> - 2 [<F, Q7' ds |

gegeben (Liptser u. Shiryayev 1978, Kap. 17, Basawa u. Prakasa Rao 1980, Kap.
9). Hierbei ist < , > ein Skalarprodukt von p-Vektoren und [<f, Q7ldy> ein sto-

chastisches Ito-Integral.

Insbesondere zeigt sich hier, daB auch im Falle eines zustandsunabhingigen
Diffusionskoeffizienten g(t,y)=g(t), bei dem Stratonovich- und Ito-L&sung iiber-
einstimmen (vgl. (2.8)) , die Likelihood-Funktion trotzdem auf Ito-Integrale

fiihrt (ausfiihrlich Kap. 2.2).
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Beispielsweise erhdlt man im Falle eines linearen, skalaren Systems
dy(t)=Ay(t)dt + dwl(t)

die Likelihood L=exp{A [ydy - 1/2 A® [y%dt}.

Das -Ito-Integral [ydy ist hier durch 1/2[ yz(t)-yz(t) (t-t)) 1 gegeben, wihrend
die Nichtbeachtung der Rechenregeln zum Ausdruck 172 [ y*(t)-y2(t,)] fiihren
wiirde. Der entsprechende ML-Schitzer A —(s)fydy / fyz dt ist inkonsistent
(vgl. Singer 1988).

Das eben vorgestelite Schema zeigt, daB sowohl Ito- als auch Stratonovich-De-
finition des stochastischen Integrals im Kontext von Modellbildung und Para-

meterschitzung ihre Bedeutung haben.
2.2. Kontinuierliche Datensdtze
Wir nehmen im folgenden an, daB der Systemzustand y(t) im Intervall [t,t ]

kontinuierlich beobachtet werden kann. In diesem Fall kann die (konstante)
Diffusionsmatrix Q=GG' mit Hilfe der Statistik

5T
(2.10) =lim 1/t Z Ay Ay;' = Q (fast sicher)
T>c
i=1

berechnet werden, wobei t=t,-t; und Ay=y( it/2D)-y((i-1)w/2T) die Zuwichse
des Systemzustands sind (siehe Le Breton 1976, Basawa u. Prakasa Rao 1980

Kap.9).
Mit Hilfe maBtheoretischer Methoden kann man zeigen, daB der Likelihood-

Quotient (Radon-Nikodym-Ableitung) fiir das Modell dy=f(a,t,y)dt+g(t,y)dw,
y(0)=y, (deterministisch) mit der durch den Vektor a parametrisierten Drift f

durch folgenden Ausdruck gegeben ist

I.= (dua/duB) (y) = exp { f(f(ot,y,t)—f(ﬁ,y,t), Q dy(t)>

(2.11)
172 [<Eaty)-F@.y), Q7 [flet+f@,y,0)]>dt }

Das stochastische Integral von f(y(t)) bzgl. dy kann dabei in Analogie zum Inte-
gral bzgl. dem Wiener-ProzeB definiert werden ( Liptser u. Shiryayev 1977,

Kap.4).
Formel (2.11) kann in heuristischer Weise erhalten werden, wenn man die end-

lich- dimensionale Verteilung fiir die Zeitpunkte {t,, t, ,..t } aufstellt und im
Likelihood- Quotienten

L =pfyg:YpeeYp) 7/ pB(yo,yl,....y.r)
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den Zeitabstand At=max (t, ,-t,) gegen O gehen laBt (Basawa u. Prakasa Rao

1980, Kap. 8, Wong u. Hajek 1985, Kap. 6).
Betrachten wir hierzu die Losung der Ito-Gleichung mit dem fixen Startwert y

bei t:

y(s) =y + f f(s,y(s))ds + fg(s.,y(s))dw(s)
t t

Fiir eine geniigend feine Zerlegung kann man also schreiben:
2.12) Yoy &y ¢ Bty DAt + gty JAw, |, i=0.... T

Da die Ldsung y(t) ein Markoff-ProzeB ist, kann die gemeinsame Wahrschein-
lichkeit (bedingt auf y,) als Produkt der Ubergangswahrscheinlichkeiten darge-

stellt werden:

Fiir geniigend kleines At sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten approximative
Normalverteilungen mit Erwartungswert y;=E[y; Iy ;] und Varianz o, =Vly, 4ly;].
Da in (2.12) y,,, aus dem Startwert y ; entstanden ist, kénnen die bedingten Momente
aus den unbedingten Momenten von y, , berechnet werden, d.h.

L, =¥, ¥ 0E, y,) At
und g; = g(ti,yi)g‘(ti,yi JAt = Q At
Die gemeinsame Dichte der Variablen y,....y lautet also naherungsweise (f .=
fit,,y; ), Q; = Qlty; ) . Ay;=y,,17Y; gesetzt )

PYgseeyp) = H |2noil“1/2 exp {—1/2 Z (o1~ ui)‘ci—l(yi+1—ui)}

1 i

= H |2'rcOi Atl"l/z exp {—1/2 Z {bdy,, (Q;At ) LAy

- 2Kf,, 07y, > + <EL Q7D At

Teilt man durch die Dichte der Loésung mit Drift f(B,t,y), um den divergenten
ersten Term im Exponenten wegzuschaffen, so ergibt sich fiir den Likelihood-

Quotienten ( fa=f(ot,ti,yi) )

L =p, 0y YY)/ pﬁ(yO ¥yl p )

exp [ D CE - £y QLAY - sz p Kfy, QTLOAE - g, Q7 FAt)

1
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und somit im Grenzfall At-0
L =exp {f(fa - fg, Q7N - 2 f <E,. QU Ddt - Fg, Q7 fdt |

In Anlehnung an Basawa u. Prakasa Rao 1980, Kap.9 sei.im folgenden die Drift
f mit Hilfe einer Fourler-Entwicklung parametrisiert:

k
flo,t,y) = @y(t,y) +Z oy <I>1(t,’y)
1=1

Wihlt man als Referenzpunkt im Parameterraum a=0 (0.B.d.A.), so gilt (die Di-
fusionsmatrix Q(t,y) wird als bekannt vorausgesetzt)

L = exp {f >, <0, QHdy-0yds ) > - 1/zf S <0, 7@, ds)

Fiir die Score-Funktion s=01/0a (lI=log L) erhdlt man dann
= 3l/da =f <@, , Q7Hdy-®yds) > - f Yo, <0, , Q710> ds

An der Nullstelle von s (notwendig fiir das Maximum von 1) gilt fiir den Ma-

ximum- Likelihood-Schitzer o
(2.13) & = B! q

wobei n, = 1/1 f(‘l)k , O—l(dy—(l)ods ) > und B, = 1/t f <O, Q! ®, > ds
abgekiirzt wurde.

Unter der Voraussetzung, daB B fiir 1=t -t; > in Wahrscheinlichkeit gegen
eine nichtsingulire Matrix J konvergiert, zeigen Basawa u. Prakasa Rao, daB &
ein konsistenter Schitzer mit asymptotischer Normalverteilung N(a,1/t J71) ist

(Theorem 5.1, Kap. 9). ;
Spezialisiert man obige Resultate auf ein lineares Modell mit Drift f=Ay+Bx

und konstanter Diffusionsmatrix Q = GG' so gilt

f= [A, B] [y jl =(IQ®[y,x']) row [AB] := I1®2) «
" _
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Dann findet man
= 1/t f Q7 Mdy = 1/1 f(I ® 2)Q7!dy = 1/t f(Q‘1 ® z)dy
und B = 1/t f(I)‘Q"@ dt = 1/t f(l ® 2071 ®z)dt = 1/t f(o‘l ®zz') dt
Daraus folgt fiir den ML-Schitzer |
& = [Q—l ®fzz‘ds]—1 [0_1 ®f z]dy
= [I ® (Jﬂzz‘ds)_1 fz]dy. |

Mit Hilfe von row(ABC)=( A ® C* ) row B kann man diesen Ausdruck wieder
"einrollen” und findet schlieBlich

(2.14) [A, B] = [fdy z][f 22 ds] L
[fgi] (s Jesy | ke ]y

Interessant ist, daB die Diffusionsmatrix gar nicht mehr vorkommt (sie kann
mit Hilfe von (2.10) unabhingig von der Drift bestimmt werden.

Die Voraussetzung kontinuierlicher Messung ist i.A. unrealistisch, sodaB die in
(2.13) und (2.14) vorkommenden Integrale durch entsprechende Summen ersetzt
werden miissen. Setzt man (in Anlehnung an Le Breton 1976 )

i T-
Jyvds > ) yyist; und fydy > )y 0y,
i=0 i=0

so gilt fiir den entsprechenden diskretisierten Schitzer ( "diskretisiertes konti-

nuierliches Sampling” )

-1
215 A ) YY' YX]  [yar
) [B‘ ](AU LAt [XY‘ XX]  |[XAY
wobei die aus den Integralen entstehenden Summen mit Hilfe der Daten-Matri-
zen Y=[yg,eree¥p_qd » Y=Ly, seeees yrJ und AY=Y,-Y geschrieben wurden.

Bemerkung: Analoge Resultate gelten fiir N unabhdngige Trajektorien, wenn
man y;, durch [y,;,...y ;] ersetzt.
Le Breton zeigt (ohne exogene Varlablen) daB

p-lim A () = p-lim AEXAKT = A
At—>0 At—>0

wobei Apy 1 der ML-Schitzer fiir das sog. exakte diskrete Modell ist (d.h.
fiir die Likelihood des Datensatzes {yo, ...... y.r} ; vgl. Abs. 2.4).
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sind die typischen Spikes am Beginn der Kurve, die wegen
0=0+ [f@‘o‘lcp ds | [f@‘n'icdw(s)]

proportional zu Aw/At=(w(t )-w(t;))/At (WeiBes Rauschen) sind.

Insgesamt konvergiert der Schitzer schnell gegen die Parameter © . Das selbe
Resultat ergibt sich auch fiir stirkere ProzeBfehleranteile, bei denen die deter-
ministischen Trajektorien kaum noch erkennbar sind.

2.3. Die Trapez-Niherung

Fine in Skonometrischen Anwendungen hiufig benutzte Néherungsmethode ist
das sog. approximative diskrete Modell ( vgl. Sargan 1976, Wymer 1976, Berg-
strom 1984 ). Bergstroms Idee war, die Integralform (2.4) der linearen stocha-

stischen Differentialgleichung
t

t
y(t) - y(O) = Af y(s)ds + Bf x(s) ds + J‘de(s)
% ) to to
mit Hilfe einer Trapezndherung fiir die Integrale als Funktion der Daten
[ygremeosyp] und [Xg5eee... Xr] auszudriicken. Schreibt man :

i+1
f y(s)ds ~ At/2 [y, + y,,, 1= At ¥,

t.
(analog fiir x) und definiert die Datenmatrizen Y = [)70, ..... J o 1, X =
I:>_<O, ....... ,>_<T], AW = [w(tl)—w(to), ........ s witp) -witp )], so ergibt sich folgendes
Schema:
(2.16) Y, - Y - AYAt - BXAt = GAW

Da die StorgroBe GAW die unabhingigen Zuwichse des Wiener-Prozesses ent-
hilt, ist deren Kovarianz durch Cov[col(GAW)] = IT ® GG'At gegeben.
Ublicherweise wird das Schema (2.16) als simultanes Gleichungssystem umge-
schrieben und mit Hilfe von Strukturgleichungsmodellen (z.B. LISREL) ge-
schiatzt (vgl. beispielsweise M&bus u. Nagl 1983).

Im folgenden soll jedoch der ML-Schitzer explizit berechnet werden, um einen
direkten Vergleich mit den iibrigen Methoden zu erhalten. Die log-Likelihood
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lautet

(2.17) 1(A,B,Q) = const. - T/2 loglQAt| -1/2 tr (QA)™'ZZ' ] + log ]

wobei Z=AY-AYAt-BXAt , AY=Y,-Y und J=[I-AAt/2| die Jacobi-Determinante der
Transformation (2.16) darstellt.
Mit Hilfe des McDonald-Swaminathan-Kalkiils (Anhang 1) erhdlt man die ML-

Gleichungen

01/0Q = -1/2 L row-[ TQ™! - 1/a6 Q71 22 Q7] =0
(2.18) AL/OA = row[ (QADTIZY " At - TAt/2(I-A'At/2)1 ] =0
01/9B = row[ (QAY)™1ZX At ]= 0

Hierbei ist L= (3S/90S) eine irreduzible Matrixableitung (S ist symmetrisch)
(McDonald u. Swaminathan 1973). (2.18.1) ergibt die Lésung (zu beachten ist die

Singularitit von L)

Pl

(2.19) Q =1/TAt ZZ
Setzt man dies in die 2. Gleichung ein, so findet sich

(I - AAt/2) Y (AY - AYAt - BXAt)' = O
Der Term YAY' ist eine Integralsumme des stochastischen Integrals im Sinne
von Stratonovich. Beachtet man noch die 3. Gleichung, die zu ZX=0 fiihrt, er-

gibt sich schlieBlich

Y AY' - 1/2AYAY" - YY'At A - YX' At B'

]
(@]

(2.20)

I
o

X AY" - XY At A' - XX At B
Eine kurze Umrechnung zeigt, daB

(2.21) Y AY' - 1/2AYAY" = YAY"

sodaB die Stratonovich-Summen in Ito-Summen transformiert werden (dies wird
durch die Jacobi-Determinante bewirkt). Im Limes At->0 erhdlt man also einen
Spezialfall der Transformationsformel (2.8)

(S) |ydy' = (D | ydy" + 1/2Q(t-t;)
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Auflésen der Normalgleichungen (2.20) nach A und B ergibt schlieBlich

= == =4
[A‘] - L [ YY' YX ] [YAY‘]
B' ITRAPEZ ~ XY XX XAY®

Im Vergleich zum diskretisierten kontinuierlichen Sampling (2.15) erhdlt man
hier eine etwas andere Niherung fiir die Zeitintegrale, wird jedoch wiederum
auf das stochastische Ito-Integral gefiihrt (ersetzt man YAY' durch YAY, so
erhilt man einen Schitzer, der stochastisch gegen O konvergiert!).

Verwendet man statt der Trapez- eine Rechteckndherung fiir die Integrale, so
ergibt sich fiir die Drift-Koeffizienten Formel (2.15), also "diskretisiertes konti-
nuierliches Sampling”, wihrend die Ldsung fiir die Diffusionsmatrix

O = 1/Tat ZZ[A B ]

nicht mit (2.10) iibereinstimmt. (im Falle des kontinuierlichen Samplings wird Q
als bekannt vorausgesetzt , wihrend hier bzgl. Q maximiert wurde; vgl. Dacun-
ha-Castelle u. Florens-Zmirou 1986).

2.4 Das exakte diskrete Modell

Die lineare stochastische Differentialgleichung
dy(t) = [Ay(®) + Bx(® Jdt + Gdw(t)

kann explizit gelést werden (siehe Arnold 1973, Kap. 8):

t
y(t) = eAt O y(t,)) + eht e As [ Bx(s)ds +Gd w(s) ]

to
Fiir die MeBzeitpunkte ergibt sich also folgendes rekursives Schema (exaktes

diskretes Modell):
At At

= eAAtyi + eAAt fe“AS Bx (t,+s)ds + e Bk fe'As Gdw (t +s)

o o

yi+1

(2.23) yoy(e)
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Abgekiirzt hat man Yieg = Aa'eyi + F, (ABX) +u i=0.....T-1

wobei cov(u, ,u . ) 8, V und V= fexp(As)Qexp(A ‘s)ds.

Dieses Modell 1st Jedoch nichtlinear im Parameter A. Hieraus ergeben sxch 2
Hauptprobleme, die einen groBen Raum in dieser Arbeit einnehmen:

1. Die Matrix-Funktion A*=exp(AAt) ist nicht eindeutig; d.h. es gibt Matrizen
Ayt A mit exp(AAt)=exp(AAt). Das daraus erwachsende Identifikationsproblem

wird in Kap. 3 -diskutiert.
2. Man erhilt ein nichtlineares Schitzproblem, das numerisch geldst werden

muB3 (Kap. 4).

Von Autoren aus dem soziologischen und technischen Bereich (Doreian u. Humm-
on 1976, Tuma u. Hannan 1984, Arminger 1986, Isermann 1988) wurde vorgeschlagen,
das Modell (2.23) nach einer Reparametrisierung zu schitzen (mit Programmen wie
LISREL etc.) und dann aus den reduzierten Parametern auf die urspriinglichen
Strukturparameter zuriickzuschlieBen. Dabei wird jedoch das Identifikationsproblem
nicht beachtet ( der Matrix-Logarithmus in K=1/Atlog(f‘:*) ist mehrdeutig, wenn
Ax komplexe Eigenwerte aufweist und fiihrt fiir negative Eigenwerte zu kom-
plexem A. Weiterhin wird vernachlidssigt, daB V eine Funktion der Strukturpa-
rameter A und Q ist. Restriktionen auf A , B und Q, die eine Identifikation
ermoglichen, sind jedoch auf der Ebene des reparametrisierten Modells nicht
implementierbar, da die reduzierten Parameter komplizierte nichtlineare Matrix-
funktionen sind (ausfiihrlich hierzu Kap. 3 und 4).

Fiir At = O ist jedoch A¥(A)=I+AAt, sodaB in diesem Grenzfall das Identifikati-
onsproblem verschwindet und der ML-Schitzer explizit angegeben werden kann.
Wie in Kap. 4 gezeigt (vgl. auch Hamerle, Nagl u. Singer 1988) gilt fiir die Li-
kelihood der diskret gemessenen Daten [yo, ..... ,yT] und [xo, ....... ,XT] (bedingt auf

den Anfangswert y,)
(2.24) 1= -T/2] loglVl + e[V /T uul |

mit U = Y, - A*Y - B*Y, A*=exp(AAt) , B*=AT}(A*-DB .
Die Losung der ML-Gleichungen liefert

¥ = 1/T UWw[A* 8%
P

(2.25) [A*‘J_[YY‘ x T l:YY;:'
B* XY' XX XY,
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Im Grénzfall At>0 kann man A* und B* entwickeln und erhdlt so
A*=[+AAt+O(At?) und B*=BAt + O(At?). Einsetzen in (2.25) fiihrt dann zum Er-
gebnis

& Ll . s -— .
(2.26) Al 1YYy yxs ! YAY‘:l
: | : I:B‘]EXAKT _-[XY‘ xx] |:XAY‘ ; At=0
Dies stimmt aber mit Formel (2.15) fiir das diskretisierte kontinuierliche Samp-
ling iiberein. Von Le Breton (1976) wurde gezeigt, daB A(At) und und
KEXAKT(AU fiir At—>0 mit dem zeitkontinuierlichen Schitzer (2.14) iibereinstim-

men. Entsprechend kann man pachweisen, daB der Likelihood-Quotient der Zu-
fallsgroBen [yo, ..... ,yT] mit dem Wiener-ProzeB als Referenz:

I 27V["T72  exp {-1/2 te[VIUU']}
[2cQAt]~T7Z exp{-1/2 tr[(QAt)TIAYAY']}

mit U= Y, - A*Y - B*X fiir At>0 gegen die Radon-Nikodym-Ableitung der
kontinuierlich beobacheteten Trajektorie strebt (vgl. LeBreton 1976).

Im univariaten Fall p=1 ist der Logarithmus eine injektive Funktion, sodaB Glei-
chung (2.25) fiir A*>0 nach A und B aufgelst werden kann :

[at 3

A = 1/At log A*; B = A/(A*%1) * B

In den Arbeiten von Jones (1984) und Jones u. Tryon (1987) iiber Zeitreihenana-
lyse mit unregelmiBigen Zeitabstinden wird die Maximierung der Likelihood (2.24)
mit Hilfe eines numerischen Optimierungsverfahrens (Quasi-Newton-Algorith-
mus mit numerischen Ableitungen) vorgenommen. Obwohl einfach zu imple-
mentieren, ist es aus Griinden der Effizienz vorzuziehen, mit exakten analyti-
schen Ableitungen zu arbeiten. Jones (1984) schreibt z.B.:

* The likelihood function is not well behaved and can have local maxima which
are far below the global maximum. Local maxima can occur because of ripples
caused by numerical roundoff.... The nonlinear optimization program spends a
lot of effort searching for the minimum of -ln likelihood and the final result
is estimates of the parameters for which approximate confidence intervals can

not be obtained by numerical methods. "

2.5. Minimum Distance-Verfahren

Ein von Phillips (1972) und Hauptmann u. Schmid (1980) vorgeschlagenes Ver-
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fahren besteht darin, ausgehend vom exakten diskreten Modell (2.23) die Para-
meter durch Minimierung der Funktion

T=1
QAB) = > |y - A*y, + F, ABX || °
i=0 ' ‘

zu schitzen. V wird dann als v = 1/TZuiui‘ [K, ‘ﬁ] geschitzt . Die
Norm || - || 1aBt sich mit Hilfe der positiv definiten Matrix S als quadratische Form
llz]|2=2'S™ 1z ausdriicken. Das Verfahren von Phillips besteht darin, die Minimie-
rung mit S=I zu beginnen und anschlieBend in einem zweiten Durchgang mit
s=¥ den MD-Schitzer A”; B” und VII zu berechnen. Da die Momentenmatrix A%
gegen V konvergiert (T>w), ist der MD-Schitzer asymptotisch &quivalent zum
ML-Schitzer bei festem V. Allerdings kénnen bei diesem Verfahren keine Re-
striktionen fiir die Diffusionsmatrix Q implementiert werden. Gegeniiber den
diskreten Approximationen hat der MD-Schitzer jedoch den Vorzug, die nicht-
lineare Struktur von A*=exp(AAt) zu beriicksichtigen, wahrend die Abhangigkeit
von V von A und Q nur mit der vollen Likelihood-Methode (Kap. 4) in Be-

tracht gezogen werden kann .
2.6. Asymptotische Eigenschaften

Bei der Approximation des stochastischen Ito-Integrals durch Integralsummen
bzw. bei Anwendung der Rechteck- oder Trapezformel fiir die Zeit-Integrale
werden Fehler gemacht, die sich in einer Verzerrung der Schdtzer bemerkbar
machen, dies umso mehr, je groBer der Zeitabstand At der Messungen ist. Der
Einfachheit halber wird im folgenden nur der Fall ohne Exogene x diskutiert,

2.6.1 Diskretisiertes kontinuierliches Sampling

Wie in Kap. 2.2 abgeleitet, gilt
T-1 T-1 -1
R = AYY (YA =Y (., - vy [ viae]
i=0 i=0

Setzt man hier das exakte diskrete Modell yi+1=Aakyi+ui ein, ergibt sich

i P L
Awy= [Z (A*-Dyy;" + wy; ][ Z yiyi\At:]
i=0 i=0
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= 1/At (A*-D) + fu ‘ [Tf ]
Vi Y t:l
i=0 i=0

Wenn man weiterhin beriicksichtigt, daB (vgl. hierzu Anderson 1971, Kap. 5)

T-1 T-1
(2.27) qm-lim /T Z yy;: =2 und gm-lim 1/TZ wy,;'=0 3
i=0 =0

wobei T die stationire Kovarianz ist , die als Losung der Liapunov-Gleichung
AS + ZA' + Q = 0 gewonnen werden kann (dazu muB vorausgesetzt werden,
daB alle Eigenwerte von A negativen Realteil aufweisen), gilt

(2.28) p-lim A (At) = 1/At (A*-I) = A + A%/2 At + O(At?)

T>
Der ML-Schitzer fiir das diskretisierte kontinuierliche Sampling ist also
asymptotisch verzerrt. Fiir Parameterwerte A und Zeitabstinde At, fiir die
l|AAt||<<1 nicht erfiillt ist, kdénnen sich erhebliche Abweichungen vom wahren

Wert ergeben (siehe 2.7.3).

2.6.2 Trapez-Methode

In Kap. 2.3 wurde gezeigt, daB die Trapez-Methode auf den ML-Schitzer

T-1 T-1
A p— _ . . -1
ATRAPEZ AYY' [Y Y 'At]t= Z (yi+1—yi)y1 [ Z (yh_1+yi)yi At/z:l
i=0 i=0

fiihrt. Beriicksichtigt man (2.27), so gilt

2.29) p-lim A = (2/At)(A*-D)(A*+D)"! = (2/At) P [tanh AAt/2] P!
TRAPEZ

wobei die Eigenwertzerlegung A=PAP~! benutzt wurde. Eine Taylor-Entwicklung
des Hyperbeltangens liefert dann:

p-lim App,ppy = A - 1/12 ASA? + Ot A< w
Fiir kleines At liefert also die Trapezmethode eine kleinere asymptotische Ver-
zerrung (T->w) als die Rechteckndherung bzw. das diskretisierte kontinuierliche

Sampling (cf. auch Sargan 1976).
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2.6.3 Exaktes Diskretes Modell

Im Falle p=1 kann eine explizite Formel angegeben werden (siehe Kap. 2.4)

2 _ AL S
AExakt = 1/At log A™;
T-1 T-1 ' ‘ _
~ .
mit A*=Z YY1 7/ Z yiz. Mit Hilfe von Ay;=y,, ,-y, kann man schreiben:
i=0 i=0

Exakt = 1/At log [ZyAy /Zy = ]

= 1/At log [At¥AQAD) + 1]
wobei A(At) dex~ in Kap. 2.7.1 diskutierte Schitzer ist (diskretisiertes kontinu-
ierliches Sampling). Dieser strebt jedoch, wie gezeigt, gegen 1/At(A*-1), sodaB
mit Hilfe des Slutzkyschen Theorems [p- hm g(x )=g(x), wenn p-lim x_=x, siehe
Wilks 1962] sofort die Konsistenz p-lim AExakt A folgt.

2.6.4 Numerische Beispiele

Um das eben abgeleitete asymptotische Verhalten der diskretisierten Schitzer
zu illustrieren, werden im folgenden simulierte Datensitze betrachtet, die als
Losung der stochastischen Differentialgleichung

(2.30) C dy(t) = Ay(t)dt + Gdw(t)

mit der zufilligen Anfangsbedingung y(0)~N(y,X) und den Werten A=-2, G=2,
¢=0 und =1 entstehen. Die Daten wurden mit Hilfe von Eulerschen Polygonzii-
gen simuliert, welche fiir dt->0 gegen die Ito-Lésung von (2.30) konvergieren

(siehe Gard 1988, Kap. 7):
Yieg = Y; * Ayydt + Gzdt% y ~NOD ;0. T-1

wobei z; unabhingige und identisch normalverteilte ZufallsgroBen sind. Abb. 2.4

zeigt eine Trajektorie des Losungsprozesses im Intervall [0, 20], wobei ein Zeit-

raster von dt=.01 gew#hlt wurde. Dieser Pfad wurde nun fiir die Schiatzung der

Drift A benutzt.
Fig. 2.5 illustriert das zeitliche Verhalten des (quasi)kontinuierlichen Ito-Schat-
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zers (2.15). Die starken Spikes fiir kleines t sind aus der Darstellung
. t t
A=A+ ny(s)dw(s) / fyz ds
(o] (o]

verstindlich, wenn man fiir t>0 die Integrale durch y(0)t und y(0)%w(t) ersetzt,
was zu G/y(0) [w(t)/t], ~der formalen Ableitung des Wiener-Prozesses, d.h
"weiBem Rauschen” fiihrt. Fiir groBere Zeiten (t>10) nihert sich der Schitzer
dem Wert A=-2 (A ist jedoch in jedem endlichen Intervall verzerrt, vgl. Liptser
u. Shiryayev 1987, Kap. 18) . Die Trapezniherung und das exakte diskrete Mo-
dell fiihren bei diesern kleinen Zeitraster zu Kurven, die mit dem Auge nicht-
unterscheidbar sind. Anders sind die Verhiltnisse, wenn man ein groBes Samp-
ling-Intervall At betrachtet. Hierzu wurden N=150 Trajektorien mit dt=.01 im
Intervall [0, 2] simuliert, jedoch nur die Werte y(t=0) und y(t=2) als Daten
verwendet (also ein "Zwei-Wellen-Panel"). Abb. 2.6 zeigt den ‘diskretisierten
Ito-Schitzer (2.15) als Funktion der StichprobengréBe n ( die Anordnung der
Einheiten ist natiirlich beliebig). Man kann zeigen, daB analog zu (2.28) , fiir
N-w Konvergenz zum Wert 1/At(A*-1)=-.49 stattfindet (siehe hierzu Behauptung
1 und 2, Anhang 5).

Der Trapez-Schitzer geht gegen 2/At(A*-1)(A*+1)=-.96 (Fig. 2.7), wihrend nun
das exakte diskrete Modell seine Vorziige demonstriert (Abb. 2.8). Der Schitzer
ist jedoch sehr empfindlich bei Fluktuationen von K*, da log x fiir sehr kleine
x ausgewertet wird ( in Panel-Studien ist At typischerweise groB, sodaB3
A*=.018 im vorliegenden Fall ). Weiterhin kann es vorkommen, daB K*<O, was
auBerhalb des zuldssigen Parameterraums liegt. Daher ist es auch im univaraten
Fall empfehlenswert, die Maximierung bzgl. der Drift A durchzufiihren.

2.7. Zusammenfassung

In Kapitel 2 wurden verschiedene in der Literatur vorgeschlagene Schitzverfah-
ren diskutiert.

Bei kontinuierlichen Datensitzen ist das von Liptser u. Shiryayev, Le Breton
und Basawa u. Prakasa Rao diskutierte ML-Verfahren mit stochastischen Ito-
Integralen die Methode der Wahl. Insbesondere kénnen nichtlineare Differenti-
algleichungen geschitzt werden, ohne daB die explizite Losung bekannt sein
muf. '

Im Falle diskreter Datensitze kann eine Niherung verwendet werden, bei der
man die Ito-Integrale (bzw. Zeit-Integrale) durch entsprechende Summen er-
setzt . Damit verbunden ist jedoch ein Spezifikationsfehler, der zu einer
asymptotischen Verzerrung der Schitzer fiihrt, die bei einem grd&Beren Zeitab-
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stand At erheblich sein kann. :

Analoge Uberlegungen gelten fiir die Trapez-Approximation, bei der jedoch die
asymptotische Verzerrung nur von Ordnung At3 fur At=>0 ist. Auch hier sind
bei groBem Zeitabstand erhebliche Verzerrungen zu verzeichnen.

Die von einigen Autoren vorgeschlagene Schitzung des reparametrisierten Zeit-
reihenmodells und Zurlickrechnung kann nicht empfohlen werden, da das Iden-
tifikationsproblem und die Nichtlinearititen in den Parametern nicht adiquat
gehandhabt werden konnen.

Das Minimum-Distance-Verfahren modelliert zwar die Nichtlinearitdt .von
A*=eAlt exakt, vernachlissigt jedoch die Struktur der Kovarianz V. Zu erwar-
ten ist, daB das exakte Verfahren flir endliche Stichproben kleinere Konfidenz-

intervalle ergibt.
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3. Ein Identifikationsproblem

3.1 Einflihrung
Das exakte diskrete Modell (fiir eine Trajektorie)

Vg = A%y + FABX) + y

‘At
mit A¥= eAAt F;= eAAtOJ.e'AS Bx (t;+s)ds und
At
Cov(ui,uj)zsijV=8ijf exp(As)Qexp(A's)ds fiihrt auf die Likelihood-Funktion

(o}

1= -T/2[ log|V| + tr(V'W) |

mit W=1/T UU, U=Y, - A*Y - F, Y=lyg..¥p_qs Yi=lypeeenyp] und
F=[FO, ...... FT—1]'

Es stellt sich nun die Frage, ob die Parameter ©={A, B, Q} eindeutig geschitzt
werden konnen, d.h. ob die Likelihood eine eindeutige Funktion der Parameter
ist. Wenn dies nicht der Fall ist, gibt es mehrere Parametersidtze G)l, 92 ...... ,
die auf die gleiche Likelihood fiihren (beobachtungsiquivalente Strukturen). DaB
sich hier Schwierigkeiten ergeben, ist durch die Mehrdeutigkeit der Matrixfunk-
tion A*=eAAt yorgezeichnet (vgl. Phillips 1973, Coddington u. Levinson 1955).
Setzt man niamlich (wenn alle Eigenwerte von A als verschieden vorausgesetzt

werden)

_ ; -1
3.1) Ay = A+ 2ni/0t T My T
wobei N={n1, ..... nc} ein Vektor von ganzen Zahlen ist, die Matrix A c konjugiert
komplexe Eigenwerte A={p,,...... Bt ,Cl*, ...... CC,CZ'; } aufweist , T die Matrix
aller Eigenvektoren und MN=diag{O,....O,n1,—nl, ....... n_ ,—nc} ist, so gilt

exp(AAt) = exp( A + 2mi/AtTM T 'At)

expl T(A + 27riMN)T—1]

T exp(A + 2mi M) T

A und My sind als Diagonalmatrizen vertauschbar, sodaB
exp(A+21tiMN)=exp(A)exp(21tiMN) gilt. Da jedoch e2™k = {1 V keZ, hat man
exp(2mtiM,p)=I und - damit exp(ANAt)=exp(A)=A*. Durch (3.1) sind abzihlbar
unendlich viele Matrizen gegeben, die alle auf das gleiche A* fiihren (ihnliche
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Probleme ergeben sich bei der Schitzung eines Markoff-Sprungprozesses aus
Paneldaten (Singer u. Spilerman 1976, Kalbfleisch u. Lawless 1985).

Durch die Verénderung von A~>A,; muB jedoch auch in V=V(A,Q) und F=F(A,B,X)
B und Q so reskaliert werden, daB V und F und damit die Likelihood 1(A*,F,V)
invariant ‘bleiben. Es ist also zu fragen, ob Matrizen QO und By, existieren, die

~ folgende Gleichungen erfiillen:

F(A,,B,,X) = F(A,B,X)

(3.2)
V(A0 = V(A,Q)

AuBerdem miissen die reskalierten Matrizen die an sie geforderten Restriktio-
nen erfiillen (etwa muB Q als Diffusionskoeffizient positiv semidefinit (p.s.d)
.sein - die Tragweite dieser Forderung wurde von Hansen u. Sargent (1983) er-
kannt. Um hier konkrete Resultate zu erzielen , muB das Funktional F explizit

ausgewertet werden.
3.2 Exogene Variablen approximiert als Sprungfunktionen
Setzt man x(t) = x(t,) = x; im Intervall [t,, t,,,), so gilt

F,(A,BX) = A™l(eAAt-1)Bx, = B*x,
bzw. F = B*X
Daher kann (3.2.1) erfiillt werden, wenn man By = (Aa’é—I)—lANBaPe setzt, d.h. es
gilt

F(An:BypX) = F(A,B,X)

Mit Hilfe der Gleichung
At

row V = [f ehs ®eAS] row Q
o
(A®I + I® A)" 1 (eABt ALt _ ) row Q

sieht man, daB die Wahl

row Q= (A®I+ I®A)HAG®I + [ ® A row Q

(AN und A sind vertauschbar) die Forderung V(AN,QN) = V(A,Q) erfiillt.

Qy ist zwar symmetrisch (wie man durch Multiplikation mit der Kommutati-
onsmatrix zeigen kann, vgl. Anhang 1), jedoch nicht unbedingt p.s.d. Diese Er-
kenntnis bildet den Ausgangspunkt der Resultate von Hansen u. Sargent (siehe
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Kap. 3.4).

3.3 Exogene Variablen approximiert als Polygone und allgemeinere Funktionen

Approximiert man x im Intervall [t t., 1 durch die Gerade x(t) = x; + t(x;,,-X,)/At,

so ergibt sich fiir F
F= B*X + C*AX , mit C*=A"1(-B + 1/AtB¥)

D‘ie Invarianz von F kann nur gew'dhrleisfet vwerden, wenn B*(AN,BN)=B*(A,B) und
C*(AN,BN)=C*(A,B). Die erste Forderung kann, wie in Kap. 3.2 gezeigt, durch

= *_n-1 %
By = (A*-D7IAB

erfiillt werden, jedoch gilt dann

C*(A\By) = Ay 1(-Bp+1/AtBY)

~(A*-D7IB + A 4/AtB*
+ C*(A,B) = A"I(-B + 1/AtB¥)

‘sodaB das Modell ohne weitere Restriktionen identifizierbar wird. Ahnliche
Uberlegungen gelten bei komplizierteren Interpolationsformeln fiir x(t).

Fiir stiickweise konstante, insbesondere verschwindende exogene Einfliisse
bleibt das Identifikationsproblem jedoch erhalten. Hier bietet die Forderung von
Restriktionen auf die Systemmatrizen einen Ansatzpunkt.

3.4 Identifikationsresultate von Hansen u. Sargent

Im folgenden wird angenommen, daB die System-Matrizen unrestringiert sind
und nicht mit Hilfe der Exogenen identifiziert werden konnen (d.h. entweder
sind die Exogenen konstant, Sprungfunktionen oder verschwinden ganz). Wie in

3.2. gezeigt, kann durch die Wahl
Ay = A+ 2mi/0t T M T

und row Q= (A®I+ 1@ A)HAG®T + I® A row O

ein abzihlbar unendlicher Satz {AN,QN} von beobachtungsidquivalenten Struktu-
ren erzeugt werden. Es zeigt sich jedoch, daB die positive Definitheit der Dif-
fusionsmatrizen Q,; diese Klasse i.A. auf endlich viele einschrinkt. Hansen u.
Sargent (1983) geben (ohne Beweis) folgende Behauptungen an:
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Theorem 2: Wenn es ein A, + A gibt, sodaB
i) exp(A At) = A*
i) V(A,,Q)=V(A,Q) _
dann existiert eine unendliche Folge unterschiedlicher Ay, _die i) und i) erf'Lil—.

len.

Beweis
1. Aus i) folgt, daB A, die Darstellung A, =A+ 2'rci/AtTMkT_1=T(A+(27ci/At)Mk)T_1

hat.
2. V=Jﬂe""s()e‘ﬁ“s ds kann mit Hilfe der Eigenwertzerlegung A=TAT™! als

V= T[es THQT T = T[ £ = QIT*

geschrieben werden,
* *
wobei gq M= [expO#x At - 11700 +0 ) ij=l.....p,

# das Hadamard-Produkt (Anhang 1) und T*=T*' die adjungierte Matrix (trans-
poniert und konjugiert komplex) ist.
Bedingung ii) impliziert dann:

e[A+erizaoMp] = Qp = [A]l # Q

exp[()\i+)\j*)At + 27ci(Ki—Kj)] exp(Oh #1.5)At
in Komponenten = Qpi;i = — 5% Qpy  Lj=l....p
A +(2miz a0 (K-K)) J A, ]
Hierbei wurde K={0,........ 0; k1"k1’ .......... kc,—kc} : 1 x (r+2¢c) gesetzt. Daraus kann
man dann
QTij _ QTij
2N +@erizan (K -K) K
i i i7j

i
ist. Diese Bedingung gilt dann jedoch auch fiir andere Kk;eZ, sodaB unendlich

viele A, Bedingung i) und ii) erfiillen.
Q.ed.

folgern, was nur fiir Komponenten ij mit Q’rfO (i j) oder Ki—Kj=O moglich

Theorem 3: Wenn es kein A, gibt, das die Voraussetzungen von Theorem 2 er-
fiillt, existieren nur endlich viele Strukturen (A, ,Q,), die
i) exp(AkAt)=exp(AAt)=A$'é
i) V(A,,Q,)=V(A,Q)
i) Q 20 (p.s.d.) erfiillen .



- 41 -

Bemerkung: iii) ist der entscheidende Punkt ( der von Phillips 1973 in seiner
grundlegenden Arbeit iibersehen wurde).

Beweis
Aus dem Beweis der vorigen Behauptung kann ersehen werden, daB die Exi-

' stenz eines A mit V(Ak,Q)=V(A,Q) dquivalent zum Verschwinden mindestens
eines Elements von Qi ist (etwa wenn man jzi+1 wiahlt). Wenn dies nicht er-
fiillt ist, muB auch Q reskaliert werden und man hat die Darstellung

A = A+ @mi/dn TMkT'f = T(A + (2ni/At)Mk)T‘1

und V(A,,Q,) = V(A,Q)
Mit Hilfe der Eigenwertzerlegung gilt also wieder

e[A+@rizavM ] 8 Q) 1 = e[A] = Of
oder O, p = [ elA] & Qp |/ elA+@rizaoM, ]

wobei / die elementweise Division bedeutet. Beriicksichtigt man noch
Q1 =TQkT+_1 , so gilt fiir O, die Darstellung

A+ 2rizan (K-K,)
_ j 1 j 1 +
Qk - TI: Aot X Qle]T
j 1
(K.-K,) &
=Q+ T [(Zni/At)T‘i—k]*— Qle:IT
(K.-K,) i
Die Matrix x= (21ci/At)—‘4—;'e ist hermitesch, da
Xj+ )‘1
& (KI—K.) (K.—Kl)
X :—(21r|:i/At)—"T'e = (21ti/At)_"LT
()\1+ )\j ) )\j+ Al

Das gleiche gilt fiir Qp, da [T ioT*1]* = T T = T T (Q ist sym-
metrisch und reell). Daraus folgt aber, daB auch das Hadamard-Produkt x # Qr

hermitesch ist.
Betrachten wir nun die hermitesche Form x+T[x“QT]T+x, wobei y ein komple-

xer p- Vektor ist. Kiirzt man Ty als ¢ ab, so hat man

¢ (%8O 1§ 20 fiir p.s.d. x#Qq.

x#Q.. hat jedoch verschwindende Diagonalelemente, sodaB fiir die Eigenwerte u

gilt:
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Z [, = trl:quT] = 0.

Da die Eigenwerte einer p.s. d. hermiteschen Matrix 20 und reell sind, ist %#Q

entweder gleich der Null-Matrix oder indefinit. Ersteres ist n.V. ausgeschlos—
sen. Damit ist aber Tl:xﬁQT:IT indefinit und damit i.a. auch die Summe Q,=0
+ T[ xwQp T |

Betrachten wir hierzu noch etwas genauer die Matrix x:

mit A={p o0y Gy oyl ln T ound K={0,...0, Ky oKy ek o ok )

Betrachten wir nun eine unendliche Folge von Matrizen %, , so wird ab einem
bestimmten KO das gréBte Element eine Schranke M iiberschreiten, sodaB der
groBte  Eigenwert folgende Ungleichung erfiillt:

max|ul = [lxll, 2maxlx | =M.
Entsprechendes gilt fiir das Produkt an . Die hermltesche Form ( <@,¥>=0"Y¥ )

= <@, [ +TxsQ T [0 = €0,00> + <T*, x#Q T* 0>

wird also negativ werden, wenn T*® als Eigenvektor des kleinsten Eigenwerts
von x#Q, gewdhlt wird und K geniigend groB ist . Daher kdnnen nur endlich
viele Matrizen Q. = Q + T[xﬂ()T]TJ' positiv semidefinit sein.

Q.ed.

Theorem 4: Wenn Q = T1QT*™! keine Null-Elemente aufweist, gibt es hoch-
stens endlich viele (AN,QN), die i), ii) und iii) aus Theorem 3 erfiillen.

Beweis
folgt sofort aus dem Beweis von Theorem 2 und 3 .

Theorem S5: Wenn Q. keine Null-Elemente aufweist, gibt es einen Zeitabstand

o8 sodaB fiir At<At, das Modell (A,Q) aus (A, Qy ) identifizierbar ist.
Beweis: Analog zum Beweis von Theorem 3 und mit Hilfe der Beobachtung, daB
(K.-K))

X=(27i/ At)
At AL

umgekehrt proportional zu At ist, kann geschlossen werden, daB fiir gegebenes
K und At<At, die Summe Qp + TanTT+ indefinit ist. In diesem Falle konnen
alle beobachtungsiquivalenten Strukturen ausgeschlossen werden , da Q p.s.d.



- 43 -

nicht erfiillt wurde.

Q.ed.

Bemerkung:
Die Zeitspanne At, die bei der Messung unterschritten werden muB, um das

Aliasing- Phinomen auszuschalten, ist abhingig vom Wert der Parameter A und
Q, die jedoch in realen Schitzproblemen unbekannt sind. Auch die genaue An-
zahl von beobachtungsiquivalenten Stukturen ist (mit dem gleichen Argument)
vom wahren Wert abhingig. Insofern sind die von Hansen u. Sargent angegebe-
nen Theoreme kein Argument fiir eine Schitzung mit Hilfe des reparametrisier-
ten Modells (siche Kap. 2.4). Dies wire nur mdglich, wenn fiir alle zuldssigen
(A,Q) und Sampling-Intervall At a priori nachgewiesen werden konnte, daB alle
(AN,QN) aus dem zuldssigen Bereich herausfallen.

Beispiel:

Betrachten wir ein Modell mit Drift A=|:_1(g _i] , Diffusionskonstante Q= % 2] und
Input-Matrix B=[? :l und das Modell der Sprung funktionen (At=2). Das Modell ist
daher nicht identifizierbar und es ist von Interesse, die beobachtungsidquivalenten
Strukturen zu bestimmen.

Man erhilt in diesem Falle fiir By = A # (Zni/At)TI:O -2 2:|T_1 und

A = A+ (Zni/At)T[o -1 JT‘l
positiv definite Diffusionskoeffizienten. Die numerischen Werte lauten:
(A_,,B_,,Q

- ( -3.6276 —.8138] .2267 [.2267 0 ] )
P -p -2 3.0208 -.3724 | [-.8138_) 0 .3724
- -1.8131 .0931] [.1134] [.1134 0 ])
(A_,B_;, Q_) ( [—1.4896 -.21862_ [.0931. o 2.8621 /°
Die zugehdrigen Zeitreihenparameter sind:

* ¥ - .0210 .0032] [.0612] [.0312 .0002 )
(A",B,V) ( -.0509 .0083_" |.00318_]* [..00002 .4999 ] /-

~

Man sieht insbesondere, daB die verschiedenen, zum gleichen (A*,B*)V) mogli-
chen System-Matrizen, vollig verschiedene. Kausalinterpretationen zulassen. Die
Anzahl der beobachtungsiquivalenten Matrizen ist hier klein (=2). W&hlt man
At=.5, so sind alle Qg indefinit. Dies gilt jedoch nur fiir den gewé&hlten Para-
meter (A,B,Q) und nicht fiir einen Parameterbereich, in dem die ML-Schitzung

ausgefiihrt werden konnte.
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3.5 Lokale Identifizierbarkeit

Die Theoreme von Hansen u. Sargent schrinken das Identifikationsproblem bei
exogenen Sprungfunktionen auf einen endlichen Satz von beobachtungsédquiva-
lenten Strukturen ein‘(an_dere Approximationen der Exogenen fiihren zur Iden-
tifikation, wie in 3.3. gezeigt). Ob jedoch und wie viele Aliasing-Matrizen exi-
stieren, hangt vom gewihlten Parameterbereich (z.B. alle reellen p x p -Matri-
zen fiir A) und vom Zeitabstand At ab. Im allgemeinen miiBte analytisch gezeigt
werden, daB die entstehenden Aliasing-Matrizen (die ja auf die gleiche Likeli-
hood fiihren) aus diesem Bereich herausfallen. Dies erscheint als schwierige
Aufgabe, da die Eigenwerte von A und Q unter den auferlegten Restriktionen
analytisch zu bestimmen wiren.

In einem praktischen Kontext erweist sich deshalb der Zusammenhang ZWISChen
lokaler Identifizierbarkeit und Nichtsingularitit der Fisher-Information als
niitzlich.

Hierzu einige Definitionen (vgl. Rothenberg 1971). Man geht davon aus, daB die
ZufallsgroBe Y, die die beobachteten Daten beschreibt (etwa eine Trajektorie
y(t) ) , eine Wahrscheinlichkeitsverteilung F(y,0) = Pe{Y <y} ( bzw. Dichte f(y,®) )
aufweist, die durch den u-dimensionalen Vektor © ¢ T.C RY parametrisiert ist.
Verschiedene Strukturen lassen sich in diesem Spezialfall durch unterschiedli-
che © charakterisieren. Wenn fiir unterschiedliche © die gleiche Verteilung
resultiert, sind die Modelle empirisch nicht unterscheidbar und man definiert:
Definition 1: Wenn F(y,0,) = F(y,0,) fir 91# ©, und alle yeRY, so heiBen die
Strukturen ©, und O, beobachtungsiquivalent .

Definition 2: sei ©, ¢ T . ©, heiBt gobal identifizierbar, wenn kein anderes be-
obachtungsiquivalentes © ¢ T existiert. In diesem Fall ist die Verteilungsfunk-
tion eine injektive Funktion von ©.

Definition 3: ©, ¢ T heiBt lokal identifizierbar, wenn es eine offene Umgebung
U, von @, gibt, sodaB kein © ¢ U, beobachtungsédquivalent ist.

Definition 4: Sei 1(©) eine in © stetige Matrix-Funktion. Sei ©, ein Punkt, fiir
den gilt: I(©) hat konstanten Rang fiir © ¢ U,. Dann heiBt ©, "reguldrer Punkt"

Dann gilt folgendes Theorem (Rothenberg 1971) :

Sei 1(©,) =Eo [dlog £f/00 (dlog f/00)" ] die Fisher-Information bei dem regulédren
Punkt ©,.

Dann gilt: ©, ist lokal identifizierbar <=> 1(®,) ist nichtsingular.

Beweis (Rothenberg 1971, S.579 ff.)
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4. Maximum Likelihood-Schitzung des exakten diskreten Modells mit
analytischen Ableitungen

4.1. Modellspezifikation

Im folgenden wird ein wichtiger Spezialfall des State-space-Modells

dy, = Ay.dt + Bx,.dt + Gdw, ; teltg, trl; yq N( g, ) ;

(4.1

z=Hyi+Dxi+sJ,l 3 150,00 T ,

das sogenannte "exakte diskrete Modell" diskutiert.

Wir nehmen an, daB alle Komponenten des Zustandsvektors y (t) exakt gemes-
sen werden koénnen, d.h. H=I, D=0 und si=0. Weiterhin sollen alle Wellen des
Panels mit gleichem Zeitabstand At erhoben worden sein. Da die Daten y(t)
und x(t) nur bei tg ,....... tr erhdltlich sind, ist es giinstig, die Systemglei-
chung in ein Differenzenschema ("exaktes diskretes Modell ") fiir diese Zeit-

punkte umzuschreiben.
Man erhilt (vgl. L. Arnold 1973, Kap. 8) als Lésung des Anfangswertproblems (4.1)

-

¥, = eAt-to) Yo * eAt | e™As ( Bx(s)ds +Gdw_ )

to
Daraus folgt fiir die Beobachtungszeitpunkte (y =y (t, ) )

At At

= eAlty 4 ANt fe"AS B x(t,+s)ds + eAAtJ‘e‘AS Gd w(t +s)

o o

yi+1

Abgekiirzt hat man also

(4.2) Y= A'y, + F, (ABX) + u;
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wobei u; normalverteilte und unabhingige Zufallsvariable N(0,V) mit

At
V= fexp(As)Qexp(A"s)ds
(o]
sind (d.h. zeitdiskretes weiBes Rauschen) und B, (A,B,X) ein Funktional der
Exogenen darstellt. Zu beachten ist, daB der autoregressive Parameter A*, der
EinfluB der . Exogenen (F) und die Kovarianz des Storterms u implizit und
nichtlinear von den Strukturparametern A, B und G des des urspriinglichen
zeitstetigen Modells abhingen (vgl. hierzu die Ausfiihrungen zur Parameter-

identifikation in Kap. 3).
4.2 Maximum Likelihoood-Schitzung

Die auf yo bedingte Log-Likelihood der GauB-verteilten Daten [y, ,....... yor !
fiir N unabhingige Trajektorien (N statistische Einheiten des Panels) l4Bt sich

folgendermaBen schreiben :

N, T-1
1= Z -1/2 { log IVI + I:ymi+1 - A%y_. - F_.(ABX)] vt [ ]‘}
n=1,i=0
Mit Hilfe der Abkiirzungen Y, = [ylt ............ yNt] : pxN (analog fiir F)
Y = [ Yoo Yoy |: pxNT
Y, = [ Y, s Yr ]: pxNT

und U = Y, - A¥Y - F(A,B,X) ; W= Ul
kann man dies kompakt als

1= - 25— [log IVl + tr( VT W) ]

schreiben. Unter Einbeziehung der Dichte der Anfangswerte y o : N( g, Z )



erhilt man schlieBlich

TAB GwZiY, Y ) = - N [iogivi+ tr(VIW) |
@3 ‘ - 2 [log 151 + tr( 571R) ]

N
mit R=2-) (¥o- W Y- W'
i=1
Bis jetzt wurde stillschweigend davon ausgegangen, daB der EinfluB der Exoge—
nen x(t) explizit berechnet werden kann. Das Funktional

At

F, = e ABL f e~ AS Bx(t+s)ds
(0]

148t sich jedoch nur bei kontinuierlichen Messungen exakt auswerten. Anson-
sten muB eine Niherung durch die Datenpunkte x(t,) interpoliert werden (die
MeBzeitpunkte miissen nicht unbedingt mit denen der Exogenen iibereinstim-

men) .

Bei dem im folgenden diskutierten Algorithmus wird davon ausgegangen, daB
x(t) eine Sprungfunktion ist oder dadurch approximiert werden kann, d.h.

%x(t) = Z { te [t; ,taq)
i=0
Hierbei ist { te [t; ,ti.q) } = 1, wenn Aussage wahr
1ol 0O sonst

die Indikatorfunktion des Intervalls [t;,t;,q).

Damit 148t sich F explizit als
F.(A, B, X) = A (A8 - ]1)Bx,

angeben, wobei die Nichtsingularitdt von A vorausgesetzt wurde.

Es ist klar, daB die Art der Approximation fiir x(t) und die dabei gemachten
Fehler sowohl von Zeitabstand, Kurvenverlauf (etwa langsam vs. schnell fluk-
tuierend), als auch von der GroBe des Drift-Koeffizienten abhdngen ( das "Su-
perpositionsintegral”  [exp(-As)x(s+t)ds kann als Tiefpassfilter aufgefafit wer-
den, vgl. Lewis 1986, Kap.2 und die darin enthaltene Diskussion des "gesampel-
ten” Modells ).

Wie in Kap. 3 diskutiert, dndert sich der Identifikationsstatus des Modells je
nach Approximation. Im Falle der Sprungfunktionen miissen daher weitere Re-
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striktionen auf A, B und G bzw. geniigend kleines Sampling-Intervall At (vgl.
Hansen u. Sargent 1983 ) vorausgesetzt werden, um das Modell identifizierbar

und schitzbar zu machen.

Zusammenfassend erhdlt man also bei Approximation der Exogenen durch
Sprungfunktionen und MeBbarkeit von y(t) bei t; folgendes Modell

- * *
yp,i+1—Ayni+B Xpi * Up

s JIPE N( g, 2) ; n=1....N ; i=0....... T-1

und die Log—Likélihood

1 A,B,G, 1, 25Y,,Y, ) = -

S [log VI + tr( VI W) ]

> [log 1= + tr( 271R) ]

4.3 Analytische Berechnung des Maximum-Likelihood-Schitzers & .

Im folgenden wird angenommen, daB die System—Matrizen A, B, G, £ und p
Funktionen eines u-dimensionalen Parametervektors © sind. Damit lassen sich
leicht Restriktionen fiir diese Matrizen implementieren ( z.B. Aj=exp(®) > 0O
etc. ). Weiterhin kénnen funktionale Abhingigkeiten, die etwa aus theoreti-
schen Griinden bestehen, beriicksichtigt werden (etwa ist der Diffusionskoeffi-
zient eines Brownschen Teilchens eine Funktion von Viskositdt, Temperatur und

Masse ( Einsteinsche Formel, vgl. Nelson 1967, Kap.4)).

Um den Maximum-Likelihood (ML) -Schitzer ® zu berechnen, muB3 das Maxi-
mum der Likelihood-Funktion (4.3) gefunden werden. Wenn 1 als differenzierbar
vorausgesetzt wird, erhdlt man als notwendige Bedingung

(4.4) s=(2)=0 ud

wobei die erste Ableitung der Likelihood als score-Funktion und deren Kovari-
anzmatrix F als Fisher-Informations-Matrix bezeichnet wird ( vgl. etwa Mardia
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et al. 1979, Kap. 4 und Anhang 2 ). Anschaulich kann also F als inverse Breite des
Maximums der Likelihood 1 aufgefaBt werden ( d.h. wenig Information ent-
spricht einem flachen Maximum ). Fiir die Maximum Likelihood-Gleichungen

(4.4.) erhilt man mit Hilfe des Mc Donald-Swaminathan-Kalkiils ( siehe Anhang
1) folgende explizite Form ' '

s(O, Yo, Y,) = [[00*r00 |x [ al/00* | =0

mit o* = [V, A, B*, I, ¢ |
[oi/00% ] = [ XL row[ VT (W- Vv )v]
row[ V1 U Y ]
(4.5) row[V“i ux |

N row[T7 (R - 2)z]

N row[Z‘1 (m -y )]
und den Abkiirzungen u =Y, -A*Y -B*X
=1 .
W=z uu

N

R = _Il\J—Z (yiO_ [J.)( yiO— Ll)\
i=1
N

und m = —;,—Z Yio
i=1

Entscheidend fiir die Losung der Likelihood-Gleichungen (4.4, 4.5) ist somit die
Berechnung der Koeffizienten—Matrix [00*/30].

Sei im folgenden ® = ROW( Q, A, B, Z, u ) gesetzt, d.h. alle Systemmatrizen
sind unrestringiert ( bis auf die Symmetrie von Q und X ). Dann gilt



= B0 =

[ v, o o o o ]
* *
| Vi Ay B, 0 0
[se*700]=| o o B, 0 o
, B A B
o 0 0 L 0
0o 0 0 0 I

wobei die M-S-Ableitungen durch 0Y/0X= Y, abgekiirzt sind.
Explizit findet man

At
Va = 9/00 fexp(As)Qexp(A's)ds
o

=Lx (exdt-1(p?) Ja T

wobei o« = A ®I + I ® A und L = 9Q0/9Q eine irreduzible Matrix-Ableitung (vgl.
Mc Donald u. Swaminathan 1973 und Anhang 1 ) darstellt.
Die erste Zeile von (4.5) impliziert also

(4.6) Vg row[ V(W -V )vl] -0

Daraus kann jedoch nicht geschlossen werden, daB row( .) = 0, denn V, ist singular.
Bei der Ableitung der Likelihood-Gleichungen fiir die multivariate Normalverteilung
st6Bt man auf vergleichbare Ausdriicke (vgl. M/S 1973), jedoch gilt dort

L* row 271 (R -3)271 |=0

was $ = R impliziert . Dies kann aus der Formel L row(X) = row(X+X'-Diag(X))
abgeleitet werden ( es ist interessant, daB an dieser Stelle verschiedene bekannte
Autoren zu falschen Zwischenresultaten kommen, vgl. M/S 1973 ).

Im vorliegenden Falle steht jedoch zwischen L und row( . ) eine Matrix-Funk-
tion der Drift A , sodaB andere Ldsungen auBer VML = W moglich sind ( diese
Behauptung kann durch die numerische Berechnung der ML-Schidtzer illustriert
werden).

Tatsachlich kann man auBer der OLS-Ldsung weitere Maxima der Likelihood
nachweisen, vgl. Kap. 3 und 4.9 ).
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Hinreichend fiir (4.6) ist jedoch GML = W

= {/NT UU' . Die weiteren in (4.5)
enthaltenen Gleichungen liefern dann:

Af row[viuy |+ B rowviux | =0

B, row ViU x|

=0
(4.7)

Lrow =1 (R -2)s71]=0

row[E1(m -p)[=0

Unter der Annahme der Nichtsingularitdt von Ai ; Bi und B ";3 und obigem Argument
fiir L row( . ) erhdlt man folgende Normalgleichungen

ux
uy
m- g
R- =

=0

Aufgeldst nach den Parametern findet man also

~~
*u . . -1
A ¥y YX Y Y,
*\ -
B XYy o Xx X T,
V = wl[A*, B*]
g =5 (=M - mm' = —— Y, Yo' - mm' )
N 1
g = m = TYO*l

In diesem speziellen Fall ist die ML-Ldsung zur OLS-L&sung dquivalent ( vgl. dazu
auch die Ausfiihrungen in Hamerle, Nagl u. Singer 1988 ). Man erhilt jedoch nur
Gleichungen fiir die Parameter ©* des EDM und nicht fiir die originalen Struktur-
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parameter . Dies ist ein weiterer Ausdruck des Identifikationsproblems (siehe Kap.
3). Lost man mit Hilfe des Matrix—Logarithmus nach A, B und Q auf, so kann der
Fall eintreten, daB kein zuldssiges K existiert ( A ¢ RP*P ); weiterhin ist es moglich,
daB zu einem gefundenen A keine weiteren Aliasing-Ldésungen existieren (wenn
AMA)eR) , jedoch der numerische Scoring-Algorithmus weitere Nullstellen der
Score-Funktion findet, die oft wesentlich niher am wahren Wert liegen ( vgl.. Kap.
4.9 ). Diese Probleme treten schon im univariaten Fall auf, wenn nidmlich
A* < 0 ist (obwohl hier kein Identifikationsproblem vorliegt).

Nach der Einfiihrung von Restrfk;ionen, die eine Identifikation erm&glichen, erhilt
man komplizierte nichtlineare Gleichungen, deren Lésungen nicht mit OLS iiber-

einstimmen.
Approximiert man die Exogenen mit Hilfe eines Polygonzugs, lautet das Funktional

F explizit
F, (A B, X) =B* X+ C* AX, ; i=0........ T-1
mit C*= A™1 (-B + 1/At B¥) und AX, = X,,, - X,

In diesem Fall erhilt man die ML-Gleichungen durch die Ersetzung B*~—>[ B*, C* ]
| X
]

. * K o X7
(4.7.2) lautet jetzt [ By, Cg ] rowl:V 1y [AX] ] = 10

und X

Daraus kann nun nicht mehr U [A%(J = 0 geschlossen werden, sodaB3 die ein-

fache OLS-Losung im Falle der Polygonziige und h&herer Approximationen nicht
mehr herauskommt.

Wichtiger ist jedoch, daB man nun (komplizierte) Gleichungen fiir die System-
parameter A, B und Q selbst erhdlt (dies spiegelt die Identifizierbarkeit des
Modells wider ). In der soziologischen Literatur (vgl. Tuma u. Hannan 1984 )
wird an dieser Stelle in geradezu abenteuerlicher Weise versucht, den bei OLS
entstehenden zusitzlichen Parameter C* ( d.h. A und B sollen aus A*, B* und
C* zuriickgerechnet werden) durch Mittelwertbildung loszuwerden.

I.A. miissen die ML-Gleichungen numerisch aufgeldst werden. Dies wird im niachsten
Abschnitt diskutiert.
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4.4. Newton-Raphson und Scoring -Algorithmus zur numerischen L&sung der
Likelihood-Gleichungen

Im vorigen Abschnitt wurde gezeigt, daB die Likelihood—Gleichungen i.a. nicht-
linear und kompliziert sind und daher numerisch gel6st werden miissen. Alter-
nativ kann das Maximum der Likelihood 1 mit einem nichtlinearen Optimierung-
salgorithmus gefunden werden . Die im folgenden diskutierten Verfahren lehnen
sich eng an die Newtonsche Methode an und werden deshalb als Quasi-New-
ton-Methoden bezeichnet (vgl. Dennis u. Schnabel 1983 (im folgenden D/S) und

Quandt 1983 ).
Allgemein gesprochen wird versucht, ausgehend von einem Startwert © iterativ

das Maximum © einer Funktion 1(®) zu finden :
- -1 . =
(4.9) O™ O - A Hil's. i k=0,.....

Hierbei ist s,=01/00, der Gradient von 1 bei ©, e R" und H, eine Matrix,
die die Suchrichtung bestimmt . W&hlt man
Z 32 2

H, = 0%1/00 Oy

so erhidlt man den Newton-Raphson-Algorithmus, wihrend H, = -1 die Methode

des steilsten Aufstiegs liefert.

Der Newton-Raphson-Algorithmus (4.9) hat zwei Nachteile:

1. er ist nicht global konvergent ( d.h. nicht fiir alle Startwerte e RY )

2.H, ist nicht unbedingt negativ definit ( d.h. man findet auch Minima und

Sattelpunkte) .
Daher sind folgende Modifikationen notwendig :

1. Wenn H; nicht negativ definit ist, ersetze H —> H, - ¢ I, wobei p>0 gera-
de so groB ist, daB H; - ¢ I negativ definit ist. Wahlt man p als gréBten Ei-
genwert von H, , so ergibt sich gerade der gewiinschte Effekt.

2. Im Kontext der Maximum-Likelihood-Schitzung kann anstelle der 2. Ablei-

tung deren Erwartungswert benutzt werden . Dies ergibt die sog. Scoring—
Methode ( Rao 1973 ) . Aufgrund der Formel ( vgl. Anhang 2 )

F=Ee[ss‘]=—Ee[H]

mit s=01/00 ("score")



- 54 -

ist leicht einzusehen, daB der Erwartungswert der Hesse-Matrix H proportional
zur Kovarianz der Score-Funktion ( Fisher-Informations-Matrix ) und damit ne-

gativ definit ist.

3. Wenn der (Quasi)’ Newton-Schritt p, = —Hk_1 * s, unbefriedigend ist,
d.h. wenn 1( O+ Px ) < I( @k)‘, muB eine "globale” Strategie benutzt werden.
Im folgenden wird die Methode der Schritt-Halbierung verwandt, d.h. ausge-
hend vom vollen Newton-Schritt p wird dieser so lange halbiert, bis eine Zu-
nahme der Likelihood erreicht ist. Dies ist aufgrund der Taylor-Entwicklung

@+ AP ) = 1(0) - A (s Hils,) + 0(2%)

fiir geniigend kleines X\ garantiert , wenn die Modell-Hesse-Matrix Hj negativ
definit gewihlt wurde ( d.h. die Newton-Richtung ist eine " Aufstiegsrichtung” )

Zusammenfassend wird folgender Quasi-Newton- Algorithmus verwandt (vgl.
D/S Kap. 5 und 6 ):

1. Berechne den Gradienten sk=f)1/c)®k und die Modell-Hesse-Matrix

32%1/002 | ( Newton-Raphson)
H, = { Ok

- F =- Eek[ 5.5p 1 = Eek[ H ] (Scoring)

Wenn Hj nicht negativ definit ist, setze H, —> H - ¢ I (p > m?x )
Lose -Hy px = s

Setze O 4 = O, * Py

Wenn 1I( ©,,,) > 10, ) - «a (,sk‘ H! sy ) nicht erfiillt ist, dann
Py >p, /2 ( Schritt-Halbierung )

Zuriick zu 4. _

6. Konvergenz-Kriterium: Abbruch, wenn (s, || <& oder Il P Il <.

Dies bedeutet, daB entweder eine approximative Nullstelle der Score-Funktion
( Maximum ) gefunden oder extrem kleine Schrittweiten produziert werden.

In Anlehnung an D/S, Kap. 6 , wird in 5. ein Wert von «=10"% benutzt, d.h.
schon ein kleiner Zuwachs der Likelihood reicht aus, den Quasi-Newton-Schritt

DR W

zu akzeptieren.
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Bedingung 5 garantiert, daB die Methode global konvergent ist und in der Nihe
eines Maximums, wo H negativ definit ist, erfiillt der volle Newton-Schritt Be-
dingung 5 ( D/S Theorem 6.3.2 und 6.3.3 ).

Damit hat man die Kombination einer global konvergenten mit einer schnellen
lokalen ‘Strategie erreicht, d.h. wenn © geniigend nahe an einem lokalen Maxi-
mum © liegt, ist die Folge ©, g-quadratisch konvergent, d.h. 19, 1—@ Il < ¢
le,~8 [ ( vgl. D/S Kap. 2 und Theorem 5.2.1 ).

Mit dem Quasi-Newton-Algorithmus ist die Notwendlgkelt verbunden, die 1.
und 2. Ableitung der Likelihood zu berechnen. Da dies mit einem relativ hohen
Aufwand verbunden ist, wird oft versucht, mit numerischen Ableitungen ( Dif-
ferenzen-Quotienten) auszukommen ( vgl. hierzu die Arbeiten von Jones , siehe
Kap. 2 ). Dies ist zwar konzeptuell einfach, jedoch aufgrund der endlichen Re-
chengenauigkeit mit Rundungsfehlern behaftet, sodaB die Linge des Inkrements
A® mit Bedacht gew#hlt werden muB. AuBerdem sind fiir den Gradienten VI
u zusitzliche Werte der Likelihood, fiir die 2. Ableitung zusidtzlich u(u+1)/2 + u
zusitzliche Auswertungen erforderlich. Dies kann ( zusdtzlich muB die Likeli-
hood bei der Schritthalbierung berechnet werden ) zu einem hohen Aufwand an
Rechenzeit fiihren.

Ernsthafter ist jedoch das Problem, daB bei numerischer Approximation des
Gradienten die vorteilhaften Konvergenzeigenschaften des Newton-Algorithmus
verlorengehen konnen: V1 ist ja gerade die GrdBe, deren Nullstelle gesucht
werden soll. Die Genauigkeit der LOsung ® wird also durch die Genauigkeit des
Gradienten determiniert. Aus diesem Grund wird in der Literatur empfohlen,
moglichst analytische Ausdriicke zumindest fiir den Gradienten zu verwenden.
Relativ unproblematisch ist dagegen die Approximation der Hesse-Matrix durch
numerische Ableitungen, bei der die Konvergenzeigenschaften nicht beriihrt
werden.

Im folgenden werden exakte analytische Ausdriicke fiir die Score-Funktion und
die Fisher-Informations-Matrix abgeleitet ( vgl. auch Kap. 5, wo ein Newton-
Raphson-Algorithmus mit numerischen 2. Ableitungen ( aus der exakten Score-

Funktion) diskutiert wird ).

4.5 Analytische Berechnung der Score-Funktion und der Fisher-Information

Die folgenden Ableitungen sind relativ technisch und k&énnen ohne weiteres
iliberschlagen werden. Die Formeln sind jedoch essentiell fiir die praktische Im-

plementierung des Scoring-Algorithmus.
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Kniipfen wir an Kap. 4.3 an, so gilt fiir den Score:

s(O, Yo, Y, ) = [ 96*/00 |* [ ovoe* | =0

mit 00%*/00 = [V@, Ao Bos 2o, ”e]

[o1v0e* ] = [ AL o[ vt (w-v)v]
row[ V1 U Y ]

YOW,:V—l ux ]

I; row[Z‘i( R - X )2'1]

Nrow[Z'i( m -y ):l

[ 90l/ 0©*] ist der Ausdruck, den man auch im Falle der Zeitreihenanalyse
erhalten hitte . Jedoch sind nun die Matrizen ©* aufgrund der zeitstetigen
Struktur des Modells von spezieller Form, d.h. vorgegebene Funktionen der
zeitstetigen Parameter { Q, A, B, =, ¢ }.

Es gilt:

At
V= [exp(As)Qexp(A's)ds

o)
row V=o71 (e*Bt _ 1) row Q
(4.11) mit o« = AQI+I®A ;

A¥ = gAAt

B¥= A1 (eABAt _1)B

wobei Q, A, B, 2 und ¢ Funktionen des Parametervektors © sind.

Im folgenden wird davon ausgegangen, daB die Ableitungen {Qe, Ags Bgs
2o+ Lo } der zeitstetigen Parameter vom Benutzer bereitgestellt werden, was
ohne Schwierigkeiten im Rahmen der Implementierung von Restriktionen mog-
lich ist.

Fiir die Ableitungen der Parametermatrizen gilt ( Beweis siehe Anhang 3 )
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(4.12) 9A*/30 = 3A/30© * 1 [ diag row E, |t
' At e}.i At i :-j
mit E, = { e Mibt _g XjAt
TR i ]
i ]
1=TTQT

.und A =T 1AT

Hierbei wird angenommen, daB alle Eigenwerte von A verschieden sind ( vgl. hier-
zu die Diskussion in Jennrich u. Bright 1976 ) .

(4.13) oV/00 = 0A/00 * OV/JA + 9(2/90 * 9V/oQ

At

mit  dV/3Q /90 fexp(As)Qexp(A's) ds
(6]

(et 1(p2) )a-T
a = AQI+I®A

und 0V/9A =

[aa/aA] * [:( T ®@al) ( I(p?) @[ ( e*At _ I(p?))row Q] ) + et /5y ]

oa/0A

- 9/0A (1(p) ® A + A ®1(p) )

[ I(p?) ® row" I(p) 1[ I(p) ® E(p,p) ® I(p) 1[ I(p*) + E(p,p) ® E(p,p) ]

de®t sox = & [diag row F, ]o—l

At eXi At i=j
- F - )
mit 1 g Xilt _g X At

X;7T Xj I#J
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c=1TI®r1

und Yy =tlat=1®A+ARI

Da jedoch Matrizen bis zur GroBenordnung p* x p* vorkommen, ist obiger Ausdruck,

obwohl exakt, fiir Berechnungen auf dem Computer unbrauchbar.
Mit Hilfe der Ableitungen in Matrix-Anordnung ( vgl. Anhang 1) konnen jedoch
Formeln hergeleitet werden, die beziiglich des bendtigten Speicherplatzes we-

sentlich effektiver sind. Man findet ( Beweis siehe Anhang 3 )

At
[awaeu] = f[ A% (5] Q A™(s) (1)
e .
5 _
At
[ 4% 0 1a% @1 (1)
0
(4.14) .
t
* f A*(s)[ Qg 1 A%(s) (1)
: :
u=1..i.0005 u
. . B u bh - i
wobel Igh = Z I: T ! [A@u] T ] ad [:Tba ESadfThf :Iadf [T ! QT T:ldf
adf

At ( A+ Afg)At
~ % ¢ ‘@ _ 1 X+ Ag)At _
at Mf A (XaJ'Xf)z I:e a 1 ] ; a=d

lW(EZaF = Eogr ) i atd
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H:f = Z I: T ' [ Q@u] T = ]lée [TabEZbe Tfe ge

be

Weiterhin gilt ¢

(4.15) [B*e] =-A""[Ag | B + AT [A%e I+ A~ (a* - 1) [Bo ]

und fiir die Parameter des exakten diskreten Modells:
A* = eAAt= T eAAt Tt

B*= A (A"-1)B

(4.16)

v=T[E,=(TTaTT)]T

Mit den oben angegebenen Ableitungen der reduzierten Parameter ©* kann die
Fisher-Informations-Matrix berechnet werden . Man findet ( Beweis siehe Anhang

4)

“Eg [ 021 7007 ]

[oe*r00] F* [s0%/20 | ‘

F=E®|:ss‘:|
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mit F* = —Ee[ 22 1 /06*° ]:

[NT/2 (VI®@VTH) 0 _ 0 . 0
0 VI®E YY'] V!I®Eg[Y]X' 0
0 Vi® XEg[Y] Vie xx - 0
0 0 0 Nz (271e 371
0 0 0 0 Nz

F* ist das Resultat, das man auch im Falle der Zeitreihenanalyse erhalten hitte.
00*/00© enthielte dann nur die Restriktionen der ©*- Matrizen (z.B. Symme-
trie), wahrend jetzt die spezielle Struktur des zeitstetigen Modells in den Ma-
trizen 00*/90@ enthalten ist. Insbesondere wird die Blockstruktur von F* ( keine
Kovarianz zwischen A * (bzw. B*) und ¥ , wenn man die asymptotische Kovarianz-
matrix der ML-Schitzer, COV=F*"! bildet ), durch die Projektionsmatrizen zerstort,
was die funktionale Abhidngigkeit der Fehlerkovarianz V von den Parametern A und
Q ausdriickt.

Die Auswertung der Erwartungswerte E[YY‘ ] und E[Y] kann rekursiv erfolgen:
Mit Hilfe des exakten diskreten Modells (4.2) erhilt man fiir unt=E[ynt]

bneer = A Boe + B , t=0.....T-1, n=1........ N

o = i = E[¥,]

Die zeitgleichen 2. Momente M, = E[ynt y‘nt] = cov [ynt,y‘nt:l ol M.
= 2+ e B

lassen sich dann mit folgender Rekursion fiir die Kovarianzmatrix auswerten

Zt+1:A*ZtA*‘+V o2y = Z

da y, unabhidngig von den Zuwidchsen dW(t+s), s>0 ist.

Auf der anderen Seite kann man sich fragen, ob es nicht ( im Sinne eines modi-
fizierten Scoring-Algorithmus ) effizienter wire, fiir die Maximierungs-Iteration
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ELYY'] ( bzw. E[Y] ) durch YY' ( Y ) zu ersetzen. Das Stichproben-Moment

— ,}(J [Y.x]

kann vor ‘der Iteration berechnet werden und ist positiv definit, wenn
mindestens p+q der Vektoren z . linear unabhidngig sind ( dann ist die aus
diesen Vektoren gebildete Summe in ZZ' nichtsinguldir und damit positiv defi-

nit; die Summe einer p.d. und p.s.d-Matrix ist p.d. ) . .
In Anhang 4 wurde hergeleitet, daB sich die 2. Ableitung der Likelihood (Hes-

se-Matrix) folgendermaBen darstellen 148t:
2%1/002 = (026*/002)[ 1 ® (21/00%) | + [ 90*/00 |[221/00*2 ][ se*n 0|

Weiterhin gilt 321 /0 A*? = -V71 ® YY" und 021/0A*0B* = -v71 @ YX* .
Weglassen der Erwartungswerte in der Fisher-Informations-Matrix entspricht also
einer Modifikation der Hesse-Matrix. Alle diese Betrachtungen sind asymptotisch
gerechtfertigt durch folgende Grenzwerte ( T fest, N —>w ):

Behauptung 1:
SeiLNant<oound—1ﬁantx‘ns<oo (%)
n

1. aqm-lim & (31/98) = 0
N—>c

2. am-lim & YY' = lim & E[YY']

N—> o N—>
3. qm-lim + X = lim 4 EY]x

Beweis: ( Anhang 5 )

Analoge Bedingungen fiir die Exogenen miissen auch bei Konsistenzbeweisen gefor-
dert werden ( vgl. hierzu Anderson 1971, S. 203 ff. ).
Mit Hilfe der obigen Grenzwerte findet man also:

am-lim 1/N [0%1/00% | = lim /N [20*/00 JE[ 021/00*2 ][ 96*/00 |

N—>co N—> o

=-lim 1/N * F

N—>

Damit ist auch im Falle trajektorienweise verschiedener exogener Einfllisse gezeigt,
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daB Hesse-Matrix, Fisher-Informations-Matrix und die modifizierte Fisher-Infor-
mation ( Erwartungswerte weggelassen ) asymptotisch dquivalent sind .
Fiir trajektorienweise gleiche Exogene gelten selbverstandlich die iiblichen Resultate

( insbesondere ist hier I/N ¥ p_. =y, und /N X p_.p' = p, p ).

Mit Hilfe des starken Gesetzes der groBen Zahlen 1iBt sich unter etwas anderen
Bedingungen an die Exogenen sogar fast sichere Konvergenz nachweisen:

Behauptung 2. Sei Z X_./n% < o und Z X o X5 /0% < @ (%)
. e . .

n

> 0 (fast sicher)

1. /N (s1/00)

2. /N YY' - ¢/N E[YY'] >0 (fs)

3. /N YX' - I/NE[Y|X' —— 0 (fs.)

Beweis: ( Anhang 5 )

Analog zum Fall der Quadratmittel-Konvergenz ist damit gezeigt, daB Hesse-
Matrix, Fisher-Informations-Matrix und modifizierte Fisher-Info asymptotisch
dquivalent sind, dies sogar im Sinne fast sicherer Konvergenz.

4.6. Konsistenz des Maximum-Likelihood-Schitzers

Wie in Abs. 4.2 gezeigt wurde, 148t sich die ( auf die Anfangswerte bedingte)
Log-Likelihood als Funktion der reduzierten Parameter o*= [Aa'e , B* , V ] schreiben

I* (&% B Vi My =- I;T [1og VI + tr( VI W) :l

wobei A*, B* und V Funktionen des Parametervektors © sind.

Damit hat man
1@ ; Myp) = 1I* ( 8%(0); M)
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wobei M als Abkiirzung fiir die Momentenmatrix der Stichprobe steht:
Y, Y,y Y,X
r = /NT YYX YX'
' XX

My

Definition: sei 1(@yy ; Myp) 2100 ;5 My ) V¥ Oc RY .
Dann heiBt O Maximum-Likelihood-Folge.

Damit gilt die fiir den Konsistenzbeweis zentrale Ungleichung ( © ist der wahre

Parameter)

A ¥
1(0;Myp) € HOyr s Myq) < I ( © ;MNT)

. A _ * *
wobei ©7 = argmax 1 ( €] ;MNT)

e
Insbesondere ist es mdglich, daB ®* gar nicht als Funktion des Parametervektors

© darstellbar ist.
Wie in Abs. 4.3 hergeleitet, gilt fiir das Maximum der Funktion r*

~~
# [ -1
A Yy | Yx Yy
B** XYy xx XY,
[ % -1
A Yy yx Y
= B* +
XYW XX X U

9 = wl[ A*, 8*%1= L (v, -A*y -B*X) (Y, -A*Y -B*X)
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Im vorigen Abschnitt (Behauptung 2) wurde jedoch hergeleitet, daB unter der
Bedingung ’ :

Z xnt/n2 < o und Z Xot Xns /n? < o« . (%)
n n
gilt:
i/NT UU* — V
i/N Uy — 0 .

I/N UX* —> 0 (fast sicher)

/N YY' - /N E[YY"] >0

/N YX' - /N E[ Y ]x° > 0

Wenn weiterhin 1/NT E[ [&][Y"X‘]] - Q fiir N—>w, was unter der Bedingung

/N D x <ound I/N Y x_ X <o (*)

ns

gewdhrleistet ist ( siehe Beweis von Behauptung 1 in Anhang S ), und unter der
Annahme, daB Q nichtsinguldr ist, folgt die starke Konsistenz der ML-Schitzer
des zeitdiskreten Modells:

)

A*\ A%K\

B* > g fiir N—> oo (f.s.)
und ¥ = UNT [(A* -2 )Y + (B*-B* )X + U] v ¥

* * ‘
[ AA*, AB*, 1] { 1/NT| Y [Y‘, X, U]} AA*
X AB**

u I

>V fiir N—> o (fast sicher)

wobei AA*= A*-A*und AB*= B*-B* gesetzt wurde.
Damit ist gezeigt:
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Die ML-Schitzer der Parameter ©F sind stark konsistent, falls

1/Nme__<ooundl/Nantx‘nS<oo (%)
n n
Z xnt/n2 < o und Z Xpe Xos /n? < o (%)
dh. [A*, 8%, ¢ | — [A%, B*, V] fir N— o (fs)

Damit gilt : 1( ©, M_ 1) <1(8,M_r)<1*0%0), M_ )= 1( 6 M 1)
und somit die starke Konsistenz der ML-Schétzer des zeitkontinuierlichen Modells
8 = lim @NT =0 (fast sicher)

N—>co

wenn noch zusitzlich die Identifikationsbedingung ( vgl. Kap. 2 und 3 )

) =16, M

It e 27 NT

MNT

erfiillt ist.

4.7 Asymptotische Normalitit der ML-Schitzer

Da unter den in (4.6) formulierten Bedingungen @N > O (fast sicher), kann

man ein Ny(w) finden, sodaB der bei einer Taylor-Entwicklung von s=901/00 um
© gemachte Fehler 8N fast immer kleiner als eine vorgegebene Schranke wird , d.h.

/30 |g,p, = 91/30|g + 021/002| g h  + 8y

sodaB man niherungsweise schreiben kann ( h=@N—9 )

N2 91700 =[ - /N (921/00%)|g | NY2 ( By -0)

Nun gilt (wie gezeigt) fiir die skalierte Hesse-Matrix

> ] (fast sicher)

- /N (3%1/00?)

wobei ] = lim /N E[—azl/a@2]=1im (1/N) E

N—>c N—>c
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und N™Y2 31780 = N2 [ s@*/00] [ NT row[ V(W= V)V ]

row[ Vi1 U Y |

row['V‘1 ux :I

N_row| 27! ( R -3)21]

Nrow[Z'l( m -y ):I

Die Komponenten des Scores setzen sich aus N unabhidngigen Summanden zu-
sammen, die , falls auf jede Trajektorie identische exogene Einflisse x_,= x,
wirken, sogar identisch verteilt sind. Beriicksichtigt man noch E[s] = 0 und
Elss'] = F, so gilt der Zentrale Grenzwertsatz

N2 31700 ~ N (0,]) fiir N—>oo

sodaB N2 (8 - @)~ [ - /N (3%1/002)|4 ]-1 N2 31790

D, N(o, J') fir Now

(vgl. Basawa u. Prakasa Rao 1980, S.221).

Im Falle trajektorienweise verschiedener Exogener muB eine allgemeinere Form
des zentralen Grenzwertsatzes benutzt werden. Insbesondere wire zu priifen,
ob die Lindeberg-Bedingung oder allgemeinere Bedingungen ( vgl. Shiryayev
1984, S. 326 ff) erfiillt sind.

4.8. Praktische Implementierung des Scoring-Algorithmus: Das Programmpaket LSD

Um die in dieser Arbeit betrachteten Methoden auf praktische Probleme an-
wenden zu konnen und einem weiteren Kreis von Interessenten zuginglich zu
machen, wurde das Programmpaket LSD (Lineare Stochastische Differentialglei-
chungen) mit Hilfe der Matrix-Sprache SAS/IML (vgl. SAS/IML User's Guide,
1985) erstellt ( eine Programmbeschreibung ist in Vorbereitung ). Vorteilhaft
hierbei ist, daB einerseits die iibliche SAS-Umgebung voll zur Verfiigung steht
( insbesondere koénnen bestehende SAS-Datensitze von IML bearbeitet werden),
andererseits Matrix-Ausdriicke in einer der Mathematik &dhnlichen Form pro-
grammiert werden kdnnen. .

Hauptbestandteile des Programmms zur Schdtzung des exakten diskreten Mo-
dells sind ein Scoring-Algorithmus (Kap. 4.4) und Routinen (sog. Module) zur
Berechnung der Ableitungen der Zeitreihenparameter ©* nach dem Parameter-
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vektor ©. Da die Driftmatrix i.A. nichtsymmetrisch ist, muBte eine komplexe
Arithmetik zur Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren implementiert
werden (siehe hierzu auch Jennrich u. Bright 1976). Zu diesem Zweck wurde ein
QR-Algorithmus mit anschlieBender inverser Iteration geschrieben (vgl. Golub

u. Van Loan 1983).
Im folgenden wird die Arbeitsweise der wichtigsten Module kurz beschrieben:

NEWTON ( THETA, COV, THETAO, KMAX, EPS, MO, MO0, Mii, Mi2, Mi3,
M22, M23, M33, DT, N, T, OPTION)

Zweck: Quasi-Newton- (Scoring)-Algorithmus) zur Bestimmung des ML-Schat-

zers © (Kap. 4.4).

Ausgabe-Parameter:
THETA: uxi-Vektor, der am FEnde der Iteration den ML-Schitzer O enthilt

(oder den letzten Wert @kmax, falls keine Konvergenz erzielt wurde).

COV: pxp. Asymptotische Kovarianzmatrix der geschitzten Parameter. Wird als

COV= GINV(F) berechnet .

Eingabe-Parameter:

THETAO: uxl. Startwert der Scoring-Iteration. MuB vom Benutzer bereitgestellt

werden.

KMAX: Beschriankung der Maximalzahl der Iterationen.

EPS: Wenn der Score s und der Newton-Schritt p < EPS ist, wird die Iteration ab-

gebrochen, da eine approximative Nullstelle des Scores s gefunden oder extrem

kleine Schrittlingen p produziert wurden.

M={MO,MO0,.......... M33}: Stichprobenmomente.

MO=1/N Y *1* ; MOO=1/N Y Y,' ; Mi1={/NT Y, Y, M12=1/NT Y,Y"; M13= {/NTY X}
M22=1/NT YX'; M23=1/NT Y X,

M33=1/NT XX,

Diese konnen zuvor mit dem Modul MOMENT! aus den Datenmatrizen YY und

XX berechnet werden.

DT: Abstand der MeBzeitpunkte (=At).

N: Anzahl der statistischen Einheiten (Replikationen).

T: (T+1) ist die Anzahl der gemessenen Zeitpunkte R,

OPTION: Wenn=1, werden in jedem Iterationsschritt die Eigenwerte der Fisher-

Informationsmatrix F berechnet. Dies ist sinnvoll, wenn bei unklarem Identifi-

kationsstatus die Iteration iiberwacht werden soll.
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NEWLIN ( THETA, COV, THETAO, KMAX, EPS, MO, MO0O, Mii, Mi2, Mi3,
M22, M23, M33, DT, N, T)

Zweck: Quasi-Newton- (Scoring)-Algorithmus) zur Bestimmung des ML-Schat-

zers © fiir das linearisierte Modell unter Restriktionen (diskretisiertes kontinu-

ierliches Sampling bzw. Rechteckniherung, siehe Kap. 2.2 und 2.3)

Ausgabe-Parameter und Eingabe-Parameter: sieche NEWTON

MOMENTI1 ( MO,.......... M33, YY, XX, P, Q, N, T)

Zweck: Berechnung der Stichprobenmomente aus den Datenmatrizen.
' Ausgabeparameter: ' '
M={MO,MO00........... M33}: Stichprobenmomente (siehe oben)
Eingabeparameter: ‘

YY: PxN(T+1)-Datenmatrix: YY=[Y,Y,,...... -'YT]

XX: QxN(T+1)-Datenmatrix : XX=[X,X,..... XT]

P: Dimension des Systemzustands y

Q: Dimension der Exogenen x. -

N, T: siehe oben

EXAKT ( YY, A, B, G, YO, XX, P, Q, N, T, DT, SEED, PRINT )

Zweck: Simulation eines Datensatzes YY, der N Trajektorien an den MeBzeit-
punkten t,...... tr enthilt, d.h. YY=[YO,Y1,.......YT]. Benutzt wurde der Zufalls-
generator RANNOR (normalverteilte Zufallszahlen, siehe SAS User's Guide:Ba-
sics 1985)) und die Rekursionsbeziehungen aus Kap. 4.1. 1
Ausgabeparameter: '

YY: PxN(T+1). Simulierte Datenmatrix.

Eingabeparameter:

A: PxP-Driftmatrix .

B: PxQ-Input-Matrix

G: PxR-Diffusionskoeffizient.

YO: PxN. Anfangswerte fiir N Trajektorien. In NEWTON wird angenommen, daB
YO GauB-verteilt ist.

XX: QxN(T+1). Exogene an den Zeitpunkten toseeees trs d.h XX=[X0,X1, ..... XT]

P, Q, N, T: siehe oben.

PAR ( OMEGA, A, B, SIGMA, MUE, THETA )
Zweck: Modellspezifikation. Systemmatrizen als Funktion des Parametervektors

THETA. MuB vom Benutzer bereitgestellt werden.

Ausgabeparameter:
OMEGA: PxP-Diffusionskoeffizient (OMEGA=G*G")

A: Drift.
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B: Input-Matrix.

SIGMA: Kovarianzmatrix der Anfangsbedingung y,.

MUE: Erwartungswert der Anfangsbedingung y,: N(g, Z).
Eingabeparameter:

THETA: uxi

PARD ( DOMEGA, DA, DB, DSIGMA, DMUE, THETA )‘
Zweck: Modellspezifikation. McDonald- Swaminathan-Ableitungen der System-
matrizen als Funktion des Parametervektors THETA. MuB vom Benutzer bereit-

gestellt werden.

Ausgabeparameter.
DOMEGA: 90/00: uxp? . M/S-Ableitung der Diffusionsmatrix.

DA: 0A/900. uxp?. Ableitung des Drift-Koeffizienten ] .
DSIGMA: 03/00: uxp®. Ableitung der Kovarianzmatrix der Anfangsbedingung y, .
DMUE: dp/00®: uxp. Ableitung des Erwartungswerts der Anfangsbedingung y,:
N(y, 2).

Eingabeparameter:

THETA: uxi

ALIASING ( AN, BN, OMEGAN, A, B, OMEGA, N, DT )

Zweck: Berechnet zu vorgegebenen Systemmatrizen A, B und Q die "Aliasing-
Matrizen" Ay, By und Oy > wobei N: axNC ( a=Zahl der zu berechnenden Alia-
sing-Matrizen, NC=Anzahl der c.c. Eigenwerte) ganze Zahlen enthilt. Weiterhin
werden die Eigenwerte von Qy; berechnet, um die positive Definitheit {iiberprii-
fen zu konnen (vgl. Kap. 3)

Ausgabeparameter:

AN, BN, OMEGAN

Eingabeparameter:

A, B, OMEGA, N, DT

4.9. Beispiele
4.9.1. Ornstein-Uhlenbeck-ProzeB3

Im folgenden wird die Maximum-Likelihood-Schitzung des exakten diskreten
Modells an Hand eines simulierten Datensatzes verdeutlicht. Es handelt sich
um einen geddampften harmonischen Oszillator, der von einer stochastischen
Kraft angeregt wird (zeitkontinuierlicher autoregressiver ProzeB 2. Ordnung):

F) + vyt + of yt) = glt) + bx(t) = F(t)
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Die stochastische Kraft F hat in diesem Falle die Besonderheit, daB ihr Erwar-
tungswert E[F]=bx(t) nicht verschwindet ( T(t) ist weiBes Rauschen ), d.h im
Mittel wird der Oszillator aus seiner stabilen Nullage abgelenkt. Modelle die-
ser Art sind essentlell zur Beschrelbung von perlodlschen Vorgidngen, die durch
. Kopplung an externe Einfliisse gestort sind.

Abb 4.1 zeigt den simulierten Verlauf der Trajektorien y(t) und ¥.(t) unter dem
EinfluB der konstanten Kraft x(t)=1 und den Parameterwerten co =16, v=4, b=1, g=2
und der zufilligen Anfangsbedingung [ y(0), ¥ (O)] ~ N([o:l [ :]) Die Trajek-
torien wurden mit Hilfe des Moduls EXAKT (siehe Kap. 4.8) und einem Zeitschritt
von dt=10"2 erzeugt. Klar erkennbar ist der glatte Verlauf von y(t), wihrend ¥ (t) b
die charakteristische Rauhigkeit des Wiener-Prozesses aufweist. Schreibt man obige
Gleichung als Dgl. 1. Ordnung im 2-dimensionalen Phasenraum ( mechanische Sy-
steme kdénnen durch Ort und Geschwindigkeit vollstdndig charakterisiert werden ):

y o y o |x o o C
-l ] B B
oder y=Ay+Bx+GT

bzw. dy = Aydt + Bydt + Gdw

so wird klar, daB yl(t)=ft€) Y, (s)ds geschrieben werden kann ( die Behandlung
der Brownschen Bewegung mit differenzierbarem OrtsprozeB geht auf Uhlen-
beck u. Ornstein 1930 zuriick ). Die Kreisfrequenz w,=21vy =4 bzw. die Perioden-
lange Ty= 2n/w,=1.57 des ungeddmpften Oszillators wird durch die Reibung ¥y

zu

Ao = v/2%yYy?/e - wf  =-2 T 12 =-2 Tiy 12 =-2% 34641

verandert (Dimpfung und verringerte Oszillationsfrequenz w= 1/-y%/4 + mg‘ ).
Dies kann man anhand der Eigenwerte von A leicht einsehen. Da der Realteil
von A negativ ist, stellt sich nach einiger Zeit ein stationdrer Zustand ein, der
durch konstanten Erwartungswert und Kovarianzmatrix charakterisiert ist. Es

. o i | Bx/e@ 1716
ft=Ap + Bx = 0 => p_ =-A"'B= 0 =1l o

d.h. eine durch die konstante Kraft x verschobene Ruhelage und

gilt:
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Abb. 4.1. Simulierte Trajektorie eines stochastischen Oszillators mit zufalliger

Anfangsbedingung N(O,I,).
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$=AZ + SA'+ Q=0
/w2 o 1/32 0 477 0
_ _ 0 _ /2 _
= 24T gz/ZY[ o 1 :l’ [o 1/2] bz‘f‘" z '|:o 7071 J

Diese GroBen lassen sich durch optische Inspektion qualitativ bestitigen.

Identifikation
Bevor das Modell geschiatzt werden kann, muBB der Identifikationsstatus geklart

" werden. Da A im schwach gediampften Fall (u)62>72/4) konjugiert komplexe Ei-
genwerte )\1’2 aufweist, sind (vgl. Kap 3.) Aliasing-Matrizen der Form
AN=A+(27ci/At)P|:n—n]P—1 mit A=PAP™! zu erwarten. Diese miissen jedoch mit
den. geforderten Restriktionen A, =0, A,,=1 libereinstimmen. Im vorliegenden .
Fall 148t sich P noch leicht berechnen und man findet:

0, 0 11 _1 b by . [xz -1
P=l:®2q,e;:l:[xl 12], i P =[¢T lb;f jl=—(1/21m) X, 1]

wobei * konjugiert-komplex bedeutet. Die Erfiillung der Restriktionen ergibt

dann die Bedingungen:
0 = Im(®,¢,) und O = Im(®,4¢,)

“bzw. 0 = -y/40 und 0 = -(2w)~! .
Dies 148t sich jedoch nicht erfiillen, sodaB das Modell identifizierbar ist.

Schitzung der System-Parameter:

4.9.1.1. Exakte ML-Schitzung

Im folgenden wird angenommen, daB N=50 Trajektorien im Zeitintervall [0, 10]
vorliegen, jedoch nur zu 6 diskreten Zeitpunkten mit Abstand At=2 beobachtet
werden konnten (d.h. T=5, At=2). Aus diesen Daten sollen nun ML-Schitzwerte
der Parameter ©={-wj, -y, b, g, ¢, Z} und die geschitzte Kovarianzmatrix von 3]
bestimmt werden.

Dazu wurden 50 Trajektorien mit Hilfe des Moduls EXAKT simuliert und aus
den Datenmatrizen YY=[Y0,Y1,.......YT] und XX=[XO,X1, ..... XT] mit dem Modul
MOMENTI1 die Stichprobenmomente MO,.......... M33 berechnet. Zur Modellspezi-
fikation miissen die Module PAR und PARD definiert werden. Setzt man

8={@1, ..... @6}, so gilt:
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0o 1 0 0o o0
A(®)=l:e1 GZ:I B(®)=[93] G(@)=|:o 94] ; O=GG*

u(@){%ﬂ : >:(@>=[8; Sg]

Die Parametrisierung von () iiber GG' hat den Vorteil, daB Q positiv semidefinit
ist (zur Vermeidung weiterer Identifikationsprobleme wird die Cholesky-Zerle-
~ gung gewadhlt, d.h. G ist eine Dreiecksmatrix). Maximierung iiber unrestringier-

tes Q fiihrt héufig in Parametergebieﬂe, wo Q indefinit ist. Im Bedarfsfall kann

man fiir ¥ analog vorgehen.
Die McDonald -Swaminathan-Ableitungen der Parametermatrizen (Modul PARD)

sind durch folgende Ausdriicke gegeben:

r001o Foo (oooo
0001 00 0 0 O
0000 S0 1 0 0 0 O
0000 00 0 0 020,
0A/00= 0000 oB/0B= 00 0Q/00= 0 0 0 O
0000 00 0 0 0 O
0000 00 0 0 0 O
0000 00 0 0 0 O
0000 | 00 0 0 0 0 |
r00 roooo
00 0 0 0 O
00 0 0 0 O
00 0 0 0 O
opn/o®=| 1 o 02/90= ] 0 0 0 O
01 0 0 0 O
00 1 0 0 0
00 0 1 1 0
| 00 | | 00 0 1 |

Die ML-Schitzung des Modells wird mit dem Modul NEWTON durchgefiihrt.
Dazu miissen Startwerte fiir die Scoring-Iteration festgelegt werden. Da es sich
um ein nichtlineares Schitzproblem handelt, miissen die Startwerte relativ gut
sein. Des weiteren empfiehlt es sich, mit mehreren Startwerten zu arbeiten, um
die Konvergenz des Algorithmus zu Nebenmaxima abzutesten. Im vorliegenden

Beispiel wurde ein Startwert von
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@O={—16.3, -4.3, .7, 1.7, -3, -3, .7, -.3, .7}
(zum Vergleich ©={-16, -4, 1, 2, 0, 0, 1, O, 1}) benutzt.
Bei einem Abbruchkriterium von £=10"* (vgl. Kap. 4.4) konvergiert der Scoring-
Algorithmus nach 9 Iterationen zum ML-Schitzwert (siehe Tab. 4.2) mit der

exakt "~ linearisiert

e Std &) Std
-16.8229 1.9937 -.0375 0459
~4.1320 - 9274 . -.4655 ° .0288
.8609 2107 0268 0223
2.0228 .2558 .4985 .0223
-.0683 1454 -.0683 1454
0578 1441 0578 1441
1.0572 2114 1.0572 2114
0248 1482 .0248 1482
1.0381 .2076 1.0381 .2076

Tab . 4.2. Maximum-Likelihood-Schitzer und geschitzte Varianz (exaktes Modell
und linearisiertes Modell)

Log-Likelihood (Konstante weggelassen) 1=226.3492. Andere Startwerte (©+Zu-
fallsvektor) fiihren zum gleichen Resultat. Die Standardabweichungen sind rela-
tiv klein . Approximative 95%-Konfidenzintervalle B+2std ( std (i)=1/(F_1)ii )
iiberdecken den wahren Parameter - eigentlich miiBten simultane Konfidenzin-

tervalle konstruiert werden.
4.9.1.2. Linearisiertes Modell

AuBerst aufschluBreich ist der Vergleich des exakten (nichtlinearen) ML-Ver-
fahrens mit dem linearisierten Modell (Rechteckndherung bzw. diskretisiertes
kontinuierliches Sampling). Ausgehend vom gleichen Startwert ©, konvergiert .
das Modul NEWLIN in 12 Iterationen zum ML-Schiatzwert (siehe Tab. 4.2). Die
Schitzungen sind sehr stark verzerrt, obwohl die geschdtzten Standardabwei-
chungen gute Schitzwerte suggerieren. Wie in Kap. 2 bemerkt, ist die Rech-
teck- bzw. Trapezniherung nur gut, wenn A*=exp(AAt) durch I+AAt approxi-
miert werden kann. Im vorliegenden Falle gilt jedoch

.0210  .0032 1 2
A*=exp(AAt)=[—.oso9 .0083 :I ;. I+AAt=|-32 -7
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I.A. ist jedoch der wahre Wert des Parameters unbekannt, sodaB derartige Ab-
schiatzungen unméglich sind. Daher ist die Linearisierung eine ad-hoc-Nzherung,
deren Qualitit nur im Rahmen des exakten ML-Verfahrens beurteilt werden

kann.
~ 4.9.1.3 Eine Simula_tionsstudie-

Um die exakte und linearisierte ML-Methode genauer vergleichen zu koénnen,
wurden M=100 Stichproben mit jeweils T=5 und N=50 erzeugt. Die Mittelwerte
und Stichproben-Kovarianzmatrizen ® und S sind in Tab. (4.3) aufgefiihrt. Wie-
derum bestitigt sich die asymptotische Verzerrung der Schitzer auch in kleinen
Stichproben. Eine univariate Analyse der Schitzungen mit SAS/Univariate (siehe
SAS user's guide: Basics 1985) zeigt eine approximative Normalverteilung (Kol-
mogoroff-Smirnoff-Test). ' ' . 4

Insgesamt kann gesagt werden, daB im untersuchten Fall die linearisierte Me-
thode vollig unrealistische Schitzungen ergibt, wiahrend die exakte ML-Methode
zu recht genauen Aussagen iiber die unbekannten Parameter fiihrt. Die gesamte
Rechenzeit fiir alle 100 Replikationen betrug 673.88 Sekunden (Simulation, line-
arisierte und exakte ML-Schitzung). Damit kann das Verfahren als sehr effek-

tiv bezeichnet werden.

4.9.1.4 Reparametrisierung

In Kap. 2 und 3 wurde gezeigt, daB die Methode der Schitzung des exakten
diskreten Modells und anschlieBende Zuriickrechnung (Tuma u. Hannan, Armin-
ger) nicht zu empfehlen ist. Im folgenden werden die Probleme am eben disku-
tierten Modell und 2 Datensdtzen demonstriert.

Im 2-dimensionalen Fall lassen sich die Matrizen des Zeitreihenmodells in ex-
pliziter Form angeben. Man findet (vgl. auch Arato 1982, Kap. 1.7)

A*_ 02 1
= exp —w Y At

Y/2w sin wAt+ cos wAt 1/w sin wAt
= e-—y/z At
- (v%/4+w?2) /o sin wAt cos wWAt-v/2wsin wAt

mit ©= 1/—72/4 + wg‘ .

An dieser Formel wird unmittelbar einsichtig, daB sich einfache Restriktionen
auf A in komplizierte nichtlineare Restriktionen bei A* umwandeln, die auf der
Zeitreihenebene nicht handhabbar sind. Die unrestringierte Schitzung von A*
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und anschlieBende Zuriickrechnung auf A fiihrt zu einem beobachtungsdquiva-
lenten Satz von Matrizen Ay; , die jedoch die geforderten Restiktionen (A,=0,

15=1) nicht erfiillen. Da hiufig in sozialwissenschaftlichen Anwendungen keme
Struktur fiir A bekannt ist, konnte man trotzdem versuchen, von A* zuriickzu-
rechnen:

Datensatz 1: (identisch mit dem oben diskutierten)
Wie in Kap. 4.3 gezeigt, erhdlt man als ML- Schitzer fiir A*, B9|e V den OLS-

Schitzer (hinreichend), wenn die Exogenen durch Sprungfunktionen approximiert

werden (x(t) ist hier konstant):
~ 0223 -.0088 | N .0500 ~ ’ .0289 -.0036
* : *
A" =[-.0749 .0690 ; B = | .0535 V = | -.0036 .4970

und die Likelihood 228. 19>227 69 (exakte Restriktionen).
Mit Hilfe des Matrix- Loganthmus (Hauptwert; vgl. ' Coddington u. Levinson

1955, Kap. 3) |
= 1/at P[ log A] P!, wobei PTIA*P = A

gilt: N -2.0945 -.1270 . [so] .1203 .0806
A = | -1.0761 -1.4241 | ; B=}.1307] ; Q =| .0806 1.4144

Da jedoch der Logarithmus einer komplexen Zahl nicht eindeutig ist, existieren
"Aliasing-Matrizen" der Form (siehe Kap.3, Phillips 1972)

A A (@)

Ay = A+ @erizao P [ N ]P"1
Im vorliegenden Fall sind die Eigenwerte von A reell ( )\(K)={—1.2602, -2.2583} ),
sodaB zu diesem Datensatz keine Aliasing-Matrizen existieren. Es wire jedoch
ein TrugschluB, daraus die Identifizierbarkeit des unrestringierten 2- dlmensm—
nalen Modells zu folgern. Fiir andere Datensdtze sind die Eigenwerte von A
konjugiert komplex, sodaB beobachtungsidquivalente Stukturen existieren. Zu
bemerken ist weiterhin, daB die Schitzwerte fernab der wahren Parameter
liegen und die Restriktionen nicht erfiillt sind.
Von Interesse ist nun das Verhalten des Scoring-Algorithmus im vorliegenden
Fall, wenn alle Systemmatrizen unrestringiert sind (14 Parameter). Nach 51 Ite-
rationen mit fast singuldrer Fisher-Informations-Matrix (was die Nicht-Identifi-
zierbarkeit des Modells widerspiegelt; Satz von Rothenberg, Kap. 3.5) findet der
Algorithmus eine approximative Nullstelle der Score-Funktion, die relativ nahe
am wahren Parameter liegt . Die Likelihood liegt zwischen dem exakt restrin-
gierten Modell und der OLS-L&sung.

Datensatz 2:
Ein anderer Datensatz zeigt eine weitere Schwachstelle der Reparametrisie-
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rungs-Methode:
oz .0440 .0227 ny [ 10752 N .0303 —.0016
A* =|.0041 -.0302|; B'=| -.0559 | ; V= |-.0016 .5260 ; 1=214.57

Hier ist ein Eigenwert von A* negativ ( AAF)= {0452 -.0314} ), sodaB der Ma-
trix- Logarithmus auf eine komplexe Loésung fiir A fiihrt ( dies tritt schon im
univariaten Fall auf, wenn A*<0 ist! ). Die Scoring- ~Iteration fiihrt nach 38 Ite-
rationen auf eine Nullstelle der Score-Funktion mit 1=213.28.

Auch in diesem Fall, wo keine Riickrechnung auf (reelles) A moglich ist, findet
man also weitere Nullstellen der Score- Funl\tlon, die von der OLS-L6sung
abweichen. Zum Schdtzwert KML’ ﬁML und O ML €Xistieren weitere beobach—
tungsaquwalente Strukturen mit positiv definiten Dxffusmnsmatrlzen QN, von
. denen ein A mit dem Realteil des Hauptwerts von log A* ungefahr iiberein-
stimmt. Die Verhaltmsse sind also relativ kompliziert. .
Um MiBverstindnissen vorzubeugen: Die vollen Modelle sind nicht identifizierbar
und sollten daher gar nicht geschitzt werden. Die obige Diskussion dient lediglich
dem Zweck, die verschiedenen Pathologien bei naiver Riickrechnung aus dem exakten

diskreten Modell zu demonstrieren.

4.9.2. Das Phillips-Modell

Im Rahmen einer Simulationsstudie wurde von Phillips (1972) das Differential-

gleichungsmodell
C(t) - afl-s) 0 C(t) o« | F 1 00 g,
dszdt| Y(t) = A Alyv-D) Ay Y(t)| + | O + 010 C,
K(t) 0 v -y || K@® 0 00 1 Ty

mit Hilfe der Minimum-Distance-Methode und der Trapez-Approximation ge-
schatzt.

Die System-Variablen k&nnen als C="real consumption”, Y="net national inco-
me", K="fixed capital” und F="autonomous consumption” interpretiert werden.
Die Daten wurden mit dem Parameterwert ©={«, X\, v, v, s}={.6, 4.0, .4, 2.0, .25}
und F=5 simuliert. In diesem Fall ist die Drift-Matrix eine Funktion von ©, was
im Rahmen von LSD leicht implementiert werden kann.

Identifikation:

Man kann zeigen (Phillips 1973), daB ein 3-dimensionales System unter der Re-
striktion A ;=0 identifiziert werden kann. Da weiterhin ® aus A identifiziert ist,
existieren keme beobachtungsiquivalenten Strukturen und das Modell kann ge-

schitzt werden.
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Parameterschitzung:
Im Rahmen der Minimum-Distance-Methode ist die Diffusionsmatrix kein frei

wahlbarer (fixer oder restringierter) Parameter, sondern eine aus den Residuen
zuriickgerechnete GroBe. Dagegen kann bei der ML-Methode ) wahlweise (je
nach Informationstand) als fixe (Q=I) oder diagonale bzw. vollig -freie GroBe
modelliert werden ( die entprechenden Parameter sind zu © hinzuzufiigen).

'In einer Publikation von M&bus u. Nagl (1983) wurde das ‘obige Modell mit Hil-
fe eines von Phillips (1972) angegebenen Datensatzes und der Trapez-Niherung
mit dem Programm LISREL geschidtzt (die Diffusionsmatrix war hier restrin-
giert auf Diagonalform mit Q,;% 0). Im folgenden werden die Schitzwerte der
Trapezmethode mit der exakten ML-Methode und den Resultaten des lineari-
sierten Modells (Rechteckndherung) verglichen:

exakt Rechteck - Trapez exakte ML-Methode
« 6 5783 635 .6080
X 4.0 2.1524 3.201 3.2662
¥ 4 .4055 407 .4103
3 2.0 2.0096 2.012 2.0148
s 25 2394 235 2362
Gy 1 1.3526 1.321 14635
0, 1 3.4899 31.200 2.0160
Gy 0 1.5778 ~11.02 2.6072
Q,, 1 3.2779 4.178 3.9426
Lik -82.6069 -67.5763

Bei der Schitzung der Drift-Parameter sind die Methoden in etwa vergleichbar,
wobei die exakte Methode am besten abschneidet. Auffillig verzerrt sind je-
doch die Schitzungen des Diffusionskoeffizienten im Falle der Trapez-Nihe-
rung. Dies miiBte jedoch im Rahmen einer Simulationsstudie iiberpriift werden.
Weiterhin wurden M=100 Datensdtze mit T=25, N=1 und der deterministischen
Anfangsbedingung y0=—A'1B (vgl. Phillips 1972) simuliert (Gesamtrechenzeit
1737.53 Sekunden fiir Simulation, exakte und linearisierte ML-Schitzung). Um
die Daten mit der Arbeit von Phillips vergleichen zu k&nnen, wurde angenom-
men, daB Q diagonal ist.

Man erhidlt (in Klammern Standardabweichungen):
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exakt Rechteck  Trapez Minimum-Distance exakte ML-Methode

& 6 . 4998 6652 5734 5723
: (.1529) - (.1800) (.1410) (.1539)

X 4.0 2.6746 . 2.7444 4.0709 4.1283
C(.7374) (.8015) (.7077) ' (.7631)

7 4 3786 4182 4016 .4020
(.0273)  (.0241) (.0153) (.0202)

v 2.0 1.9962 1.9995 2.0021 - 2.0008
(.0140) (.0311) (.0149) (.0115)

5 .25 .2547 2767 2537 .2509
(.0251)  (.0937) (.0259) (.0151)

Q,, 1 9520 ' ' 8789
(.2889) (.2405)

a,, 1 3.1514 .9088
(1.0151) (.8638)

a,, 1 1.3358 1.060
(.4002) (.2821)

Die Trapez-Schitzung wurde mit Hilfe der 3-stufigen kleinste-Quadrate-Metho-
de gewonnen. Auffillig ist wiederum die starke Verzerrung von A in den linea-
risierten Modellen Die Resultate von Minimum-Distance (MD) und exaktem
Modell (ML) sind in etwa gleich gut.

Die Ergebnisse beruhen jedoch auf unterschiedlichen simulierten Datensdtzen
(die Daten von Phillips waren mir nicht zuginglich). AuBerdem wurden im ML-
Verfahren die Diffusions-Parameter () mitgeschiatzt, was bei MD gar nicht
moglich ist (hier ergibt sich nur ¥ aus den Residuen, vgl. Kap. 2.6).
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5. ML-Schitzung des diskret/kontinuierlichen Zustandsraum-Modells mit EM,

GEM und Newton-Raphson-Algorithmen.

5.1 Modellspezifikation

Im folgenden werden Schitzalgorithmen fiir das allgemeine diskret/kontinuier-
liche Zustandsraum-Modell (System-Modell + MeB-Modell) diskutiert:

S dy_(t)= Ay_(0dt + Bx_(t)dt + Gdw_(t); telty, t], n=1..N;
(5.1) : Yn(0O)~N(w,2) iid.
(M) z ;= Hy,, + Dx_; + €3 e ;~N(O,R) i.id. ; n=1..N, i=0,..... T

Wie in Kap. 4 sind N Trajektorien zu diskreten Zeitpunkten Lgicans tr meBbar, je-
doch zusitzlich durch MeBfehler ¢ , und deterministische Trends Dx_, liberla-
gert. Weiterhin wird angenommen, daB nur Linearkombinationen Hy , des Sy-
stemzustands der Messung zuginglich sind. Wiederum ist es giinstig, die Sy-

stemgleichung in ein Differenzenschema fiir die MeBzeitpunkte t,...... tr umzu-
schreiben:

. _a% *
(%) yni+1_Ayni+ani+uni .

wobei A*=eA2t) B*=A"HA®-1) und u_,~N(0,V) mit V= f eAsQeA's ds.

o
Hierbei wurde angenommen, daB die Exogenen x zwischen den Messungen
durch konstante Werte approximiert werden kdnnen (vgl. Kap. 3).
Obiges State-Space-Modell stellt eine sehr allgemein und flexibel verwendbare
Spezifikation dar, die Anwendungen von Differentialgleichungen hdoherer Ord-
nung bis zu nichtlinearen Regressionsmodellen mit autokorrelierter Fehler-
struktur, dynamischer Faktorenanalyse etc. zuladBt.

5.2 Parameterschitzung

Zur ML-Schitzung der Systemparameter stehen prinzipiell mehrere Methoden

zur Verfiigung.
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Konzeptuell am einfachsten widre es, die Likelihood fiir die GauB-verteilten
Daten z_; mit Hilfe des Kalman-Filter-Algorithmus zu berechnen (Vorhersage-
fehler-Zerlegung, vgl. Kap. 5.5) und die Maximierung mit Hilfe eines numeri-
schen Optimierungsverfahrens durchzufiihren (mit numerischen Ableitungen, vgl.
Jones 1984, Jones u. Tryon 1987). Da jedoch der Score, dessen Nullstelle ge-
sucht wird, nur in einer numerischen Approximation vorliegt und zusitzlich die
Likelihood zur Berechnung der Ableitungen hiufig ausgewertet werden muB, er-
scheint dieses Verfahren als nicht besonders effizient.

Alternativ kénnen Rekursionsgleichungen fiir die Score-Funktion und die Fis-
her-Informations-Matrix abgeleitet werden, die in jedem Schritt der Scoring-
Iteration zusammen mit den iiblichen Kalman-Filter-Gleichungen ausgewertet
werden miissen (im zeitdiskreten Fall wurde dies von Goodrich u. Caines 1979,
1980 durchgefiihrt).

Ein weiteres Verfahren besteht darin, die zu schitzenden Parameter als zeitunab-
hingige Komponenten des Systemzustands aufzufassen und ein optimales
Filter fiir den erweiterten Systemzustand [y (t), ©] zu betrachten. Dieses Fil-
ter ist jedoch nichtlinear, sodaB sodaB das erweiterte Kalman-Filter (EKF) oder
verwandte Approximationsmethoden beniitzt werden miissen (vgl. hierzu Krebs,
1980). Die im EKF benutzte Linearisierung (Taylor-Entwicklung) kann jedoch bei
stirkeren Nichtlinearititen zu einer Verzerrung der Schitzer fiihren.

Da im vorigen Kapitel ein Algorithmus zur Schiatzung des System-Modells ohne
MeBfehler abgeleitet und erprobt wurde, bietet es sich an, den EM-Algorith-
mus zu benutzen, der eine Anpassung der Methoden auf die unvollsténdige

MeBbarkeit der Daten zulafit.

5.3. Der EM-Algorithmus

Wenn sowohl Y={y_,, n=1.....N, i=0... .T} als auch Z={z_,, n=1.....N, i=0... .T} meBbar
wiren, hitte man einen vollstindigen Datensatz fiir das Modell (5.1) zur Verfii-
gung (die MeBbarkeit der deterministischen Kontrollvariablen x_(t) wird still-
schweigend unterstellt). Da jedoch nur Z zur Verfiigung steht, hat man es mit
einem Problem unvollstindiger Daten zu tun. Die Maximierung der Likelihood
Lo(Z,Y) kann daher nicht durchgefiihrt werden. Eine in solchen Situationen seit
langem benutzte Methode besteht darin, zuerst unter Annahme eines Parame-
tervektors O, die fehlenden Daten zu schitzen (aus 7Z) und dann einen neuen
Schatzwert 6 zu berechnen (Iteration bis zur Konvergenz). Dieses heuristische
Verfahren wurde von Dempster, Laird u. Rubin (1977) unter dem Titel EM

(Estimation-Maximization) formalisiert. Die Idee besteht darin, die unbekannte
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Likelihood l@(Z.Y)=log Le(Z,Y) durch die Daten Z zu schitzen (E-Schritt), d.h an-

stelle von 15(Z,Y) benutzt man eine Pseudolikelihood Q(0,0,)=Eg, [ 15(Y,Z) |Z],

deren Maximum den neuen Schitzwert ©, ,, liefert (Iteration). Unter bestimmten
Yoraussetzungen (vgl Wu 1983) konvergiert die Sequenz ©, zum ML-Schitzwert

©=argmax 1,(Z). Die folgende Darstellung orientiert sich an der Arbeit von

Dembo u. Zeitouni (1985), in der ein EM-Algorithmus fiir den kontinuierlich/
kontinuierlichen Fall diskutiert wird (das diskret/diskrete Problem wird von

- Watson u. Engle 1983 behandelt).

Betrachten wir zuerst den Likelihood-Quotienten der beobachtbaren Daten. Es

©ogilt:
(5.2) Lo(Z)/Lo(Z) = Egr [ Lg(Z,Y)/Lgi(Z,Y) 1Z]
denn [[ Lo(ZY)/L Z ) 1L ZIVAY = [[ Lo(Z /L Z N[ L (Z,Y) /L2 1dY

= [[Lo@ZYV/Lg (@) 1dY = Lg(Z)/Lg (D)

(der Einfachheit halber wurde der gleiche Buchstaben L fiir bedingte bzw. ge-
meinsame Likelihood benutzt). Der zu maximierende Likelihood-Quotient der
gemessenen Daten l4aBt sich also als bedingte Erwartung des vollstdndigen
Likelihood-Quotienten darstellen. Entsprechendes gilt fiir die Score-Funktion

(vgl. Louls 1981):
(5.3) so(Z) = /00 log Lg(Z) = 8/00 14(2) = Eglsg(Z,Y)IZ]

wobei s4(Z,Y)=0/00 15(Z,Y) der Score der vollstiandigen Daten ist.
Die Giiltigkeit von (5.3) ist leicht aus den Relationen
/00 1g(Z)= /00 log [Lg(Z,Y)dY=(/[Lg(Z,Y)dY ) [0Lg(Z,Y) /06 dY

= (1/Lo@) [[0UZ,Y)/30] Lo (ZY)AY = [so(ZY)Lg(Y[Z)dY
einzusehen ( benutzt wurde 901/00=1/L 9L/00© ).
Fiir die Fisher-Information ist dieser einfache Zusammenhang jedoch nicht ge-
geben. Es gilt (Louis 1981) fiir die sog. beobachtete Fisher-Information:

HZ) = -0%1(Z)/062

(5.3"
Eg [ -0Mg(ZY)/00? |Z] - Eg[s(ZYS(ZY)IZ] + s6(2)sg'(2)

Aus Glg. (5.2) folgt nun mit Hilfe der Jensen-Ungleichung (log ist konvex):
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log Lg(Z)/Lgr(Z) = log Eg [ Lg(Z,Y)/Lo(Z,Y) |Z]

(5.4)
> Egr [log Lg(Z,Y)/Lor(Z,Y) 1Z] = Q(8,0)).

'Es gilt also: 15(Z) - 15+(Z) > Q(©,0) mit Q(0,0)=0.
Setzt man 9‘=@k als Schiatzwert bei der k-ten Iteration, so kann ein neuer Schatzwert

0 +-argmax Q(@,G)k) gewonnen werden, der zu einer Likelihood

k
©

lo, , @ * lo @) + QO,,,0)) > g @

ek-i.-

fiihrt. Damit ist der EM-Algorithmus definiert:
E-Schritt: Q(0,8,) = Eg4 [ 16(Z,Y) - 15 (Z,Y) | Z ]
k ’ k ’
(5.5)
M-Schritt: ®k+1 = argmax Q(@,@k)

Dabei geniigt es, den ersten Term von Q zu maximieren (der zweite hingt

nicht von © ab).
Wihlt man dagegen irgendeinen neuen Schitzwert 0, ,,, fiir den gilt Q(0,,,0,)=0,
so erhilt man einen verallgemeinerten EM - einen GEM-Algorithmus:

E-Schritt: Q(e,8,) = Eq [ 1(Z,Y) - 1 (Z,Y) | Z ]
k k
(5.5)
M-Schritt: Oy € { | Q(e,0)) 20}
Nimmt man beispielsweise die Maximierung von Q mit Hilfe eines Quasi-New-

ton-Algorithmus vor, so kann es giinstig sein, diese Iteration schon nach einem
Schritt abzubrechen und mit dem E-Schritt fortzufahren.

5.4 Praktische Implementierung des EM-Algorithmus.

Zerlegt man die Likelihood der vollstdndigen Daten in
1o(Z,Y) = 15(Z]Y) + 15(Y),
mit 1o(Z|Y)= const.- w [ log|R| + tr[R71S] ]

(bedingte Likelihood von Z auf Y)
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(5.6) . .
1g(Y) = const.- —[ loglV| + tr(V 1W) :l 1?21 I: logl|Z| + tr[Z_lso]:'

mit Wel— UU5  U=Y,-A*Y_-B*X.; Sy D 5o ¥ o)
Y=Y oY)y Yom[ Yoo Yo 1 Xo=[X g Xp 4]

so ergibt sich die Aufgabe, im E-Schritt die bedingten Erwartungswerte der

Momentenmatrizen des Systemmodells
Yo¥: Y.Yo Y,XL

= 1 N \ 1 . 1 N
M = { Sl Y.Y. Y. XY | R YoYoo Y1(01}
X XL

und des MeBmodells

770 ZY' X

- 1 . .
Mm— N(T+1) Yy rx
XX

zu berechnen. Dies kann, wie im nichsten Abschnitt gezeigt, mit Hilfe eines
Kalman- Glitters erfolgen. Die zu maximierende Q-Funktion setzt sich also aus

Q®,8,) = Eg [1o) | 2] + Eg [lo® | z] + h®y)
= Q. (@, M_) + Qe, Ky + h(®y)

zusammen, wobei Q_ und Qg aus den Likelihoods (5.6) durch die Ersetzung
M->M=E olMIZ] (bedmgte Momente) entsteht, h(©;) nicht von © abhingt und
deshalb gar nicht berechnet werden muB. Die Maxnrruerung von Q_ und Qg
kann mit dem im 4. Kapitel diskutierten Quasi—Newton-Algorithmus erfolgen.
Der Gradient g(©)=0/00 Q(©,0,) laBt sich dann aus den Score-Funktionen der
Likelihoods (5.6) durch Einsetzen der geschitzten Momente gewinnen. Aufgrund
der Formel (5.3) von Louis und der Linearitit der Likelihood in den Momenten
ist dieser Gradient sogar mit dem Score sg(Z) bei ©=0; identisch. Ersetzt man
auch in den modifizierten Fisher-Informationsmatrizen (siehe Kap. 4.5) die
Momente M durch IC/I, erhilt man eine Modell-Hesse-Matrix, die positiv semi-
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definit ist. Diese ist jedoch, wie (5.3) zeigt, keineswegs mit der Fisher-Info der
beobachteten Daten identisch (vgl. Kap. 5.7).

Weiterhin wird angenommen, daB die Matrizen % =[V, A%, B*, =, u] des Sy-
stemmodells von einem Parametervektor ©, die des MeBmodells ®*=[R, H, D]
von einem Vektor ® abhingen. Damit lassen sich die Maximierungsaufgaben
fiir Qm und . Q¢ getrennt durchfiihren, was zu einem Zuwachs an Effizienz
durch kleinere Matrizen fiihrt. Von Nachteil ist allerdings, daB Restriktionen
zwischen den Parametern des Systems und der Messung nicht implementierbar
sind. Bei Bedarf kann jedoch eine gemeinsame Maximierung leicht durchgefiihrt

werden.
Zusammenfassend erhilt man also folgenden EM-Algorithmus (5.7):

sei ‘i’k=[®k,<1>k.] der Schitzwert im k-ten Schritt:
E—Schritt: Pseudolikelihood
QY = Ey [loZM|Z]+ Ey, ] lo ) | Z] + he¥))
1= Q (®, M_) + Q 0, My + h(¥))
Nlm= E‘FkI:MmIZ’:I ; MS= ETk[MS|Z]
M-Schritt: Q.= argn&)ax Qm(<D, lQ/Im) ,

C)

el = argm%x QS(G, I\//\IS)

wobei die Maximierung von Q mit dem Quasi-Newton-Verfahren (Kap.4)

@i"‘l: ®i+ Fs(ei)"lgs(@i) ; @O :@k ; 1=0,....
oitl = @i+ Fm(q)i)—igm(q)i) : q>0=(I)k vorgenommen wird, mit

g_(0h) = 0Q_ (@, M()/00|g:

g_(01)=0Q_ (@M _)/00|q

NT/2(V1®VT) 0 0

VIQY. Y VTIeY X

ViexX. YL VIeX X
0 0 N2 (271
0 0

0
0

Fg= [00%/06] 0 EIVEEN
0
N

oo oo

0]
0
0
0
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NTDRI®R™Y 0 0
F_= [00%/00] 0 RI®YY RI@YX [[00*/00]
0 RI®KY RI® XX

Bemerkung: Bricht man die Quasi-Newton-Iteration nach einem Schritt ab,
erhdlt man’ einen verallgemeinérten EM (GEM)-Algorithmus. Wie sich zeigt, ist
dies effektiver als die Ausfiihrung der Maximierung der Pseudo-Likelihood Q.

5.5 Rekursive Berechnung der bedingten Erwartungswerte der Momentenmatrizen

Wie im vorigen Abschnitt gezeigt, werden zur Berechnung der Pseudolikelihood
Q bedingte Erwartungswerte der Momentenmatrizen bendtigt, d.h. e€s miissen
Ausdriicke der Form E[inZ], Ely,y;"1Z] und E[yiyi‘+1|Z] berechnet werden. Da es
sich bei y und z um GauB-verteilte GroBen handelt, kénnen diese Erwartungs-
werte mit Hilfe des Theorems ilber die Normalkorrelation (Liptser u. Shiryayev

1978, Kap. 13) durch die Regressionsfunktion

3, = Ely,)Z] = Ely,lz....z 1] = Ely,] + Covl(y,, Z)Cov(Z,2)" [Z-E[Z]],

(5.8) Cov(z i,zj) = HCov(yi,yj) H* + RSij ; 1,j=0..n..... T
und /Isi = Varly,|Z] = E[ (y;- ,}\'i) (y;- ,)\’i)‘|Z] = Covly,,y,) - Cov(y;,Z)Cov(Z,Z)” Cov(Z,y))

berechnet werden, wenn man noch die Relation

Varly,|Z]=Ely,y;'1Z] - Ely,|ZI*Ely,|Z]
beriicksichtigt.
Der um eine Zeiteinheit verschobene Term E[yiﬂy; [Z] kann mit Hilfe des Vek-
tors ¥,=[y;,,, y;]' gewonnen werden.
Obige Formeln erfordern jedoch die Auswertung von groBen Matrizen und de-
ren Inversion, sodaB eine rekursive Auswertung mit dem Kalman-Filter-Algo-
rithmus als der giinstigere Weg erscheint.
Bei der GroBe E[inZ] handelt es sich um eine geglittete  (interpolierte) Schit-
zung fiir ;s da auch Daten aus der Zukunft [zi+1,....zT] benutzt wurden. Kom-
biniert man einen vorwirts laufenden (O......0) mit einem riickwarts laufenden
(T,.....i+1) Kalman-Filter, so kann ?fE[yilZ] als Linearkombination der Filterwer-
te y.=Ely,lz,.....z,] und y,=Ely,lz,,,....z] dargestellt werden.
Die Gleichungen fiir das Vorwirts-und Riickwérts-Filter lauten (siehe etwa Le-
wis 1986, Kap. 2.8, Gelb 1974, Kap. S )
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Vorwirts-Filter:

System-Modell: Y., =A¥Y#B*X+U; ;  i20..T-1 5 Y=[Y eyl
(5.9) CZFHY#DXprey 3 090, T
(5.10):

Anfangsbedingung: Y =E[Y|Z]=y+ZH (HZH+R)~ (Zy-Hup~DXo) 5 = 1IN® w
P,= 4/ VarlY, 1Z]=-3H'(HIZH+R)™ HE;
Rekursion i=0.....T-1:
Zeit-Entwicklung (a priori-Schatzungen):
Y, = AYY, +B*X;

P, = A*PAT+V

Messung: K., = P {HHP H+R)" (Kalman-Gain)
Y.y = Yo * KylZ mHY [ -DX, 4]
P, = (I-K,, HP},,
T-1
Likelihood: -2log L = Z tr[l“i:ivi+1vi‘+1] + N loglT,, | + tr[l"a vov(‘)] + N log|T|
i=0
mit v,,=Z,,,~HY;,,-DX,,; (Innnovation)
T.,,t/NVar(v, )= HP_, H+R (Innovations-Kovarianz)

und v,=Zy-Hyp-DXq; Tp= HZH'+R (Likelihood der Anfangswerte Z,)

Obiges Filter hat die Besonderheit, da N Trajektorien simultan behandelt wer-
den. Da jedoch die Formeln fiir die Kovarianzen gleich sind (n=1....N) werden

diese nur einmal ausgewertet.
Ruckwirtsfilter:

Dazu muB die Systemgleichung (5.9) in eine zeitlich riickwérts laufende Rekur-
sion umgeschrieben werden. Unter der Annahme nichtsinguldren A*s erhilt man:

(5.11) YA Y, - ATTIBTX - AT, 0, Te=1

In analoger Weise erhilt man dann die Filtergleichungen fiir Yib"=E[YilZi+1...ZT]
und YP=E[Y,|Z;.Z]:
Iteration: i=T...... 1
Messung: YP=PPL(PPT)TIYP + H'R™'Z,]
PP = [(PP7)™! + H'RH]™
(5.12) :
Zeit-Entwicklung:  YP] = A*YP - A*IB*X, |
PP = A¥IPP + AT
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Die etwas ungewohnliche Form der Gleichungen (5.12.1, 5.12.2) 1aBt sich mit
Hilfe des Matrix-Inversions-Lemmas aus der iiblichen Form ableiten (siehe

hierzu Lewis 1986, S. 53).
Die geglittete Trajektorie kann nun als gewichtete Linearkombination der Fil-

terldsungen Y; und Yb geschrleben werden:

(5.13.1) ¥, = BUR Y, + (PP IY P T
wobei der Glattfehler durch
(5.13.2) NN AR S

gegeben ist.
" Aus der Bedingung I/’\ =P, 148t sich ersehen, daB das Riickwérts-Filter mit

(P, b-)71-0 initialisiert werden muB. Entsprechend ist der Anfangswert Yb
belleblg (eine Formulierung mit den “Informationsmatrizen™ S, (Pb) ! und
ST _=(P;b_)_1 und transformierten Zustdnden n;=S;Y; und ni'=SiY1b ist ebenfalls
moglich).

Anstelle der Benutzung von 2 Filtern kann im AnschluB an die Vorwiarts-Filte-
rung eine Rekursion angeschlossen werden, die nur die gefilterten a priori und
a posteriori- GréBen verwendet (Rauch-Tung-Striebel-Gldtter, R/T/S 1965). Dazu
werden die Variablen des Riickwirtsfilters eliminiert (fiir eine ausfiihrliche
Herleitung siehe Lewis 1986, Kap. 2.8). Beispielsweise kann der Glittfehler

/\_ - b___ - _ S
Po= [ B L= (PFYL]T = P, - BAP+EPYIP,

mit Hilfe der Formeln PP~ = A*/(P2, + V)A*™T (5.12.4) und P2, =[R] 1+1 pE i1t
in eine Rekursion fiir P P, und P, umgeschrieben werden:

Pl P

(5.14.1) p.=p + F[P, -B,JF ; i=T-1,..0; P =P,

wobei der Glatter- Gam als F, PA (P g ! gegeben ist.

Analog folgt fiir Y

(5.14.2) Y=Y, + B[V, -Yo,] iV =Y

Interessant ist, daB in der RTS-Formulierung die urspriinglichen Daten Z und
die Exogenen X bei der Glattungs-Iteration nicht mehr vorkommen.

Mit Hilfe der gegldtteten Daten Y\i und dem Gliattfehler /P}i kénnen vermoge der

Relation
FY: =NP. + ¥.¥:
1 1 1 1 1
(der Faktor N kommt durch die spezielle Form des Vorwirts-Filters (5.12) zu-

stande) die Momentenmatrizen mit Termen ohne Zeitverschiebung berechnet

werden.
Zur Behandlung des Ausdrucks E[Y,, Y, |Z] betrachtet man einen erweiterten



Zustand der Form ¥=[Y,, Y'.]' . Die System-Gleichung lautet dann:

A*O0 B* u, _
Yin =[I O}Pi * |:OJX1+1 + |:0‘ 1] ; i=0....T-1
(5.15)

Bezeichnet man den Glatt-Fehler des erweiterten Modells (5.15) als ﬁi=Var[‘¥i[Z],
so gilt:

E[Y,,Y;1z] = fi,l12] + ¥.,,¥; ¢ f[12]=CovlY,,,,Y,IZ]

Es geniigt also, den 'RTS-Glatter fiir das erweiterte Modell nur bzgl. des

Glattfehlers zu implementieren.

5.6. Newton-Raphson-Algorithmus

Da, im Gegensatz zum Newton-Verfahren, die Konvergenz des EM-Algorithmus
nur linear ist, ist es oft vorteilhaft, in der Nihe des Maximums der Likeli-
hood-Funktion einen schnell konvergenten Algorithmus zur Verfiigung zu haben
(Nachiteration, vgl. Watson u. Engle 1983). Wie sich zeigt (vgl. Kap. 5.7, 5.8),
stellt eine Kombination aus EM und Newton-Raphson (zuverldssiges Auffinden
einer approximativen Nullstelle + schnelle Konvergenz in deren Nahe) eine
brauchbare Losung des Schidtzproblems dar.

Wie von Louis (1981) gezeigt, gilt fiir den Score und die gemessene Fisher-In-

formationsmatrix (Glg. 5.3. 5.3")
s¢(2)=0/0¢ log L(Z) =E¢[s¢(Z,Y)|Z]
und 1,(2) = E[-021/0¢2|Z] - E[sq)(z,Y)s‘q)(Z,Y)IZ] + 54Dy, (D)

Wihrend sich vermoge der Linearitit von S (Z,Y) der Score sq)(Z) durch die
Ersetzung der Momentenmatrizen M durch bedingte Momente berechnen laBt
(vgl. Kap. 5.4), ist die Formel fiir die Fisher-Information doch recht kompli-
ziert. Stattdessen werden numerische Ableitungen benutzt, die als Vorwarts-
Differenzenquotienten gebildet wurden. Die Hesse-Matrix ist also néherungs-

weise durch

H=[H Hu] mit H,=1/h(sy - s ) und ‘i’i=[¢1,...., ¢i+h,...¢u]‘

PERCED
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gegeben, wobei h in der GréBenordnung der Wurzel der Maschinengenauigkeit
gewahlt werden sollte (vgl. hierzu Dennis u. Schnabel 1983). Im vorliegenden
Programmpaket wurde ein Wert von h=10"8 benutzt. Der Newton-Raphson-Al-
gorithmus ist analog zu den in Kap. 4.4 diskutierten Quasi-Newton-Verfahren

implementiert. -
Da der Score s-¢(Z) und der Gradient der Pseudolikelihod Q(¢.¢;) bei ¢=¢,

iibereinstimmen, kann der GEM-Algorithmus (5.7), bei dem die Maximierung von
Q nach einem Schritt abgebrochen wird, als Quasi-Newton-Verfahren mit Mo-

dell-Hesse-Matrix
angesehen werden.

5.7. IML-Module zur Schitzung des Zustandsraum-Modells

Die oben entwickelte Methode wurde wieder im Rahmen des Programmpakets

LSD in Software-Prozeduren umgesetzt:

PAR und PARD (Spezifikation des System-Modells, siehe Kap. 4.8)

PARM (R, H, D, PHD

Zweck: Modellspezifikation (MeBmodell). R, H, D als Funktionen des Parame-
tervektors PHI. MuB vom Benutzer bereitgestellt werden.

Eingabeparameter: '

PHI: u,x1-Parametervektor

Ausgabe-Parameter:

R: kxk; Kovarianzmatrix des MeBfehlers

H: kxp; Output-Matrix
D: kxq; Input-Matrix (MeBmodell)

PARMD (DR,DH, DD, PHD

Zweck: Modellspezifikation (MeBmodell). McDonald-Swaminathan-Ableitungen
DR, DH, DD als Funktionen des Parametervektors PHI. MuB vom Benutzer

bereitgestellt werden.
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Eingabeparameter:

PHI: u2><1—Parametervektor

Ausgabe-Parameter:

DR: u, xk?; Ableitungen der Kovarianzmatrix des Merehlers
DH: u,xkp; Ableitungen der Output Matrix

DD: u xkq, Ableitungen- der Input-Matrix (MeBmodell)

EM (THETA, PHI, Z, X, K, P, Q, P, N, T, DT, THETAO, PHIO, IMAX, KMAX, EPS)

Zweck: EM und GEM-Algorithmus zur.Sch'zitzung des Staté—Space—Modells (5.0.
Eingabeparameter: ‘

: kxN(T+1)-Datenmatrix: Z=[Z,....Z1]

: KxN(T+1)-Datenmatrix (Exogene Gré’)Ben):~X=[X0, ...... XT]

Dimension der gemessenen GroBen (z_, :kx1)

Dimension des Systemzustands (y .: px1)

: Dimension der Exogenen (x_,:qx1)

Anzahl der statistischen Einheiten

: T+1 ist die Anzahl der MeBzeitpunkte

DT: Abstand der MeBzeitpunkte
THETAO: u x1; Startwert fiir EM-Iteration (Parameter des Systemmodells)

PHIO: u,x1; Startwert fiir EM-Iteration (Parameter des MeBmodells)

IMAX: Maxxmalzahl der EM-Iterationen
KMAX: Maximalzahl der Scoring-Iterationen (M-Schritt). KMAX<K, entspricht

einem GEM-Algorithmus, wobei K0=Zahl der Iterationen bis zum Maximum von Q.
EPS: Abbrughkriterium: Wenn max abs(®i+1—@i)<s und max abs(®i+1—<1)i)<s,
Abbruch der EM-Iteration.

Ausgabe-Parameter:

THETA: ML-Schitzer ©

PHI: ML-Schitzer ®

HZO VA XN

NEWRAPH( PSI, COV, PSI0, KMAX, EPS, Z, X, K, P, Q, U1, N, T, DT, OPTION)

Eingabe-Parameter:

PSIO: uxl; Startwert der Newton- Raphson Iteration
KMAX: Maximale Zahl der Iterationen.

EPS: Abbruchkriterium (siche NEWTON, Kap. 4.8)
Z, X, K, P : sieche EM.

Ui: Dimension von ©: u,xl

N, T, DT: siehe EM.
OPTION: Berechnung der Eigenwerte der Hesse-Matrix in jedem Iterationsschritt



- 93 -

und Transformation auf negative Definitheit (Kap. 4.4)

Ausgabe-Parameter:
PSI: uxl; ML-Schatzwert
COV: uxu; geschitzte asymptotische Kovarianzmatrix (=F)

STATESPA (Z, Y, H, D, R, A, B, G, YO, X, P, Q, N, T, DT, SEED,-PRINT).

Zweck: Simulation eines Datensatzes Z, der N Trajektorien an den Zeitpunkten
umfaBt (State-Space-Modell 5.1)

Eingabe-Pa.:"ameter: '

: kxp; Output-Matrix

: kxq ; Input-Matrix des MeBmodells

kxk; Kovarianz des MeBfehlers

pxp; Drift-Matrix

kxq; Input-Matrix des System-Modells

pxr; Diffusions-Koeffizient

YO pxN(T+1); Anfangsbedingung

P, Q,. N, T:siehe oben

SEED: Seed des Zufallsgenerators RANNOR (siche SAS User's Guide: Basics (1985),
Kap. 6).

PRINT: Druck-Parameter (=0: wenig Output)

Ausgabe-Parameter:

Z: kxN(T+1); Simulierte beobachtete Daten.

Y: kxN(T+1); Simulierte unbeobachtete Daten

QF»>FYIT

5.8 Beispiel: Die Wolferschen Sonnenflecken-Daten

Als Beispiel fiir die eben entwickelte Methode soll eine Zeitreihe analysiert
werden, die die jshrliche Anzahl von Sonnenflecken vom Jahr 1749 bis 1924 um-
faBt (Quelle T.W. Anderson 1971). Die Sonnenfleckendaten wurden von ver-
schiedenen bekannten Autoren (Yule, Bartlett, Anderson, Box u. Jenkins etc.)
untersucht, jedoch vorwiegend mit zeitdiskreten Modellen. Der Verlauf der
Daten ist in Abb. 5.1 aufgezeichnet. Der Kurvenverlauf Zhnelt einer Sinuskurve
mit einer Periode von ca. 10 Jahren, die um einen konstanten Wert von etwa S50
schwankt. In der Tat wurden in der Literatur vorwiegend diskrete AR(2)-Mo-
delle benutzt, wihrend die Koeffizienten h&herer Modelle nicht signifikant sind

(vgl. hierzu T.W.Anderson 1971).

5.8.1. Modellspezifikation
Im folgenden wird davon ausgegangen, daB es sich um einen harmonischen Os-
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178.00 - ZAHL DER SONNENFLECKEN ' SAS WOLFERS SONNENFLECKEN—DATEN
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a) Trajektorie von 1749-1924 |
i28.00 - GEGLAETTETE TRAJEKTORIE SAS WOLFERS SONNENFLECKEN—DATEN
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b) geglittete Trajektorie yl(t)=E[y1(t)lZ] (Modell II)

Abb. 5.1. Wolfersche Sonnenfiecken—Daten.
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c) geglittete Trajektorie §2=E[y2|Z] (Modell II)
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d) Glittfehler Var(y, [Z) (Modell II)
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zillator (AR (2)-ProzeB) handelt, der um eine Ruhelage D schwingt. Diese An-
nahme ist rein phinomenologisch, da keine physikalische Theorie der Sonnen-
flecken zugrundegelegt wurde. Abweichungen von der idealen Sinusform sind
durch stochastische Fluktuationen verursacht, die aber genausogut als Approxi-
mation einer nichtlinearen Systemdynamik angesehen werden kdnnen (vgl. Kap.
.1). Weiterhin ist davon auszugehen, daB die Daten MeBfehler . enthalten. Man

erhilt dann folgendes Modell

Systemmodell: ¥+y + ofy = gl
MeBmodell: z, = ¥, + D + g i=0.....T ; y,=y(iAt) mit At=1

Umschreiben in eine Ito-Differentialgleichung ergibt:

y,(t) 0 y,(t)" O O dw, (t)”
(t) ~0f = (t) dt + dw (t)
z.=[1 O]l:yi(t ] + Dx, + ¢ X=1  i=0.ene. T
¥t

Die deterministische Anfangsbedingung y(0) kann durch die Wahl p=0, Z->o

modelliert werden (Gleichverteilung).

Damit verbleiben als freie Parameter @:{—mg, -v, g}, ®={D} (Modell I - ohne
MeBfehler) bzw. ©={D, R} (Modell II - mit MeBfehler). Haufig wird vor der
Analyse der Daten der konstante Mittelwert abgezogen (d.h. 2'i=zi—i), jedoch
erscheint es im Rahmen einer systemtheoretischen Betrachtungsweise logischer,
D mit den anderen Parametern simultan zu schitzen.

5.8.2. Identifikation
In Kap. 4.9.1 wurde gezeigt, daB die Parameter des Oszillator-Modells aus de-

nen des diskreten Modells, d.h. A*, B* und V erschlossen werden konnen. Im
vorliegenden Fall ist nur die erste Komponente von y einer Messung zuging-
lich, sodaB sich neue Probleme ergeben.

Man erhilt folgende Identifikationsgleichungen:

v, = E[z,] = HE[y;] + D, mit yi:A"eiyO + I_ZOA*i*l“iul

d.h v, = HA*iu + D = D, d.h D ist identifiziert. inj-1
= HCov(y,y)H' + RS,; Covly,y)=A*iZA® + ) A¥i-t-lyp*i-i-l
1=0

Aus Ty, = HZH'+R ist also R identifiziert.

Setzt man X=¢l, (¢ groB wegen Gleichverteilung), so hat man weiterhin:
HA*‘ZH =g eY/th[Y/Zm sinot, + cosmt] (siehe Kap. 4.9.1).

Damlt smd T nichtlineare Gleichungen fux v und 0= 1/(;) -v2/4. gegeben.

Gleichungen fiir V—fexp(As)GG exp(A's)ds sind aus den anderen I’U zu entneh-
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men. Leider sind die Verhiltnisse sehr uniibersichtlich, schon in diesem relativ
einfachen Modell, sodaB der pragmatische Weg eingeschlagen wurde, die Iden-
tifizierbarkeit iiber die Fisher-Informations-Matrix zu beurteilen [fiir das zeit-
diskrete AR(p)-Modell werden in Caines (1988), Kap. 9 hinreichende Bedingun-
gen angegeben. Die einfache Struktur der zeitdiskreten Ubergangsmatrix ist
jedoch hier nicht gegeben - einfache Restriktionen auf A spiegeln sich nicht in
A* wider!]. .

5.8.3. Maximum-Likelihood-Schitzung

Modell I (ohne MeBfehler):

Um zu vermeiden, daB die Likelihood L(Z|Y) des MeBmodells singuldr ist
(L=H8(zi—Hyi—Dxi) fiir R=0), wurde R auf den kleinen, fixen Wert R=10"2 ge-
setzt. Analysiert wurden zwei Datensitze (A:1770-1889 und B: 1749-1924; der zweite
liegt den Berechnungen von Yule (1927) zugrunde). Ausgehend von einem Start-
wert von ©,= {-1,-1,2} und 0,={46.0} findet der EM-Algorithmus nach 30 Itera-
tionen einen Punkt in der Nihe des Maximums der Likelihood. Da die Konver-
genz dort sehr langsam stattfindet, wurde eine Newton-Raphson-Nachiteration
angeschlossen, die in 4 bzw. 6 Schritten zum ML-Schitzwert konvergiert (Tab.
5.2). Die gesamte Rechenzeit (pro Datensatz) belduft sich auf ca. 135 Sekunden
( BASF 7/73 unter VM/CMS ).

Modell II (mit MeBfehler):
Schon in den friihen Arbeiten von Yule (1927) wurde die Moglichkeit diskutiert,

daB in den Daten Beobachtungsfehler enthalten sind, was zur Benutzung einer
geglidtteten Trajektorie (graduated series) fiihrte. Im folgenden wird deshalb ein
MeBfehler ¢ mit Kovarianz R zugelassen. Ausgehend von den Startwerten
G)O={-1,—1,2} und <I>O={46,1} konvergiert der kombinierte EM/Newton-Raphson-Al-
gorithmus nach 30+3 (Datensatz A) bzw. 30+5 Iterationen (Datensatz B) zum
ML-Schitzwert (Tab. 5.2).

—mg sy g D R
1770-1889 -.4578 -.6540 28.6962 45.8880 —
[ (.0722) (.1469) (2.6349) (5.7562)
1749-1924 -.5064 -.8000 30.9014 44.1756 —
(.0691) (.1454) (2.5292) (4.7823)
1770-1889 -.4153 -.4667 22.9461 46.0587 13.5181
II { (.0617) (.1397) (3.3120) (5.0901) (8.2712)
1749-1924 -.4008 -.3782 18.7669 44.5706 27.0055
(.0466) (.1032) (2.4397) (3.5703) (8.0596)

Tabelle 5.2. ML—Schitzwerte fiir die Wolferschen Sonnenflecken-Daten mit (II)
und ohne MeBfehler (I). (in Klammern: geschitzte Standardabweichungen).
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Vergleicht man Modell I und II, so fillt auf, daB die Einfiihrung eines MeBfeh-
lers zu einer Verringerung des ProzeBfehleranteils und der Dampfung ¥y fiihrt.

Eine Betrachtung der Formeln fiir die stationdre Kovarianz (siehe Kap. 4.9.1)

— 1/w2 O
Zs_g /ZYI: Om0 1

zeigt, daB - konstantes Z und mg vorausgesetzt- y und g2 proportional sind.

Die Unterschiede zwischen Datensatz A und B werden aus einer Betrachtung
des Kurvenverlaufs in den Jahren 1749-1770 und 1889-1924 verstandlich: die
Schwankung der Sonnenflecken ist in diesen Jahren geringer, sodaB die statio-
nire Kovarianz fiir Datensatz B geringer ausfallen sollte. Man erhdlt in der

Tat:

. 37.08 .0 : 34..33 o |
1770-1889: b3 =[o 25.0‘;| ; 1749-1924: 21_{2{ 0 24.43]

Von Interesse ist weiterhin die geschitzte Periodendauer T=2‘r|:/u)=2'rc/((x)(‘)Z—YZ/LL)V2

der Oszillationen. Man erhilt:

Autor (og Y a b ® T
Bartlett 3631 3186 71,4255 7272 5812 10,8111
Yule (R) 3961 4231 71,3425 6550 5928 10,5998
Yule (G) 3289 2200 “1.5153 8025 5628 11.1639
IA 4578 ,6540 1.1965 .52088 5923  1B8.6873
I1IA 4153 4667 T1.3065 6271 6007 18,4597
IB 5064 8688  T1.1151 4493 5886 18,6756
IIB .4008 3782 71,3623 6851 6842 18,3394

Tab. 5.3: Schitzwerte verschiedener Autoren fiir die Sonnenflecken-Daten (Zei-
traum 1749-1924; 1770-1889 fiir IA und IB). Die Schitzungen von Yule(G) und
Bartlett beruhen auf geglatteten Daten (graduierte Reihe).

7Zu beachten ist, daB die Resultate von Yule (1927) mit einem zeitdiskreten

AR(2)-ProzeB der Form

Yiez ¥ @Yjq * BY; =
gewonnen wurden. Eine Umrechnung der Parameter in das kontinuierliche Mo-
dell

¥+ vy + ofy =gl
ist niherungsweise moglich, wenn man die L&sungsansdtze y(t)~exp(At) und
y;vexp(hilt) einsetzt (Stérterme weglassen) und dann die Koeffizienten ver-

gleicht. Man findet (vgl. Bartlett 1955, S.315):

a = -2exp(yAt/2) cos(wAt) ; b = exp(-7)
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Umschreiben der Differentialgleichung auf eine Differenzengleichung fiihrt auf
Yisz * @Y * by; = v, :

wobei es sich jedoch bei v; um einen Moving-average-ProzeB handelt (v, ist mit
V;,1 korreliert, wihrend u, in Yules Gleichung weiBes Rauschen darstellt (hierzu
ausfiihrlich Bartlett (1946)). Die Schitzwerte von Bartlett beruhen auf den Kor-
relationen, die mit Yules graduierter (gegldtteter) Reihe gewonnen wurden
(Bartlett 1955, S. 315). - ' . '
Aufféllig ist, daB trotz groBerer Unterschiede in den Schédtzungen fiir die auto-
regressiven Parameter die Resultate fiir die Periodendauer T wenig schwanken.
Die zeitstetigen Resultate von Bartlett sind dhnlich zu Modell IIB (mit MeB-
fehler) .

In Anbetracht der Unterschiede in den Schitzungen zwischen Modell I und II
ist zu fragen, welches der beiden (bzw. weitere konkurrierende Modelle, z.B.
mit hoheren Ableitungen, Trends etc.) das bessere ist. Zur Wahl der Modell-
Ordnung (Modell-Identifikation) kann das Konzept der Kompensierten Likeli-
hood herangezogen werden (vgl. Azencott u. Dacunha-Castelle 1986), bei dem
die Anzahl u der Parameter und deren quantitative Ausprigung simultan als

Maximum

[u,/\eu] = argmax A (u,0 ,Z)
u, @uelRu
der kompensierten log-Likelihood A=1(® ,Z2)-8(u,M) berechnet werden, wobei §
als Kompensator bezeichnet wird (M=Anzahl der Beobachtungen). Anschaulich
gesprochen muB3 der Zuwachs an Likelihood bei groBerer Parameterzahl (besse-
rer Fit) kompensiert werden, um eine Uberparametrisierung und entsprechende
groBe simultane Konfidenzintervalle zu vermeiden. Am bekanntesten ist hierbei
das Akaike-Informationskriterium (AIC), bei dem als Kompensator die Anzahl
der Parameter gewidhlt wird. Es fiihrt jedoch zu einer Uberparametrisierung, die
mit endlicher Wahrscheinlichkeit eintritt (d.h. U ist nicht konsistent fiir M=co).
Im folgenden werden 4 Kriterien (siehe Azencott u. Dacunha-Castelle 1986, Ko-

ehler u. Murphree 1988) ausgewertet:

Kompensator
Akaike u
Schwarz u/2 log M

Azencott u. Dacunha-Castelle 1/2 u(1+u)(1+¢)loglog M (e klein, hier=1073)
- Rissanen u log M
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Fiir Modell I und II ergibt sich:

I 11 I II
Lik -394.5 -393.5* -578.6 -571.8%
AIC -398.5 -398.0 * -582.6 -576.8"
SIC -404.1% -405.0 -588.9 -584.7%
AD : -410.2% - -4165 -595.1* -596.5
R -413.7% © -417.0 -599.3 -597.7%
u 4 5 4 5
M 120 120 , 175 175
Zeitraum 1770-1889 1770-1889  1749-1924  1749-1924.

Im Zeitraum 1770-1889 favorisieren die Kriterien SIC, AD und R das Modell
ohne MeBfehler, wihrend fiir- den gréBeren Datensatz mit 175 Beobachtungen

eher Modell II bevorzugt wird.
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6. AbschlieBende Bemerkungen

Hauptziel der vorliegenden Arbeit war es, die ‘Maximum-Likelihood-Parameter-
schitzung zeitstetiger dynamischer Systeme im Rahmen kontinuierlicher und
diskreter Messungen durchzufiihren. - ‘ A

Die Methodik, implementiert im Softwarepaket LSD, ist nun auch fiir mathema-
tisch weniger interessierte Anwender eine reale Alternative zu Programmen wie
LISREL geworden, die nur eine statische oder approximativ dynamische Model-
lierung (Trapez-Methode) zulassen. Zusitzlich zur Parameterschétzung (exaktes
diskretes Modell, diskret/kontinuierliches State-Space-Modell) werden Module
zur Simulation und graphischen Darstellung der untersuchten Modelle angebo-
" ten. Die verschiedenen Méglichkeiten werden in einer speziellen Programmbe-
schreibung genauer diskutiert.

Aufgrund der Komplexitit des Modells sind eine Vielzahl von Erweiterungen
moglich. Dies betrifft einerseits die Mdglichkeit, unterschiedliche Zeitintervalle
At, zuzulassen. In diesem Fall miissen die Formeln auf zeitabhingige Parameter
wie z.B. AT:exp(AAti) etc. erweitert werden. Man erkennt jedoch wieder, daB
die Parameter des zeitstetigen Modells davon unberiihrt bleiben.

Eng damit verkniipft ist das Problem von fehlenden Daten (missing data), die
mit Hilfe des in Kap. 5 diskutierten EM-Algorithmus aus den erhdltlichen
Daten geschitzt werden kénnen. Dazu ist es jedoch erforderlich, im MeBmodell
(5.1.1) eine zeitabhingige Output-Matrix H; einzufiihren.

Die Approximation der exogenen Variablen stellt einen wichtigen Punkt dar.
Wenn diese nicht kontinuierlich erhiltlich sind und keine weiteren Annahmen
iiber die funktionale Form vorliegen, enthilt das exakte diskrete Modell (trotz
der Bezeichnung!) immer einen Spezifikationsfehler, der zu Verzerrungen fiihrt,
die sich auf alle Parameter auswirken (die Wirkung von x(t) ist ja liber ein
Tiefpassfilter [exp(-As)Bx(t;+s)ds vermittelt). Fiir die Interpolation der exoge-
nen Variablen zwischen den Messungen ist eine Vielzahl von Methoden mog-
lich, die auf jeweils unterschiedliche Funktionen der Systemparameter A und
B und deren Ableitungen fiihren. Eine Alternative bestiinde darin, alle GréBen
als endogene Variablen zu behandeln. Das entstehende Identifikationsproblem
muB dann aber durch Restriktionen oder unregelmiBige Zeitabstdnde ausge-
schaltet werden.

In Panel-Studien kann man davon ausgehen, daf3 die verschiedenen statistischen
Einheiten eine gewisse Heterogenitdt aufweisen, die sich z.B. in einer unter-
schiedlichen Dynamik ausdriicken kann. Man wird so auf Modelle mit Personen-
effekten gefiihrt, die als fixe oder zufillige Parameter behandelt werden. Im
additiven Fall erlaubt das Zustandsraum-Modell (5.1) nach Erweiterung des
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Systemzustands y im Prinzip eine Darstellung, jedoch sind die entsprechenden
Systemmatrizen dann singuldr. Weiterhin fiihrt eine Heterogenitdt der Drift auf
multiplikative Terme, sodaB eine spezielle Behandlung des Problems angebracht
erscheint.

Weiterhin ist zu erwihnen, daB sich mit Hilfe des Zustandsraum-Modells auch
integrierte .Daten (flow data) behandeln lassen. ' . ‘
Eine sehr interessante Erweiterung stellt schlieBlich die Behandlung raum-zeit-
licher Modelle dar. Haufig, wie z.B. in der Meteorologie, stehen nur Messungen
an diskreten Orten (MeBstationen) und zu diskreten Zeitpunkten zur Verfiigung.
Es stellt sich daher die Aufgabe, aus den pai’tiellen Differentialgleichungen der
Hydrodynamik exakte diskrete Modelle fiir die MeBpunkte abzuleiten, deren
Parameter zu schitzen und optimale Interpolationsfunktionen und Prognosen
fiir beliebige raum-zeitliche Gebiete abzuleiten.
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Anhénge:
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Anhang 1: Das McDonald-Swaminathan-Kalkiil

Im folgenden soll eine kurze Zusammenstellung der wichtigsten Formeln des
Matrix- Kalkiils von McDonald u. Swaminathan ( M/S 1973, M 1976 , S 1976;
siehe auch Magnus u. Neudecker 1988) und der wichtigsten Matrix-Operationen

gegeben werden.

A1.1 Matrix-Produkte

Sei A: I x Jund B: I x J ; Die I x J -Matrix A # B = A B, , i=l.I, j=l..J ,
heiBt Hadamard-Produkt (elementweises Produkt).

Sei A: Ix]J und B: KxL. Die IKxJL-Matrix A @ B = AiJ.B, i=1...I, j=1....J, heiBt
(rechtshindiges) Kronecker-Produkt.

Sei A=[a1 eeeneB ] eine ixj-Matrix. Dann ist die spaltenweise Vektor-Operation

als
|
col(A)=] . ijx1
2
definiert.
!
Sei A= [ ) ] eine ixj -Matrix. Die zeilenweise Vektor-Operation lautet:
i
o
rowm(A)=| . ijx1
o

i

Es gilt : col A = row A" ( AT A )

row ABC= (A ® C') row B

col ABC = row C'B'A* = (C' ® A) row B' = (C* ® A) col B
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A 1.2 Matrix-Ableitungen

Sei Y (X) : txu eine Matrix-Funktion von X: rxs.
Dann heiBt

0Y/dX = 9 (row Y)' /0 row X : rsxtu

McDonald-Swaminathan-Ableitung von Y(X) nach X.
In Komponenten gilt:

3Y/3X = 0Yy /0X; 5 i=lur, joliws, kelowt, =l

Da die Matrizen Y und X vektorisiert werden, spricht man auch von Ableitun-

gen in Vektor-Anordung. Mit Hilfe des Differentialoperators
/90X = [3/3X,1, /X prerren-d/OX, T

kann man auch schreiben

0Y/dX = /90X (row Y)'
= 3/0X ® (row Y)'

Definiert man dagegen 0/0[X] als rxs-Matrix mit den Komponenten 0/0x;;, so
ergibt sich die Ableitung in Matrix- Anordnung

[0Y/0X]= 0/3[X] ®Y

(siehe hierzu die Diskussion in McDonald 1976 . Wenn X speziell ein Vektor ©

ist, erhdlt man also

[oY/00] =

.....

wobei 9Y/00; eine txu-Matrix darstellt.

Sei Z=Z(Y(X)) eine Matrix-Funktion ( Z: rxs, Y: txu, X: vxw ).
Dann gilt die Kettenregel:

( 9Z/0X) = (dY/9X) (9Z/9Y)

VWXI'S vwxtu tuxrs
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Produktregel: 0/0X[ Y(X)Z(X) ] = (9Y/0X) (I, ® 2) + (OZ/3X)(Y* @ L)
wobei I, eine Einheitsmétrix der Ordnung u ist (X: mxn, Y: uxv, Z: vxw).
Folgerung: sei A und B konstant = 3/0X| AY(X)B = 9Y/0X (A™® B).
Ableitung des I'.ogarlthmus‘ einer Deternﬂnante; |

/90X log |X| = row X T
wobei |X|=Determinante von X und X T=X'"1
Ableitung der Spur:

9/0X tr X = row Ip ; X: pxp
A1.3 Irreduzible Matrix-Ableitungen

Sei S eine symmetrische Matrix. Dann ist die irreduzible Matrix-Ableitung L

folgendermaBen definiert:

L = 9S/9S

1000

0110

0110

0001

Man erkennt, daB L singuldr ist.

Weiterhin hat man: L row A = row[A + A' - Diag A].

Bsp.: S=[i 2] . => L=

Sei X: mxn. Dann heil3t Em’n= 0X ' /0X Kommutationsmatrix.
Dieser Name ist aus folgenden Relationen verstdndlich (A: nxm):
0X'/0X row A = Em,n row A = row A'.
Daher gilt ( A: mxn, B: nxo, C: oxp )
: E, ., row ABC = row CB'A’
=> Ep’m(A ®C') row B=(C°®A ) row B’
= (C'®A) Eo,n row B
Da B beliebig ist, gilt

E, ,(A®C) = (C"®A) E_
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Al.4. Partitionierte Matrizen

Bisher wurde angenommen, daB die Elemente der Matrizen skalare reelle oder
komplexe Zahlen sind. H&ufig sind Matrizen jedoch in Bldécke unterteilt, sodaB
im folgenden die Matrix-Elemente wieder Matrizen sein konnen:

A ={ Av].lj bs A axB.

ij i

A A ab
Bsp.: A= [AQJAQE :' wobei A= [é: cflJ etc.

In Komponenten gilt also: A = Aij"‘B y =L, s o=l ey, B=1....Bj.
Um einen unendlichen RegreB zu vermeiden, miissen auf der untersten Ebene

die Elemente Skalare sein.

Partitioniertes Matrix-Produkt
Fiir "normale” Matrizen gilt: AB = Z Aiijk .
|

Fiir partitionierte Matrizen definiert man analog
AB = ; ABu

wobei das Matrixprodukt als
= B
AiJ.Bjk—g AP BEY

definiert ist (die Blécke miissen selbverstindlich zusammenpassen) .
Daher gilt AB = Z% ABB BT
1

Dies stimmt mit dem unpartitionierten Produkt diiberein. Tiefer verschachtelte

Produkte werden analog definiert.
Partitioniertes Kronecker-Produkt
Seien A und B partitioniert. Dann heif3t
A®B= A, @B, = A,*P B
Partitioniertes Kronecker-Produkt. Das Kronecker-Produkt ® wird also auf die

Elemente von A und B ( die wieder Matrizen sein kdnnen ) angewandt, bis man
auf der Ebene der Skalare angelangt ist ( a ® b = ab, falls a und b skalar ).
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Partitionierte Vektor-Operation

Sei A = Aij ; i=1...I, j=1....J partitioniert. Dann heiBt

row A“
ROW A = | row A, | = A2
ij
row A, 3
partitionierte zeilenweise Vektor-Operation (analog fiir COL) .

Es gilt
ROW ABC = (A ®® C') ROW B,

-wobei (C‘)ij=(Cji)‘ der ij-te Block von C' ist.
Partitionierte M/S-Ableitung

Sei Y(X) eine partitionierte Matrix-Funktion der partitionierten Matrix X.
Dann heiB3t

o[Y]/o[X] = o[ROW Y]/[ROW X]
Partitionierte M/S-Ableitung . Die Rechenregeln aus Al.2. gelten analog, wenn
man ® durch ®® und row durch ROW ersetzt.
Da nichtpartitionierte als trivial partitionierte Matrizen betrachtet werden kon-
nen (Aij=skalar), wird folgende Vereinbarung getroffen:

Alle Matrix-Operationen sind in partitionierter Form zu verstehen und werden
rekursiv auf allen Ebenen der Partitionierung angewandt, bis man auf der ska-
laren Ebene angelangt ist. Zur Vereinfachung werden die in A.1.2. definierten

einfachen Symbole verwandt.

Bsp.: i) A ®B = Aij ® By= Aij"‘B ® Ble8 .Wenn Aij‘“B und ka’g Skalare sind,

ist man am Ende der Rechnung angelangt.

ii) row A = row By B AP
j ij

iii) 9Y/0X = 9Y,; /0X; = dlrow Y,)'/ & row X = oY, B /ax, ¥
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Anhang 2 : Maximum-Likelihood-Schitzung

Sei X={X1, ......... XN} eine Zufallsstichprobe mit der gemeinsamen Dichte
. @) . Dann heiBt f, betrachtet als Funktion des Parametervektors © :

uxi, Likelihood-Funktion
L@; X) = f(xi’ ...... Xpys )

lzlog L heiBt Log-Likelihood-Funktion. Da log eine monotone Transformation
darstellt, kann das Maximum von L auch bzgl. | gesucht werden.

0 = arggqax L(©;X) = argmax 1(6;X) heiBt Maximum-Likelihood (ML)-Schitzer.
& . !
Wenn | differenzierbar ist, kann © als Nullstelle des Gradienten s=01/00 ge-
funden werden. Die Zufallsvariable s(0;X) :uxi, heiBt score-Funktion.
Theorem A2.1.
Der Erwartungswert der score-Funktion verschwindet, d.h.
E[ s ]=0.
Beweis: (Mardia et al. 1979, Kap. 4).
Die Kovarianzmatrix von s wird Fisher-Informations-Matrix genannt, d.h. mit
Theorem A2.1 gilt
. F = Cov(s,s) = E[ss'] : uxu
Theorem A2.2
Sei s(©;X) der score und t eine Funktion von X und ©. Dann gilt
E[st'] = 0/00E[t] - E[ot/00]
Beweis: ( Mardia et al. 1979, Kap.4 )
Corrollar 1: wihle t=const. =>E[st']=0 V t =>E[s]=0.
Corrollar 2: sei t=s. => F=[ ss'] = -E[ds/00] = -E[0?1/00?%], d.h die Fisher-In-
formation kann als negativer Erwartungswert der Hesse-Matrix gewonnen wer-
den. '
Theorem A2.3. (Cramer-Rao-Ungleichung)
Sei t(X) ein unverzerrter Schitzer von © (d.h. E[t]=0). Dann gilt
Cov(t) 2 F! (d.h. Cov(t)-F! ist positiv semidefinit)

Beweis: (Mardia et al., a.a.0)
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Theorem A2.4.
Unter diversen Regularitits- und Identifizierbarkeitsbedingungen (siehe Caines

1988, Theorem 3.2, S. 317) gilt:
Sei Xjeseesas X  eine Folge unabhingiger und identisch verteilter Zufallsvariablen.

i) Dann ist der ML-Schitzer @N stark konsistent, d.h.
lim @N =0 (fast sicher)

ii) YN (@N - ® ~ N(0,JY) fiir N>w, wobei J=lim 1/N F = lim /N E@[ss‘]
die skalierte Fisher-Information ist.
(Asymptotische Normalitit des ML-Schitzers).
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Anhang 3 : Analytische Ableitungen der reduzierten Parameter

" Behauptung 1:
dA*/06 = 0A/30 * t [ diag row E; |t

- (4..12)
At.eli At i=j
mit E, = { Ce Mt _g XjAt
T % i)
i~
t=TTIT®T
und A =T 1AT
Herleitung:

Sei ®(s) = eAS . Dann ist A¥ = ®(At) Lésung der Matrix-Differentialgleichung

(A3.1) ®= AD ; @) =1
® , . Dann erfiillt ¢ die Differentialgleichung:

Sei weiterhin ¢(s) = 00(s)/0A =

0/0A( AD )

O = 30/0A =
= JA/0A (IQ@ @ ) + 00/JA (A Q1)
=1 ®edS + (A ®])
Mit den Abkiirzungen H, = I ® A und H, = A ®1 gilt:
(A3.2) $= e Hps + ¢ H,
= ¢(s) = PO e HiS

Losung der homogenen Gleichung: ;L\= ¢ H,

wobei {(0) = d®(0)/90A = 0O
Allgemeine L&sung von (A3.2) :

P(s) =|:f eHyu e Hu du ] e Hys
)

A V@A -A"®A=0)

Da weiterhin H, und H, vertauschbar sind ( [ H, ,H, ]
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kann man schreiben
S
(A3.3) d(s) = I:f elH,- H)u du:l e Hs
(0]

Falls nun H, = H; nichtsingulér wire, hitte man das Endresultat
GAL) = OA*/0A = (1®A - A @)1 [e( T @AM _ oA @1) At ]

Dies ist jedoch nicht der Fall, wie man mit Hilfe der Eigenwertzerlegung
A=T1AT

leicht zeigen kann. Man findet namlich
g=t! ( Hp~ Hy) ¢ =I®A—A®I=u2—u1
= Diag ( 0, A=X 5 Ag=X i X=Xy .0 5 Xg= Ay, D Wy U )

(A.3.3) 14Bt sich nun explizit auswerten :
S
d(s) = 1 [ fe #e du :I ess ¢t
. ,

= t[diag row E1] !

At e>i At i =
mit E, ij = { e Mbt _e XAt
)\.._ )\.j l"l:J

1

Mit Hilfe der Kettenregel 0A*/00 = (0A/30)(dA*/0A) findet man schlieBlich
0A*/00 = 0A/3© * 1 [ diag row E, |t

q.e.d.

Formel (4.13) kann auch mit Hilfe der Taylor-Entwicklung von exp(AAt) und
der Eigenwertzerlegung hergeleitet werden (vgl. Jennrich u. Bright 1973, Kalb-
fleisch u. Lawless 1985 ) . Etwas kompakter geschrieben gilt dann

[A%e ]=T[ @' [ A JT)=E | T si=st.u



- 114 -

\ *
row ' (A @1)

und 0A*/00 =

.\ *
row * (A @u)-

Die Aquivalenz der Formeln kann unmittelbar mit Hilfe von

[ diag row X]row Y = row (Xan
und
(row ' B) ( A'®C ) = row * ABC

eingesehen werden.

Behauptung 2

(4..13) OV/90 = 0A/I0 * V/IA + 90/00 * oV/dQ

At
mit  OV/3Q = 3/00 [ exp(As)Qexp(A's)ds
O

= (e“‘At— I(p?) )ot'T ;
o =ARI+I®A

und JV/JA = [c)oc/c)A] # [ (-« T®al) ( I(p?) ®[( e*At — 1(p?))row Q] )

+ (0%t /30 ) (T ® row Q) :I

Il

da/dA = 3/3A (1(p) ® A + A ®1(p) )

[ 1(p?) ® row' I(p) 1[ 1(p) ® E(p,p) ® I(p) 1[ I(p*) + E(p,p) ® E(p,p) ]
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et 30 = & [diag row F, :Ic'i

. At eXi At i=j
mit F, = { o Xidt _g Xjae
X3~ Xj it]

im Xj

c=1 T ®¢

und x=tlat=1®A+AQI

Herleitung :

Mit Hilfe der Produktregel findet man ( die Symmetrie von Q ist in 0Q/00 be—'
riicksichtigt)

At
aV/90 = /30 [ exp(As)Qexp(A's) ds
(0]

At

= fexp(A‘s) ® exp(A's)ds
o}
At

= fexp( a' s )ds
(0]
= (é“‘At—I(pz) )a_T

0V/A = [a/0A | * [oV/ou]

1

[aa/c)A:l [ (da™t /da) ( I(p?) ®[( e*At _ I(p?))row Q] )

+(c)e°‘At /da) (T ® row Q) ]

Weiterhin gilt mit Hilfe der Ableitungs-Regeln fiir Kronecker-Produkte ( vgl.
Magnus u. Neudecker 1988, S. 184 )

2/0A [ A®1p | = [16) @ row 1(p) ] [1(p) ® Elp,p) ® 1(p) |

/oA Up) ®A | = /oA [ A®lp | [ Epp ®E@p ]
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SchlieBlich kann et /da mit Hilfe von Formel (4.12) und der

Ersetzung
A* —> o als
o [diag row F, ]0_1
geschrieben werden, . .
At eXi At i=j
mit F1 = { e XiAt _g XjAt
X % i¥]j
o=t T ®r1
und y=tlat=10A+A®I
g.e.d.
Behauptung 3:
[ovse, ] = f[ A*(;u(s)] Q A*(s) (1)
' 0
At
# f A*(s) Q [ A%y (5)] (1
u
0
At
t f A*G) [ Qg 1 AM(s) (1)
u
0
u=l......... u
_ 1 T
wobei 1% Z [Tl[A ]T] [Tba Ejaar The :Iadf [T QT :'df
adf
u=1,...U; b, h =l....p
At CXx_+ Af At 1 ( x A e )AL
ﬁ' a +
[ at Mf - (Xa+xf)2|:e a J -1 :I s a=d
E3 adf
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H:f = Z [ T ! [ Q@u] T L ]‘ge I:TabE2be Tfe ge
be

b e
Beweis:-
(I)
At
[AL (s)]1Q A™(s) ds =
o At

-1 = - T X .
f [A@]ij Tba Tai Elad Tjd Tdc ch Tef e ~f° 8f'g T gh ds
o
At

Fiir das Integral E__ ¢ = f E_4q(s) e Aesds

(o)

findet man

At ( X_+ )xf)At
. & e _ 1 X+ Xg)At _
[ at Mf (Xa+xfi2[e 2 1 :l ; a=d
ESadf =

. = 1 (PN Ae VAL
mit EZbe ——*X;TXe— I:e bt te -1 ]

Damit ist (I) gezeigt.

(ID
At At
f A*()[ Qg 1 A% (s)ds = f T, €S T Qgeg T de € 25T, ds
0 0
- =1 -1
- Tab T bc Q(Bcd T ed Tfe E2be

q.e.d
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Anhang 4: Fisher-Informations-Matrix des exakten diskreten Modells

Fiir die Fisher-Informations-Matrix gilt:

F=Eg|[ ss |=-Eg[ 0%1/00% ]

- [oe*/00] F* [s0*/00]

mit F* = —'E@[ 22 1 /00* ]:h

[NT/2 (VIQVTH) 0 _ 0 4 0 0 ]
0 VI®E[ Y] V!®EG[Y|X’ 0 0
0 Vi® X Eg[ Y] Ve XX 0 0
0 0 0 w2 (271e =71) 0
0 0 0 0 Nz
Beweis:

Kniipfen wir an Kap. 4.3 an, so gilt fiir den Score:

Eg[s(©, Yo, Y,)] = [ 00%00 |* Eg[ o/ e@*] =0

mit 30% /00 = [Vg. A%, BY, 2o, 1o |
und [ o1/ 0e* | = [ 2T row[ vt (W= v )vt]

row[ V1 U Y ]
row V' U X ]

N row[E1 (R - 2)z1 |

Nrowl:Z_l(m —[.L):l ]



- 119 -

Mit Hilfe der Kettenregel kann man dann fiir die 2. Ableitung schreiben

ar00 | [ oerr00 | x [ a1/ 06 ]}
(320%/002)( 1 ® alsee*) + ( a%1/00 ©%)( [20*/20T @1, )

(220%/00?)( 1 ® al/00*) + [00% /00 ][ 0%1/00" | [s0*/00 ]
Damit gilt zundchst F = Eel: s s ] = -Eq l: o2 1 /002 :I

-[oe*700 | E* [00*/00 | 2

9217002

2 %2
“Eg[ 02 1/00* .
Es geniigt also, die Ableitungen der Score-Funktion und deren Erwartungswert
su berechnen. Man findet ( alle Matrizen frei, Restriktionen erscheinen in

00%/00 )

mit E*

Ableitung nach V :
2/ov( row[ VSt (W - Vvt ] ) = (oviivev)[1 @ (W-v)V7 ]
+ (a(w-v)zav) (Vi @ vY)

v (ov iz ov)[ (W-V)VTieT]
Da jedoch E[W:I:V gilt und W nur von A* und B* abhingt, findet man einfach

E{ o/aV( row[ V "1 (W - V)Vt ] )} =-(vievt)

Die Erwartungswerte der Ableitungen der anderen Komponenten des Scores

verschwinden, da E[UY']=0 und E[U]=0 bzw. die Komponenten gar nicht von V

abhingen.

Ableitungen nach A%

(OW/0A®) (Vvie v
1/NT o/A*(uu) (viie v
NT [ (QU/0AMT ® W)
U /AMU ®1) | (vie v

070A* (row[ V(W= Vvt
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Nun ist QU/0A®)= -1 ® Y und (QU/0A™) = -(I ® Y) Epp (vgl. Anhang 1)
Da jedoch E[YU'] verschwindet ( die Zuwidchse u, sind von den Zusténden y,
unabhingig, verschwindet obiger Ausdruck.

Weiterhin hat man '

2/0A*( row[ vVt U Y |)

(su/oa*)(viey) = -vieyy

o/oa*( row[ VT U X | = (u/eA¥)(vie@X) = -V @YX

Die anderen Komponenten des Scores hdngen nicht von A* ab und verschwinden..
Ableitungen nach B:
2/0B* ( row[ V"1 (W - v )Vl ]) = 1/nT o/0BH(UW) (V7@ VT
= /N7 [ (QU/0BM(I © W)
U/eBHU @D | (VI Vv

Nun ist (9U/0B®= -1 ® X und (9U'/0B¥) = (1 ® X) E_ (vgl. Anhang 1.
Da jedoch E[XU'] verschwindet ( die Zuwichse haben Erwartungswert O ),

ist obiger Ausdruck O.
2/0B*( row[ VI U Y ]) = (ou/oB*)(VI @ Y') = -V @ XY
2/0B*( row[ vVt U X ] = (eu/eBY)(viex') = -viexx

Die restlichen Ableitungen verschwinden.
Ableitung nach Z:

E{ osos(row[ 21 (R - 32021 ]) }= - (s @37

da E[l R ] = Z und analog zur Ableitung nach V.

E[ 0/03% row[Z1 (m -u) ]} =E[ez oz (1@ mw )} =0

da E[(m] = u.
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Ableitung nach p:
3/dp row T HR-2)Z7! = OR/op) '@ =7

N
= /N Y [~u/ow 1 (yy-0) - Gw/ow [ o0 ® 1] ]=te st
.oi=1 ) . . .

Da jedoch Ely,J=u, verschwindet der Erwartungswert.

o/d¢ row E Hm-p) = -Qu/opET @ L) = -=7L

Wiederum sind die anderen Ableitungen = O.
Zusammenfassend erhdlt man

F*=-E[021/00%2] =

"NT/2 (VIQVTH) 0 0 0
0 VieE[ Y| V!®EG[Y|X’ 0
o Vi® XEg[ Y] V'®e XX 0
0 0 0 vz (271e =)
0 0 0 0

q.e.d.
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Anhang 5: Asymptotische Eigenschaften der Score-Funktion und der Hesse-Matrix

Behauptung 1:

Sei 1/N )’ x_ <o und

I/Nantx‘r < oo (%)

ns

1. gm-lim /N (31/90) = 0

N—>c

2. gm-lim /N YY' = lim /N E[ YY" ]

N—> o N—->c

3. gm-lim /N YX" = lim I/N Y |x

N—>c

Beweis:

N> -

Zuvor ist folgendes Lemma erforderlich :

n
Beweis: E | x_ - ¢ |2 =

Da beide Terme auf der
q.ed.

Xx_ —2> ¢ (deterministisch) <=> E[xn ]—> ¢ und Vl:xn ] —>0

VI: K= c] + Ez[xn - c]
Vixa ]+ [ E(x,) - <]

rechten Seite positiv sind, ist die Behauptung gezeigt.

1. Der Score des diskreten Modells ist durch folgenden Ausdruck gegeben

(vgl. Abs 4.3):

o7 oe* | = [ NT ow[v-t(w-v vt
[ ] [ |

1.1. Es gilt W = (1/NT)

2
row[ viu Y |

row|:V_1 ux ]

I; row[Z_l( R -2 )2'1]

Nrow[Z“l(m —u)]» J

uu' = (i/N1) Y uu,, o mit B u e, | =V

und fiir die Komponenten von u (u® =u2,  , a=l..p) :
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éov[ua uP,uc ud] = E[uaub ucud] = E[uaub]E[ucua]
Mit Hilfe der Formel . '

E[ijk1] = E[ i e[ k1] + E[ik JE[jt ] + E[it JE(jk | - 2 E[i JE[j JE[ k Je[ 1]
wobei El:ij]E }é[uiuj] etc., die le-icht mit Hilfe der .charakteristischen funktion
fiir die Normalverteilung abgeleitet werden kann, gilt

_ Cov[ua ub,uc ud] = yacybd 4 yadybe
und somit Cov| W2P, Wed| = (1/nT)2 § vacvbd 4 yadybe —s> 0 fiir N—>o

Damit ist die Quadratmittelkonvergenz von W gegen 'V gezeigt ( elementweise
Konvergenz impliziert die Konvergenz der Norm ).

2. (/n) UY 2>0 ,
denn E[( 1/n) UY' | =0

und Cov[uayb, uc yd] = E[ udyPuc yd ] - E[uayb:lE[ uc yd:l

y ac E[ybyd]

Weiterhin ist

E[ynt Init. ]: Covliynt’yx;t] * Une Hne

= Zp o+ U Hpe

sodaB fiir das Verschwinden der Kovarianz von ( 1/N) UY' die Konvergenz von

/N Z untu‘ nt

ausreicht. nt
t-1

Aufgrund der Formel p_, = A¥ty + Z A=l g™ x
s=0

ist hierfiir 1/N Z X <@ und 1/N Z X e x‘ns< o hinreichend . q.e.d.

1.3. (1/N) UX' —2—> 0,

denn E[( 1/N) UX‘] = 0 und
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E[u xP u xd] = E[uaxb]E[ucxd]

= yac xb yd

CovI:u ayb 4 de]

Wiederum geniigt die Konvergenz von 1/N Z X ¢ X' pe o+ UM die Kovarianz von
( i/N) UX' im Limes N—>w zum Verschwinden zu bringen.

1.4. Auch fiir die Komponenten des Score, die zur Anfangsbedingung Y, geho-
ren, 148t sich die Behauptung leicht nachweisen:

R=1/N Y (¥,0W,ou) —2—> %

denn E[R] =
und Cov[(yno - wrly_o- WP, (¥,0- W<Guot)d ] = 3a¢ ybd , sad ghe

E[m] = E[: 1/N Z yor.:l und Cov[m,m] = 1/N 3 > 0 fiir N —> .
Damit ist Teil 1 der Behauptung gezeigt.

2. qm-lim /N YY' = lim 1/N E[YY'] , denn

N—>

E[ /N YY ] = UN Y E[y, ¥'e= N D {cov (Ve Ymed + toe tne |

- VNZ(Zt * e Hoe )
Dieser Ausdruck konvergiert wiederum, wenn die in der Behauptung geforderten

Bedingungen an die Exogenen x erfiillt sind.

Weiterhin kann man fiir die Kovarianz von 1/N YY" folgenden Ausdruck ableiten :
1/N22COV|:}' tybt’yms yi'ins :] =1/sz EI: yitySls]EI:ysths
nts
* El:ynt yns :lEI: yntyns ]

- 2B ¥3e JE[¥ e JEL v 55 JE[Y 55 ]

ac bd bd ac , b d
—1/N Z Z Z * z u‘ntuns * Zts l'Lnt: l‘Lns
nes dsb d b
a e} bc a
2:t'_ 2:t'_ + Z nt U‘ns + 2 nt u’ns
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wobei I = Cov[yrlt s Yiig :l und Unt=E[ynt]

Fiir die Konvergenz dieses Ausdruckes zu O im Limes N —> o geniigt wieder-
um Bedingung (*) aus der Voraussetzung.

3. Die Behauptung fiir 1/N YX"' folgt mit einer analogen Argumentation.

Q.E.D.

Analoge Bedingungen fiir die Exogenen miissen auch bei Konsistenzbeweisen gefor-
dert werden ( vgl. hierzu Anderson 1971, S. 203 ff. ).
Mit Hilfe der obigen Grenzwerte findet man also:

qm-lim 1/N [021/002] = lim /N [00*/20 JE[ 021/00*2 | 06*/06 |
N—>c N—>

=-lim(/N) F
N—>

Damit ist auch im Falle trajektorienweise verschiedener exogener Einfliisse gezeigt,
daB Hesse-Matrix, Fisher-Informations-Matrix und die modifizierte Fisher-Infor-
mation ( Erwartungswerte weggelassen ) asymptotisch dquivalent sind .

Fiir trajektorienweise gleiche Exogene gelten selbversténdlich die iiblichen Resultate

( insbesondere ist hier /N ¥ p_ = ¢, und I/N X p_p' o=@, w ).

Mit Hilfe des starken Gesetzes der groBen Zahlen 148t sich unter etwas anderen
Bedingungen an die Exogenen sogar fast sichere Konvergenz nachweisen:

Behauptung 2 : sei Z xnt/n2 < o und Z Xy Ko /n? < o (%)
n

n

> 0 (fast sicher)

1. /N (31/90)

2. /N YY' - /N E[YY'] >0 (fs)

> 0 ( f.s.)

3. 1/N YX' - /N E[Y X

Beweis:

Obige Behauptungen folgen aus dem starken Gesetz der groBen Zahlen von

Kolmogoroff.
Dies laBt sich wie folgt formulieren ( siehe Shiryayev 1984, S 364 ff.)
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Sei £ eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen mit endlichen 2. Momenten.

Seien b_ positive Zahlen mit b —> o und

R AEE

. o . .
Dann gilt ( S,y - E[ Sy 1)/ by—> 0 ( fast sicher ), wobei Sy = E
N N N A N n

Insbesondere, wenn bn=‘n, gilt

> 0 ( fast sicher )

(SN-E[SN])/N
1.1 Wie im Beweis der vorigen Behauptung gezeigt wurde, gilt

Vabcd - Cov[ua ub,uc ud:l = yacybd | Vafivbc s Z yabed sp2 o

und damit 1/N Z u,u - I/NE Z U W > 0 (f.s))
n n
Dies impliziert W - V = 1/NT > u_ uy, - V >0 (f.s.)
n §
1.2. UY" = Z U, ¥, : Die einzelnen Summanden sind unabhdngig, da

a) alle Trajektorien unabhingig sind und
b) fiir t<s gilt Eluyuy ] = Elu,y.y JE[u_] = O und E[u,y ]=0. (entsprechend

fiir t>s). B

b b b d
Weiterhin ist Cov[uillt S uit ynt:|= Ve ( th TR TR
Daher geniigt

g X_./n?> < o und E X . x> /n® <o (%)
nt nt ns
n n

um die Voraussetzungen des Gesetzes der groBen Zahlen zu erfiillen.

1.3. UX' = Z U e Xpe E[UX‘]=O und die einzelnen Summanden sind unabhingig. .
nt )

Weiterhin hat man Cov[uflt X Et, u‘r:lt X r‘lit]= yac x:t xgt . Wieder sind mit
(#%) die Voraussetzungen erfiillt und es folgt
1/N UX' -1/N E[UX'] —> O (f.s) => 1/N UX" > 0 (f.s.)

2. YY" = Z (Z Yot 'nt ) =Z T, - Die einzelnen Summanden {  sind unabhéngig
n & n-

und fiir die Kovarianz der Komponenten gilt
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COVI:Cn,Cn:I= Z COV[}' nty nt ’ yCns ydns:l
ts
=2 1 H rtrs o v 2
. ts ; '
+ E[ Yae vos JE[ vyEovS, ]
- 26 i JElvR JELvRs JE[vRs ]}
:Z {ztasczbd+ thsd atuns + zac nturclis
. - ngzbc * zbc at u’ns Zad u'bt u'nS }
wobei I, = Cov[y]nt ¢ P :l und unt=E[ynt]
Z X_,/n* < o und Z Xpe Xos /n? < o (%) garantiert also wiederum die

n n
Konvergenz der Summe Z Var[C;‘b ] q.e.d.

n

3. YX'= D (D YneXne ) =2, Ca-
n t n

ie Kovarianz der Komponenten hat man

Damit ist

d

Cov[ o Cn] = Z COV[)’ita Yos ] xgtxns

ZZ nt ns

Z Var[Cgb ] konvergent, wenn Z X e Xos /n? < Q.E.D.
n

n
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