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§1 Einfiihrung

Ein Grund fiir das starke Interesse an sogenannten Superionenleitern
ist die MOglichkeit des Einsatzes dieser Materialien als fester
Elektrolyt in Festkdrperbatterien. Zum Beispiel 1&8t sich mit ei-
ner Na-S-Zelle und dem Ionenleiter B-Alumina eine bis zu 20-fach
hdhere Energiedichte (Wh/Kg) als im konventionellen Blei-Akkumu-
lator erzielen.

Vom physikalischen Standpunkt aus werden Superionenleiter durch
eine fliissigkeitsartige Beweglichkeit einer Ionensorte charakteri-
siert,widhrend der andere Teil der Substanz ein periodisches Raum-
gitter (Kifig) bildet.Drei typische Beispiele,die sich in der Di-
mensionalitdt (Anisotropie bzgl. der Beweglichkeit) unterscheiden,
sollen die Situation illustrieren:

In der «t-Phase von Ag-J bilden die J -Ionen ein bcc-Gitter,wdh-
rend Ag sich flissigkeitsartig darin bewegt.

B-Alumina besteht aus Schichten von Spinelblocks,zwischen denen
sich Na-Ionen 2-dimensional bewegen(Fig.1) . Die Leitfédhigkeit
hdngt von der Frequenz ab(Fig.2b).

Ein drittes Beispiel ist der quasi-eindimensionale Leiter Hollandit,
der eine kanalartige Struktur aufweist.

Superionenleiter vereinigen somit sowohl Eigenschaften von Fest-

kérpern als auch von Flissigkeiten. Fig.2a illustriert die hohe
Leitfdhigkeit von verschiedenen Materialien,die in der GrdBSenord-

nung fliissiger Elektrolyten liegt.

Zum theoretischen Verstidndnis der Leitfdhigkeit wurde eine Be-
handlung als klassisches Vielteilchensystem vorgeschlagen.Die im
Vergleich zu Elektronen groBe Masse von Ionen 148t dies als ge-
rechtfertigt erscheinen. Da dieses Vielteilchenproblem nicht di-
rekt und exakt lO8sbar ist,liegt es nahe,Modelle zu behandeln,wel-
che einzelne Aspekte des Problems herausgreifen.

7zum Beispiel steckt man in einem Einteilchenmodell die Wechsel-
wirkungseffekte in phinomenologische Parameter wie Reibungskon-
stante oder Einteilchenpotential. Man geht von der Vorstellung
aus,daB die mobile Ionensorte eine Brown'sche Bewegung in einem
periodischen Kidfigpotential ausfiihrt,wobei die komplizierte Dy-
namik des Kdfigs die stochastischen Krdfte liefert,welche wiede-
rum iber das Fluktuations-Dissipations-Theorem mit Reibung und
Temperatur verkniipft sind(K3). Das Ion-System ist also an ein
Wirmebad der Temperatur T angekoppelt.

Fiir niedrige Temperaturen kann dieses kontinuierliche Diffusions-
modell auf ein diskretes Hiipfmodell reduziert werden,welches wie-
derum einen effektiven Parameter, die Hipfrate o enthdlt,die
implizit Vielteilcheneffekte berlicksichtigt und von der Tempera-
tur des Widrmebads abhdngt.

Gewisse experimentelle Befunde wie z.B. Phaseniibergdnge,Beob-
achtung von kurzreichweitiger Ordnung durch R&ntgen- und Neutro-
nenbeugung geben jedoch Hinweise darauf,daB das Einteilchenmo-
dell unzureichend ist.




Die explizite Mitnahme von Wechselwirkungen zwischen den Ionen
fiihrt dann auf ein echtes Vielteilchenproblem,welches z.B.mit
Hilfe von Mori's Projektor-Technik und einer geeigneten Approxi-
mation fiir die sog. Memoryfunktion behandelt werden kann.

Auch hier lassen sich wieder kontinuierliche und diskrete Modelle
unterscheiden. Durch Vergleich der analytisch ausgefiihrten Modell-
rechnung mit Experimenten oder Molekulardynamikrechnungen la&aBt
sich ein Einblick in die Relevanz der verwendeten Modellvorstel-
lung gewinnen. Einen Uberblick von benutzten Ansdtzen findet man
z.B. in neueren Ubersichtsartikeln(D1,B2).

In der vorliegenden Arbeit soll hauptsédchlich die Frage unter-
sucht werden,wie sich eine Wechselwirkung zwischen den beweglichen
Ionen auf die dynamische Leitfdhigkeit auswirkt. Dies wird im Rah-
men eines HUpfmodells behandelt.

Ein Hiipfmodell geht von der Vorstellung aus,daB die IOnen an Git-
terpldtzen sitzen,jedoch nach einer gewissen Zeit zu einem anderen
Platz hiipfen.Die Flugzeit Tf soll sehr viel kleiner sein als die
Verweilzeit Tes ,damit der Hiipfvorgang gut definiert ist. Die HiUpf-
wahrscheinlichkeit wird durch eine Rate o« (T) gegeben,welche die
7zeitskala des Prozesses setzt und die Dynamik des Kdfiggitters
wiederspiegelt.

Wechselwirkung zwischen den Teilchen kann durch Raten,welche von
der Umgebung des springenden Ions abhdngen,beriicksichtigt werden.
Im einfachsten Falle kdnnte diese WW darin bestehen,daB man Dop-
pelbesetzung von Pldtzen ausschlieBt,also mit "harten Kugeln" ar-
beitet. Modelle dieser Art sind bereits nichttrivial.

Hier soll jedoch noch ein Schritt weitergegangen werden durch
die Beriicksichtigung eines effektiven kurzreichweitigen WW-Po-
tentials zwischen den Ionen. Obwohl ein langreichweitiges,coulomb-
artiges Potential realistischer wére,ist dies fir die Diskussion
der Leitfihigkeit eine sinnvolle N&herung(vgl.§2).

Wie sich zeigt,beeinfluBt die im Rahmen des Modells in gewissem
MaBe willkiirliche Wahl der Sprungraten das Ergebnis stark,sowohl
in qualitativer als auch in quantitativer Hinsicht.

Die Relevanz des 1-dimensionalen Modells liegt z.B. in der Tat-
sache begriindet,daB verschiedene reale Substanzen wie B-Eukryptit
oder K-Hollandit eindimensionale Kanalstrukturen aufweisen. Darii-
berhinaus sollte die Dimensionalit&dt fiir die dynamische Leitfd-
higkeit keine entscheidende Rolle spielen,solange man nicht in
der Nihe eines Phaseniiberganges ist. Die 1-D-Resultate werden da-
her zumindest qualitativ von Bedeutung flir hdherdimensionale Sy-
steme sein. Die Rechnung in einer Dimension hat den Vorteil,daB
man das Problem zwar nicht exakt,jedoch besser behandeln kann.
Insbesondere lassen sich statische Korrelationsfunktionen,die man
hiufig bendtigt,in einer Dimension leicht analytisch ausrechnen (
vgl.§6). Der schon erwdhnte starke EinfluB der Sprungraten auf
die Leitfdhigkeit 1&8t sich hierdurch leicht verfolgen,wdhrend in
hdheren Dimensionen vorgenommene Ndherungen diesen Aspekt ver-
schleiern kdnnen.



Khnliche eindimensionale Hiipfmodelle wurden lbrigens auch benutzt,
um den Transport von Protonen in biologischen Membranen zu behan-
deln. Hier spielen jedoch nichtlineare Effekte in der Abhdngigkeit
des Protonflusses von der Konzentration eine interessante Rolle (K6) .
Andere Beispiele sind die Bindung von Sauerstoff in Molekiilen des
Himoglobintypus (A1) und die Bewegung von Ribosomen entlang Boten-
RNS (M1) .

7zu dem vorliegenden eindimensionalen Modell gibt es bis jetzt
folgende Rechnungen:

a) Kikuchi (K4)
Dieterich,Peschel u. Schneider (D2)

Die in beiden Arbeiten gewdhlten Raten sind zwar verschieden, fih-
ren jedoch beide auf eine frequenzunabhdngige Leitfdhigkeit. Die

Temperaturabhingigkeit der beiden Resultate ist vdllig verschie-

den.

b) Kimball u. Adams(K2) berechneten ¢ auf einem halbgefillten
Ring mit N=6 bzw. 8 Pldtzen. Die Leitfdhigkeit ist frequenzab-
hdngig. Es wird die Vermutung geduBert, daB die Approximation im
Hinblick auf groBe Systeme relativ gut sei.

c) Richards (R2) diskutiert olw) fir w =0 fliir ein System gekoppelter
linearer Ketten. In (R1) wird eine N&herungsl&sung flir cw) einer
linearen Kette bei kleiner Teilchendichte angegeben.

Die vorliegende Arbeit enthdlt unter anderem folgende Resultate:

a) Die Leitfdhigkeit cw)wird flir verschiedene Wahl der Raten und
verschiedene Stirke der Wechselwirkung berechnet. Dies geschieht
mit Hilfe einer Kettenbruchentwicklung der Stromkorrelationsfunk-
tion.

b) Eine exakte Bedingung dafilir,daf ¢ unabhdngig von der Frequenz
ist, wird angegeben.

c) Es werden Vergleiche mit Resultaten fir kleine Systeme(d.h. mit
ca. 10 Plitzen)gezogen. Dabei zeigt sich,daB die Ergebnisse nicht
immer mit denen des thermodynamischen Limes ibereinstimmen.




§2 Definition des Modells

Die Gitterkonstante ist fiir alle Betrachtungen unwichtig und wird
der Einfachheit halber gleich 1 gesetzt.

2.1. Beispiel: Hiipfmodell unabhdngiger Teilchen (Random wWalk)

Wie in der Einleitung schon erwdhnt,werden hier die Wechselwir-
kungen zwischen den Teilchen und mit dem Kdfig nur implizit be-
riicksichtigt, indem man diese Einfliisse in eine effektive Hipfra-
te = hineinsteckt. Dies ist etwa im Sinne einer Molekularfeld-
ndherung. Die flir kleine Abstdnde wirksame Ion-Ion-Repulsion,wel-
che Doppelbesetzung von Pldtzen ausschlieBt,wird weggelassen.

Die Situation: Unabhdngige Teilchen bewegen sich auf einem Ring
mit N Plitzen (d.h. periodische Randbedingungen) stochastisch von
Platz zu Platz. Dies heiBt,die Wahrscheinlichkeit ¢ fir ein Teil-
chen,nach links oder rechts zu hiipfen,ist bestimmt durch ein War-
mebad der Temperatur T. Im einfachsten Falle ist pro Sprung die
zuriickgelegte Entfernung nur eine Gitterkonstante. Modelle dieser
Art sind seit langem bekannt(siehe z.B. (C1)).

Der mittlere Teilchenstrom von 1. nach

/E{; 1+1 lautet
,,,,,,,, ® .
— L W1 Jp = Moot

wobei M, die Wahrscheinlichkeit ist,ein
Teilchen auf Platz 1 zu finden.
Analog fiir den Strom von 1l+1 nach 1 :

- T My

=n unabhingig vom Ort und der totale mitt-

Im Gleichgewicht ist n;

lere Strom lautet:

5 = j+»4‘ i, = 0

Eine Vorstellung fiir das Temperaturverhalten der Rate o((T)1ldBt
sich einfach gewinnen,indem man sich den Hlipfvorgang als Bewegung
in einem periodischen Potentialgebirge vorstellt. Dies ist insbe-
sondere eine sinnvolle Vorstellung fiir Superionenleiter,wo die
nicht mobile Ionensorte ein Raumgitter bildet.

AV
Die Modellvorstellung einer Brown'schen Molekularbewegung in ei-
nem periodischen Potential geht fiir niedrige Temperaturen KT L\,
in ein Hiipfmodell {iber.Details dieser Prozedur findet man z.B.in

(D1) .



Sie beruht darauf,die Diffusionsgleichung in eine diskrete Glei-
chung zu iliberfilhren,analog wie man von der Schrddingergleichung
zu einem Tight- Binding-Problem i{ibergehen kann. Fir die Rate «(T)

findet man dann: x /M—"
— - \
AL(T) ~ ¢ 7°

Dies wird als aktivierter ProzeB bezeichnet (Arrheniusverhalten).

LiBt man auf das System eine externe Kraft F(t) wirken,so dndert
sich die Rate. Die Potentialbarriere fir einen Sprung in Feldrich-
tung wird:

~

+ _
Vo = Vg Et

Damit erhdlt man fir die Raten mit Feld:

IB)= Mt - mot™
- & moFl)
Die Leitfdhigkeit ¢ ,definiert als j/F,ist somit einfach:

(O
o T M (2.2)

unabhdngig von der Frequenz des Feldes F.




2.2. Vielteilchenhiipfmodelle

Im Gegensatz zu dem trivialen Bild in §2.1. sollen nun Wechselwir-
kungen zwischen den Teilchen explizit behandelt werden. Aus prak-
tischen Griinden muB man sich auch hier auf einen Teil aller WW be-
schrinken,sodaB der Rest wiederum effektiv berilicksichtigt wird.

2.2.1. Statische Eigenschaften

Wiederum soll ein Ring mit N &guivalenten Pl&dtzen betrachtet wer-
den. Ein Zustand des Systems wird durch einen Satz von Besetzungs-

zahlen n=(n, , ,n,) beschrieben,wobei
o 1 Platz i besetzt
My = { 0 Platz i leer (2.3)

Dies bedeutet,daB Doppelbesetzung von vorneherein ausgeschlossen
ist,was einer WW wie zwischen 'harten Kugeln' entspricht.

Die Energie einer Konfiguration ist gegeben durch eine sogenannte
Gittergashamiltonfunktion.

H‘(v ( p"‘"”) =Tt ,ii/\/‘\n/\/\ v __i; }4’!‘* L M U
v v

Es wird also nur eine WW zwischen ndchsten Nachbarn beriicksichtigt.
¢ >0 korrespondiert zu Anziehung,wdhrend £<0 AbstoBung der Teil-
chen beschreibt. Das chemische Potential}kbregelt die mittlere

Besetzungszahl des Rings.

(2.4)

Diskussion : Grunds&tzlich hat man in einem Superionenleiter ei-
ne kurzreichweitige Ion-Ion-Repulsion und die langreichweitige
Coulomb-WW. Neben dieser sog. direkten WW gibt es auch eine in-
direkte WW,welche i{iber Deformationen des Kéfiggitters wirkt.

Wihrend durch das Gittergasmodell eine kurzreichweitige Repul-
sion bereits eingebaut ist,wird der langreichweitige Teil des
Coulombpotentials hier durch eine WW zu ndchsten Nachbarn er-
setzt. Fiir die Berechnung der Leitfihigkeit ist dies jedoch m&g-
lich,da es in diesem Falle geniigt,ein effektives,kurzreichweiti-
ges Potential zu bericksichtigen,soweit es sich um gqualitative
Betrachtungen handelt(D1).

Der Grund hierfiir ist,daB in geladenen Systemen die Leitfdhigkeit
die Stromantwort auf ein internes elektrisches Feld beschreibt.
Das externe angelegte Feld wird durch die kollektive Antwort des
Systems,vermittelt durch die Coulomb-WW ,abgeschirmt (K3) . Fiir Io-
nen,die von den anderen weit entfernt sind,kann das elektrische
Feld durch ein mittleres Feld approximiert werden,welches den
langreichweitigen Teil der WW bereits enthidlt.0 ist dann ndhe-
rungsweise durch das WW-freie System gegeben. Dies korrespondiert
zur Random-Phase-Approximation (RPA). Fiir kleine Absté&dnde spielt
jedoch die Ion-Ion-Repulsion eine Rolle,welche durch ein effekti-
ves,kurzreichweitiges Potential beriicksichtigt wird. Dies geht
also iliber RPA hinaus.

Daher ist die Wahl einer WW zu ndchsten Nachbarn eine physikalisch
verniinftige Annahme zur Berechnung der Leitfdhigkeit.
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V6llig &dquivalent zu (2.3) und (2.4) ist die Verwendung eines
Ising-Spinformalismus,definiert durch

O=\T,, ... ON)
T4 Platz i besetzt
OLW JL (2.5)
.= A Platz i leer

und der Ising-Hamiltonfunktion

He- 07 005w
L

PR (2.6)

"

Der 'ferromagnetische' Fall 0> 0 entspricht hier Anziehung der
Teilchen,wdhrend der 'antiferromagnetische' Fall 140 AbstoBung
reprdsentiert. Das Magnetfeld h; regelt wiederum die mittlere Be-
setzungszahl des Rings.

Der Zusammenhang zwischen beiden Formalismen ist

]

U= 3 (oy4n)
£=43
FUpr €)= Uy

Wir nehmen an , daB die Gleichgewichtsverteilung durch die Boltz-
mannverteilung

(2.7)

- Hlo) /KT
Pol(o) = ‘% e &)/ (2.8)
beschrieben wird,wobei
— = H(@ /KT
3:‘; L 6 (2-9)
o

die Zustandssumme ist.
Eine statische Spinkorrelationsfunktion wird definiert als
CTi o Tiwd = L %% Ty, P (T)
o

(2.10)

Das vorliegende Modell hat (fiir h=h) die angenehme Eigenschaft,
daB Z und beliebige Korrelationsfunktionen mit einer Transferma-
trixmethode exakt berechnet werden konnen (Anhang Al1). Die Thermo-
dynamik des Systems ist damit vollstandig bekannt. Es zeigt einen
'Phaseniibergang' nur bei T=0.



_‘lo_

2.2.2. Dynamische Eigenschaften

Durch Vibrationen des Kidfiggitters werden nach einer mittleren
Verweilzeit die beweglichen Ionen von Platz zu Platz hiipfen. Im
benutzten Spinbild bedeutet dies,daB durch Ankopplung an ein War-
mebad eine zeitliche Verdnderung der Konfiguration o durch Spin-
flip-Prozesse mdglich sein muB. Solche sog. kinetischen Isingmo-
delle (K1) werden durch eine Ratengleichung(Mastergleichung) cha-
rakterisiert. Man betrachtet die zeitliche Verdnderung der Wahr-
scheinlichkeit p(ut),die Konfigurationc¢ zur Zeit t zu finden (H1) :

2 pEen= L T o) Pty @
<j_I

Die Matrix T beschreibt tiberginge zwischen @ und ¢'und soll im
folgenden Transfermatrix genannt werden. Sie ist im wesentlichen
durch die elementare Ubergangswahrscheinlichkeit W(g=t')gegeben,die
Eigenschaften des Wdrmebads (Temperatur)und Wechselwirkungseffekte
zwischen den Ionen enthdlt.

Tloo) - wiehe) - 6l Wim =) (2
o

Der 1. Term auf der rechten Seite beschreibt Gewinnprozesse fir
die Konfiguration ¢ ,wdhrend der 2. Term den Verlust angibt.
Mit der Anfangsbedingung

Plo,0) = Soo (2.13)

d.h. zur Zeit t=0 liegt die Konfiguration o' mit Sicherheit vor,
ist plp)swW(@tle)) eine bergangswahrscheinlichkeit. Dann folgt so-

fort
T(est
Wlot o)) = e (2.14)

Startet man mit o' ,so soll das System nach langer Zeit im thermi-
schen Gleichgewicht sein,d.h. man fordert

o wiotle!) = P.(v)
unabhidngig von o'. t e
Dies wird gewdhrleistet durch die Bedingung 'detaillierter Balance'.
(siehe z.B. (H1))

(2.15)

o (@) WiT= o) = B () W(T'> o) (2.16)

Trotzdem gibt es noch unendlich viele Mdglichkeiten fir Wio=0'),
sodaB alle diese verschiedenen dynamischen Systeme in die selbe
Gleichgewichtsverteilung hineinlaufen. Die Wahl von W(E>e')ist ein
wichtiger Punkt,da alle dynamischen GroBen wie z.B. die Leitfdhig-
keit stark davon abhingen(siehe §3).




= =

Zeitabhéngige‘Spinfunktionen/Akﬂt)kbnnen nun wie folgt definiert
werden:

Alety= Z A Wi tie) = Afgt) o (EOE 20
ok VG' -

A&G]Q)CL/\UT)
In Matrixnotation liest sich dies als

Alt)= Aw = /'\eT—t (2.18)
A(t) erfillt die Bewegungsgleichung

— 1L _ s
,,%_A(-t):%\\e-rn Ae TT = AT + LAW) (2.19)

mit dem 'Riickwdrtsoperator' L=TT (2.20)

Zwischen zwei Spinfunktionen Alg), B(c) 188t sich ein Skalarprodukt
definieren: . *
LAIRS = LAT3 D (2.21)

Fiir Alc) soll auch ,wenn es bequem ist,die Diracnotation |A) benutzt
werden.
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§3 Konstruktion der elementaren Ubergangswahrscheinlichkeit VJ(U—>OD

3.1. Allgemeine Eigenschaften

w (—=¢') ist mikroskopisch sowohl durch die WW des nicht mobilen
Teils des Ionenleiters mit den Ionen,als auch durch die WW zwi-
schen allen beweglichen Ionen bestimmt.

Der vibrierende Kifig ist ein Wdrmebad der Temperatur T flr das
System beweglicher Ionen und gleichzeitig ein periodisches Medium,
welches bevorzugte Aufenthaltsorte der Ionen definiert.

Da die Wahl von Wwlooe')die Resultate entscheidend beeinfluBt,wlir-
de man sich gerne von einer verniinftigen physikalischen Uberle-
gung leiten lassen. Man kénnte z.B. von einer Diffusionsgleichung
fiir N wechselwirkende Teilchen(D4,P1) ausgehen und versuchen,die-
se wie im Einteilchenfall(§2.1) auf ein Hipfmodell zu reduzieren.
Dabei zeigt sich ,daB abhingig von Details der Ion-Ion-WW,kompli-
zierte Hiipfmodelle mit Mehrfachbesetzung einer Potentialmulde und
Hiipfprozessen,wo mehrere Teilchen gleichzeitig {iber mehr als ei-
ne Gitterkonstante springen,resultieren.

3.2. Né&herungen

Die im folgenden verwendete,mdglichst einfache Rate,hat folgende
Eigenschaften:

1) Teilchenzahlerhaltung

2) Detaillierte Balance

3) wir-a') 148t nur Ubergdnge zwischen Konfigurationen ¢ ,c’
zu,die sich um 1 Teilchensprung unterscheiden,und zwar

um 1 Gitterkonstante.

Dies 1l&Bt sich durch folgende Gleichung ausdriicken

wilo= o) = 2 Wle) 8 (79') (3.1)
L
wobei A= Sg o) &cmrnﬁ{ljbw1gqﬂgy il

genau 1 Sprung zwischen 1 u. 1+1 zuldBt und W (@)mit detaillierter
Balance

W () Po(m) = W) Pol ) (3.3)
die Sprungrate zwischen 1 u. 1+1 numerisch festlegt.
3.3. Konstruktion von W, (0)
Wenn keine explizite WW(d.h. nur 'harte Kugeln') berilicksichtigt
wird,muB man J=0 setzen in (2.6). Dann ist W_ einfach durch
(3.4)

iwh, = % \/\" i’ruq—\.h)
A~
-
Y

® % .

gegeben.
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Ein bereits besetzter Platz ist also blockiert und kann nicht an-
gesprungen werden. Wie in §2.1. erwdhnt,enthdlt « die 'nackte'
Potentialbarriere: N /KT'

L~ e

Nimmt man eine explizite,kurzreichweitige WW J#0 mit,so beeinflus-
sen die Teilchen auf den Pldtzen 1-1,1+2 die Hipfrate. Es finden
sich folgende M&glichkeiten:

_QQ/\’Q~ oL,

[ (41 Lt2,

'/\ 4 - c,

N
__;‘_w". 0 ! OLZ
R o
Die Raten hdngen jetzt von der Temperatur T und der Wechselwirkung
J ab. Der EinfluB der Besetzung von 1-2,1+3 wird nicht betrachtet.
Dies wdre nur sinnvoll,wenn die Glttergashamlltonfunktlon (2.4)
auch WW zu den Uberndchsten Nachbarn enthielte.

Bei dem ProzeB o3 d&ndert sich die Zahl der n&dchsten Nachbarn um
1,d.h. die Energie &ndert sich um 4J. Die Rate /4 ist gleich der
Ruckrate von ol3 ,sodaB beide iliber detaillierte Balance verkniipft

S oz = WI/KT (3.5)
oty

Weiterhin ist es verniinftig, o/; mit der 'nackten' Rate ¢, zu iden-

tifizieren. Man hat also die 3 Parameter

o (3T)
oly = < (T) (3.6)

L3 QT{T)
Im WW-freien System(J=0) sollten die Raten gleich sein:
(3.7)

3.4. Physikalisches Bild zur Wahl von o,,... <%

Um die freien Parameter o/, ndher zu bestimmen,soll ein intuitives
physikalisches Bild benutzt werden.

Wir nehmen an,daB am Ort 1-1 ein Teilchen sitzt und ein repulsi-
ves WW-Potential Vww(v) erzeugt,welches bis zum Ort 1 auf 4J,bei
'141/2"' auf 4JV und am Ort 1+1 auf O abgefallen ist. Zeichnet
man Vww zusdtzlich zum periodischen Potential ein,

043 ’\/WW T VVJ&;-.G
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so erkennt man,daB flir ein Teilchen,das von 1 nach 141 springt,
die Potentialkuppe um 4JIV angehoben wird. Flir die Bestimmung der
Hiipfraten reicht also der EinfluB von V,liber 1 Gitterkonstante
hinaus. Dies erweitert den Rahmen eines reinen Gittergasmodells.
Der Abfall des Potentials zwischen 1 und 1+1 wird durch den Para-
meter "V gemessen. Die Potentialdifferenz zwischen Kuppe und An-

fangspunkt 1 des Teilchens lautet
Vo - Y121 + %13t~
und die zugehOrige aktivierte Rate ist

~ (o~ 412 F 4N ) ST
N o,( 0 J & (3.8)
da es fiir die Sprungwahrscheinlichkeit nicht auf den Endzustand
ankommt .
Kombiniert man Kdfigpotential und Wechselwirkungspotentiale fir

die Prozesse «; ,soO erhdlt man folgendes Bild

B2,V

oLy

Wl
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Nimmt man wieder ein aktiviertes Verhalten an,so ergibt sich

oLy - o . w2 A- v/ Y

oAy = L

oLy - Oé@/—wwv)/wr (3.9)
oLy = 4N /WK

wobei of = Womuk, - o VO/UT

Die Raten (3.9) erfiillen insbesondere detaillierte Balance. Die-
se Raten sollen im folgenden benutzt werden.

Fiir die Wahl V=:5 erhilt man die Raten von Kimball u. Adams(K2),
widhrend v=0 diejenigen von Kikuchi (K4) liefert.
Dieterich,Peschel u. Schneider(D2) wdhlten:

oa= o
oAy = ol (3.10)
olz= L (N~ FTomnZI/KT )

oy = ot | N+ touan 29/KT )
Die obige Uberlegung ist &hnlich zu Argumenten von Richards(R2)
und Kikuchi (K7) .
Alle Raten und somit auch die Transfermatrix (2.12) sind propor-
tional zur nackten Rate o< .Man kann deshalb o¢ mit der Zeit t zu
einer dimensionslosen Zeit Tt zusammenfassen. Im Frequenzbereich
hat man entsprechend f1=w/i<. Der Einfachheit halber soll im folgen-
den deshalb -/ gesetzt werden.

3.5. Zusammenfassung

Driickt man die 4 Hiipfprozesse of; in Spinvariablen aus,so findet
man fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit w,(v) in (3.1) folgenden
Ausdruck

\!\I\ \G) - \,\J‘» kq—q'g‘x i g\r{qg 011’1.. )
| ) ) | I ‘
& Ql‘" O T ia ) ‘LKOZA""”‘{.Z )'T %‘("- o 1) OL"'] 1+ Gies O’L*L)

- (311
%‘[g%+4*)+Qx§Yi%)GLMUJ(Nﬁkﬁh%§j ( )

Fiir verschwindende Wechselwirkung (J=0) reduziert sich (3.11) wie-
der auf das Resultat(3.4) fiir harte Kugeln. Der Faktor(/-o9u)bringt
also das Blockieren des Hiipfprozesses zum Ausdruck,wenn 1 u. 1+1
besetzt sind.

' Legt man an das System ein externes Feld F(t) an,so kann man zei-
gen,daB (vgl.§2.1) _

_ v
W lr) = W, (N+ T T ) (3.12)




-16-

§4 _Definition von Strom und Leitfidhigkeit

4.1. _Kontinuitdtsgleichung

Da das Modell die Geschwindigkeit nicht enthdlt(d.h. man hat nur
potentielle Energie in der Hamiltonfunktion) ,muB8 man den Strom
Uber eine Kontinuitdtsgleichung definieren.

Man findet (Anhang A2)

<

a - — X -— 4 1
35 M == U )7 g ) ) (4.1)
wobei SHA:(X}UL der Strom zwischen 1 u. 141 ist.

4.2 Leitf&dhigkeit

Mit Feld F(t) é&dndert sich der Strom (vgl. (3.12))

JlF) = oW LF)

St =W - T ) (4.2)

N

i

\ A
Qk“"l T du,\
Die Gleichgewichtsverteilung R}éndert sich durch F ebenfalls:

P, > P(F) = P, + B(F) + O(FY) (4.3)
~F
Der mit Feld berechnete mittlere Strom lautet also
. _ 1 - , .
LA F)> = i WS T+ L e, T O(FY) (4.4)

Die Leitfdhigkeit : Ve du (w)‘>p
. el
olw) < )

ist mit linearer Antworttheorie(D1) durch die Kuboformel

od

Tlw) = o(e2)- & Kolt " i)
‘ 0’ | § (4.5)

/)
gegeben,wobei T(00) = g5 LWL

und j: 77 jL der totale Strom ist.
L
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4.3. Eigenschaften von ¢

1) Fiir W~-><0 verschwindet das Integral,sodaB olw) auf den Grenz-
wert o(e0) zulduft.

2) Re o(w) wichst monoton mit der Frequenz und besteht aus einer
Superposition von Lorentzkurven(H2,D2,K2).

Dieser Verlauf 148t sich qualitativ so verstehen: ¢ (&) kommt von
der Anderung der Hiipfrate durch das Feld,wdhrend die Stromkorre-
lation durch die Anderung der Gleichgewichtsverteilung zustande
kommt ,was die Leitfidhigkeit absenkt. Betrachtet man z.B. eine li-
neare Kette mit einer undurchdringlichen Barriere,so ist die Wahr-
scheinlichkeit,ein Teilchen zu finden,an einer Seite groB,da sich
die Teilchen aufstauen. Die Gleichstromleitfdhigkeit ist O,wdh-
rend die Hochfrequenzeigenschaften iiberhaupt nicht beeinfluBt wer-
den(D1) .

3) Der totale Strom lautet(vgl. (4.1),(3.11))

—

\ & j ""i(d ol : \ )
- . - C’(" ™ ,/r\.""',.f’ \ | / "
J =N QLN ey “+}A%_Olvﬁm”cﬂ}13®1+& (4.6)
Daraus findet man folgendes Kriterium
Clw) ist frequenzunabhédngig,wenn ol tcl;,~olyg — <y = 0O . (4.7)

Dann ist o(w) durch den statischen Erwartungswert

T(e0) = g <WLY

gegeben.
Die Bedingung (4.7) bedeutet anschaulich,daB die Gleichgewichts-—

verteilung durch Anlegen des Feldes F nicht verzerrt wird(vgl. (4.3)).

Dieser Effekt kommt durch das Zusammenwirken aller 4 Raten zustan-
ggigende Raten erfiillen (4.7)

1) Harte Kugeln(« ;=)

2) Glg. (3.10) (4.8)

3) V=0 in (3.9)
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§5 Diskussion von o im frequenzunabhdngigen Fall

Die Leitfihigkeit O'=gus4W.Y soll fiir die Raten (4.8) im einzel-
nen diskutiert werden. Der statische Erwartungswert<w y1ldB8t sich
analytisch leicht ausrechnen(Anhang A1l).

5.1 Harte Kugeln

o g Imy (A= <my) (5.1)

Im Gegensatz zu unabhidngigen Teilchen,wo O ~<{(Mm> ist(§2.1),steigt
hier die Leitfdhigkeit bis zu einem Maximum bei<m>=% und f&llt fir
tmy->4 wieder auf O. Dies ist eine Folge der verbotenen Doppelbe-
setzung,sodaB bei hoher Dichte die Hiipfprozesse blockiert werden.

5.2. Raten von Dieterich,Peschel u. Schneider,Glg. (3.10)

- _
S T (/\— & Tua) (N1 Fomh 29/KT) +Lo0oi > Foml, 1T/ KT ) (5.2)

Fiir starke Repulsion (J->-<) lduft g auf einen Grenzwert,der durch
die Besetzungszahl gegeben ist. !

o(Q-=-e0) 4 l2im>-1|

(5.3)
o(1=0) (12<m>=a1+4)¥
In einem halbvollen System geht ©° gegen O. O ist symmetrisch
um <my= % . Dies folgt aus der Gleichheit von ¢/, und o/, (siehe
(7.1)).
5.3. Raten von Kikuchi,Glg. (3.9).
S YR —4/U }
Oﬂ:KL\[\:E/H e /‘—\—({]—Q/ / )((’J\G’ML>+<(,TLO'WG‘UL7—(UL>) (5.4)

- QJ ZQ'LUU,|> ]

Dies Resultat wurde auch von Kikuchi (K4) mit einer Methode gewon-
nen,die er als 'Path-Probability-Method' bezeichnet(K7). Sie ist

dhnlich der Bethe-Niherung beim Ising-Modell und liefert fir die

Raten mit v=0 das exakte Resultat(vgl. auch Diskussion in (D1)).

Fiir J—-¢? hat man folgende Asymptotik

MmS ¢ a : KV O geht gegen eine durch die Besetzungs-
2 zahl bestimmte Konstante.

LMy = —/’L . \LTQ"'\J e"”c-h‘l/\/(\ N

P N o -4 KT

{m s 2 3 P W0 ~ ¢ —s

Im halbvollen System hat man einen Beitrag der WW zur Aktivierungs-
energie von 2|J|,gegeniiber 4|J|filir <M>>%Y
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5.4. Numerische Resultate

In diesem Paragraphen sollen die Resultate aus §5.2 und §5.3 ge-
geniibergestellt werden.

g aus Glg.(5.2) ist in Fig.3a als Funktion der Dichte gezeich-
net. Man erkennt deutlich die Symmetrie um <m)>=7% und den Abfall
auf O fiir starke Repulsion(halbvolles System). Die Kurve mit J/KT=0
ist das Resultat filir harte Kugeln(Glg(5.1)) .

Demgegeniiber zeigt das Resultat (5.4) ein v6llig verschiedenes
Verhalten (Fig.3b). Die Symmetrie um <w3>=7 ist nicht mehr vorhan-
den. Auffallend ist hier das starke Ansteigen der Leitfdhigkeit
mit wachsender Repulsion,wenn die Dichte <m) 3 % ist.

Verinderte Ratenwahl kann also das analytische Verhalten von
drastisch verdndern. Man vergleiche insbesondere die GrdBenord-
nung der Leitfdhigkeit in den beiden Figuren.

5.5. Kriterium fiir das asymptotische Verhalten von o’

Die Ergebnisse von §5.2 und §5.3 zeigen,daB unterschiedliche Raten
zu vbllig verschiedenem asymptotischem Verhalten von < fir star-
ke Repulsion(J— -ov ) fihren.

Man kann diesen Punkt genauer untersuchen,wenn man die Korrelati-
onsfunktionen in {Ww_ ) nach exp (-U/K7) entwickelt.

Das Ergebnis ist (flir ein halbvolles System) :

KT -0 kann nur groB werden,wenn die Rate 041schneller als exp (ARIMD)
wdchst. Das asymptotische Verhalten lautet

— — 2N/t
wuy o o~ e /M ¥ » fir Uw>‘o{)
Im Fall §5.2 ist <£,=41 ,daher geht U gegen O,wdhrend fir die

Raten in §5.3 dazeﬁmMEiSt,SOdaB o exponentiell divergiert.
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§6 Berechnung von ¢ im allgemeinen Fall

Wenn der Vorfaktor (4.7) des totalen Stroms nicht verschwindet,
muf man die Stromkorrelationsfunktion < (1) (y)) auswerten.
Dies ist der Fall fiir die Raten (3.9) mit V+$0 .

6.1 _Bewegungsgleichung fir j

Die Zeitableitung von j hat folgende Struktur(vgl. Anhang A2)
D) - - Al t
e 4 ©) L+ Yy (1)

wobei Y eine Summe von Spinprodukten mit 3 und mehr Spinvariablen
o, und Vorfaktoren aus den Raten o/; ist.
Man findet(vgl. (2.19))

—D— i B e .
ot = V=N Y (6.1)
t=0
wobei »
Y= T A 1002355 F10434S Y + 10250~ 10435 ) =2, |0A% Y + Xe | 0414
= \043> N ‘&(d"*"l’ da- J‘*) Z O Tzl Tuay = Qg ) ¢  ®
0ALRATY = L4 ) |
\ > = \qtely ~ola—oly) 4{ thwz,@u;g{xs \ St~ Tore) 9666 &

¥ b sy~ oty = 44) D 0y Ty Oiss (Tira= Oing,) 46 00 @
L :

< - A
023> = K"(n + olz"oifr - of.q_) Z OLO0us &CT\:\-L""(*U&Z ) @ @
0155 = Witdpmdy 2 o1tras a0t PPN
0AY D> g (o, oty - oLy~ ouHZ O, Oiry ( Tsa— Tsa ) 90 &

Naawy = § (lveg-oy o(@z_crcr%mw(qw Tra) 590 @

LG 1 3wy s
- N < -
‘fkt)ua'f 5°4L‘¥\+<£3 + 6 m&+)
A =L
1 (+K oz/‘-"c’il.\ozo(u)
Kltikozn_‘“dij
A= 3oy )

Im Falle ~o=b reduziert sich dies zu:

N= 2 —QIUT 2 LLYUT ANV 7S
Vinpl/aw

Ag—\/\fe/ ) 3 17 -0

’\L: 4
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Wenn die Inhomogenitdt Y in der Bewegungsgleichung (6.1) verschwin-
den wiirde,kénnte man die L&sung j(t) und damit die Stromkorrela-
tionsfunktion direkt angeben: X

<iWjmd> = Lji>e
DieserFall tritt z.B. auf,wenn man im sog. Glauber-Modell (G2,K1,
K5)mit den von Glauber angegebenen Raten die Korrelationsfunktion
<ot )om> berechnet. Bei diesem Modell handelt es sich um ein ki-
netisches Isingmodell,mit dem die Relaxation einer Magnetisierung
ins thermische Gleichgewicht beschrieben wird. Entsprechend klappt
dort jeweils ein Spin um,wdhrend es in dem vorliegenden Hipfmodell
immer Paare sind.
Im vorliegenden Fall erzeugt jedoch Y eine unendliche Hierarchie
von gekoppelten Bewegungsgleichungen. Richards(R1) vernachldssigt
Terme,die 4 und mehr Spins enthalten.
Im folgenden soll eine Momentenentwicklung verwendet werden,mit
der man im Prinzip jede Korrelationsfunktion beliebig genau aus-
rechnen kann. In der Praxis muB das Verfahren allerdings auf ei-
ner bestimmten Stufe abgebrochen werden.

6.2 Momentenentwicklung von < J(b) 1{0)D

Mit Hilfe von (2.18) kann man die Stromkorrelationsfunktion durch
die Transfermatrix T ausdriicken

iy - Lttty (6.2

Entwickelt man die Exponentialfunktion in eine Taylorreihe,so er-
hdlt man die Kurzzeitentwicklung

SRR A (6.3)

wobei Con = {jﬂ‘/\\iTM\\' > (6.4)

das n-te Moment der Stromkorrelationsfunktion ist.
Die Laplace-Transformierte von (6.2)

Y . . B - :
N> =5 Tat o™ ¢ >
N
A ‘ (6.5)
“w="1 J

148t sich mit Hilfe von (6.3) in eine formale Reihe

s

iLUW”><:%ﬂMLL

entwickeln,die Term fiir Term in einen Kettenbruch umgewandelt wer-
den kann,der die analytischen Eigenschaften von (6.5) besitzt (W1,
G3) .

)M+4 (6.6)
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Man findet(W1,S.192)
QAo

/
DLy > =
R A ~Wwrlb,- G,

—iwt o, — O, (6.7)
“w oy

Die Relation zwischen c,und den einfachsten a, ,b, lautet:

- . - C’! . _ C’z. (C;‘ B

Co=Co [ ®am T Oa= - &
In der Praxis kann man nur endlich viele Momente ,z.B. 2j Stilick,
ausrechnen. Damit 148t sich der Kettenbruch bis zur j-ten Stufe,
d.h. bis zum Koeffizienten b; angeben. Ein solcher endlicher Ket-
tenbruch hat j Pole in der komplexen (U -Ebene und soll deshalb
j-Pol-Formel genannt werden. Im vorliegenden Falle liegen alle
Pole auf der negativen imagin&dren Achse(vgl. §7.2).
Die Stromkorrelationsfunktion kann andererseits auch mit Hilfe
von Mori's Projektor-Technik (Anhang A3) umgeschrieben werden.Man
findet dann

IR a
- L W = 0 i
NS T, 1 MY (6.8)

Die GréBe M(w) heiBt Memoryfunktion und ist in Glg. (A3.2) defi-
niert. 4

Ein Vergleich von (6,7) und(6.8) liefert eine alternative Formel
fir M(W) :

Cus ‘
it oy~ Gy (6.9)
-+ g

Man kann zeigen,daB M(w=0)4 O ist(H2).
Im Vergleich zu der einfachsten Ndherung

%

-t oy
erhdht also die Mitnahme von M den Wert der Stromkorrelationsfunk-
tion bei w=90

Miw) = -

a, o .
NLJW=9) 15> = iy 2 e 0-19

und die Leitfidhigkeit wird abgesenkt.
zusammep fassend kann man sagen,daB die dynamische Stromkorrelations-

funktion auf die Berechnung der Momente (6.4),d.h. statischer Er-
wartungswerte, reduziert wurde.
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6.3. Berechnung der Momente

Die verwendete Methode ist folgende:
Man operiert mit T sukzessive auf j und erhdlt somit die n-te Ab-
leitung (Anhang A2)

DM

.’ _ A

NECER i (6.11)
'h‘.’lO

Wie (6.1) zeigt,erzeugt die Transfermatrix durch Wirkung auf J=\DA3>

neue Terme wie z.B.1042338 > ,die Spins auf bis zu 6 Pldtzen ent-

halten. Dies beruht auf der Wahl Von‘wdﬁ? ;,welches nur Teilchen-
spriinge um 1 Gitterkonstante zuldB8t. Die 2. Ableitung von j ent-
h&dlt schon Terme mit Spins auf bis zu 8 Pldtzen. Allgemein besteht
die n-te Ableitung aus Spinprodukten mit Variablen auf bis zu 4+2n
Plitzen. jT™hat eine Struktur,die antisymmetrisch gegen Raumspie-
gelung ist. Der Grund hierfilir ist,daB symmetrische Spinprodukte
wie z.B. o ©,,%:2,die in beiden Anteilen von J durch T erzeugt wer-
den,sich bei der Summation wegheben. Das gleiche gilt fir die hoé-
heren Ableitungen. Man hat also nur die antisymmetrischen Spin-
produkte auf bis zu 4+2n Pl&dtzen zu betrachten. Dadurch verringert
sich die Zahl der Terme zwar erheblich,steigt aber trotzdem unge-
fdhr exponentiell mit der Potenz von T. Fir das 5. Moment erhdlt
man schon ca. 4000 Terme, fiir das 7. schon ca. 100 O00. Weiterhin
ist in der Formel

»[ :if <'TM"\
d \\3/ N.—L‘-_M; \BN\/\\ AL/

eine Fallunterscheidung notig,wenn ndmlich die Funktion j mit jmTM'
iiberlappt. Die Formeln in Anhang A1 enthalten aber lauter verschie
dene Spinvariablen. Aufgrund der einfachen Spinalgebra o’ =/ kann
jedes Spinprodukt auf paarwelse verschiedene Faktoren reduziert
werden. Fir das O-te Momentgg‘df> ergeben sich z.B. folgende Kor-
relationsfunktionen bei Uberlappung,nachdem die Reduktion ausge-
fiihrt wurde (symbolisch)

<® ., e &
@ @ @ ®
® @ ®
® —
® ¢ & @ .
® © * @

A I

® ®

® ® ¢ O

® ®

s & O — @
R I
o O - @ :
A2 3 % S 6 %

Die restliche Summation bei Nichtiliberlappung kann explizit ausge-
fiihrt werden.
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Die Ausdriicke fiir jT"und die Uberlappung jT%j wurden algebraisch
auf dem Computer erzeugt. Mit einem verniinftigen Aufwand an Spei-
cherplatz und Rechenzeit konnten 6 Momente berechnet werden. Das

6. Moment 138t sich noch berechnen,wdhrend fiir das 7. der zur Ver-
fligung stehende Kernspeicherplatz nicht mehr ausreicht.

Diese 6 Momente ergeben eine 2-Pol-Formel fiir die Memoryfunktion
(6.9).

Die Rechnungen wurden auf einer CDC Cyber 175 ausgefiihrt.

Das O-te Moment 148t sich noch mit der Hand ausrechnen. Man erhdlt:

oo U NLii>
N - o0 :
e PR AU RETCAS

- 4 ‘ B
+ 2. ((4’;&&(%\;\;{‘{ K %‘&)-A\éd‘flb _\Q\+4‘b§)

\/\»Vq-\f \LT‘:>3+134» 2\:?] - 3(’02'“{
(65 4 e)

1 = k(”«{)‘}\o %wc\‘”(] )
V2 R SRV B PR L2H6 )+ 2 Svlf“?)}

(6.12)

e

ey

I

wobei (o5 = 24my-A
wtd = 1N- e f (6.13)

and R RS r F
= i;&f{ ( Qwv/u\ A ) 4 4J 72N A

i
b ist ein MaB flir den Abfall von Korrelatlonsfunktionen im Orts-
raum und héngt mit der Korrelationslé&dnge % zusammen

¢ 4

¢ = - ] N (6.14)
v v

Fiir ein halbvolles System reduziert sich c, auf

-~ .
(—v: L"(""‘»Oézl:l: Jﬂbf"z%’\ l(/’”bg\“) (A'\O) (6.15)

Im Grenzfall starker Repulsion(J—-<0) findet man

Dty g ) T

Mit den Raten (3.9) gibt dies das asymptotische Verhalten

49 (2Vv-1) /KT
C,—> e A R i (6.16)

{
]

Figd4 zeigt ¢, flir verschiedene Besetzungszahlen mit der Ratenwahl
V= 3 . FUr wachsende Repulsion strebt c,gegen einen von der Be-

setzungszahl abhdngigen Grenzwert,der im halbvollen System 1 ist
und fiir abnehmende Dichte sehr klein wird. Dies ist von Bedeutung
fiir den numerischen EinfluB der Stromkorrelationsfunktion(vgl.§6.4).
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6.4 Kettenbruchkoeffizient b,

LW = - <2 1ist gegeben durch(vgl.(6.1))

Y €0123S1 ) > + <on3%sl >+ L0LSIg> - LOsly )

<ilg>
ond1 32
T XL'”ZSJ> (6.17)

Mit den Raten Ny findet man fiir starke Repulsion(J—>—<0)
-}

AAaN
\OA —_ >\ —_) e/ (6.18)

Auch fiir beliebige WW-Stdrke ist b, wesentlich durch A bestimmt.
Die Restterme tragen nur einige Prozent bei,sodaB b, im Gegensatz
zU C, nur wenig von der Besetzungszahl <My abhangt

Fig 5a zeigt b, fir dle Raten m1tV~* und {m) = b . Analoge Kurven fir
Besetzungszahlen<wo#=u lassen sich in dem gewdhlten MaBstab nicht
von der gezeichneten unterscheiden.
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§7 Diskussion von G im frequenzabhdngigen Fall

Der Grenzwert der Leitfdhigkeit fiir groBe Frequenzen lautet im
allgemeinen Fall fiir beliebige Raten

A
6(00) - | | |
No KT j\ Ly Ly A Ly »

L (L ~-edy) o>
P lmo - oyt Ly - 344) <ouTiny
+ k Oén_ + °é}:";~ Oé"}r dj\{—) ‘< C‘vl CTL»’“?’) >

. 9;(' 025’*704\{) <CT£ Gb*l> -0
+ 2 (-, % oly) €T T, Tuy

-t - oLy, + L3+ oly )< T 41 Sy Tz >}

Die in §5 verwendeten Formeln sind Spezialfdlle von (7.1) .
Fig.6 zeigt o) fiir die Raten mit v-7als Funktion von J/KT. Wie
im Fall der Raten (3.10) ist das Resultat symmetrisch um-uﬁ>:%
Dies folgt wieder aus der Gleichheit der Raten <, und oy . Das
gesamte Verhalten der Funktion ist sehr dhnlich zu dem Resultat
in Ref. (D2) ,obwohl die Rate «3 hier groB wird fir J/KT —-e2, Man
kann dies aus einer Betrachtung des asymptotischen Ausdrucks fir
(7.1) verstehen:

WTolem =2 Jugre 7\«
LA ) Y A oL 2, o oLy — 2
2) 1 Y .qvn/v\__ , C '\—\— VA quk[,) (7.2)
fir <W4)*aund J—- - , ~J beliebig.
Die Rate ol¢ ,welche ¢ ' £ir V=% und /-donn 1)wrin (3.10) ist,

wird durch den Faktor e stark unterdriickt und flir das asympto-
tische Verhalten unwichtig.

Fig.7 zeigt ¢(o) fiir die Raten mit v=.% als Funktion von J/KT. Hier
ist o, #0o/y, ,wodurch die Symmetrie um<™d* 7 zerstdrt wird. Wdhrend
fiir<my ¢4 die Kurven &hnlich wie im Fall Vri verlaufen,zeigt C(e2)
fir ¢my >4 mit wachsender Repulsion ein exponentielles Anwachsen.
In einem dichten System kommen hdufig Konfigurationen vor,bei de-
nen Teilchen eng benachbart sind. Dies erhdht das Gewicht des Pro-
zesses mit der Rate o4 ,welche filir die Ratenwahl‘v%ﬁ'exponenti—
ell divergiert. Wenn die mittlere Besetzungszahl jedoch <3 ist,
gibt es fiir das System die Mdglichkeit,in einen Zustand zu kom-
men,wo kein Teilchen einen direkten Nachbarn hat. Hier erhdlt die
Rate ./, einen groBen EinfluB,jedoch bleibt diese endlich.
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7.2. Resultat fiir olw)

Im Rahmen eines Modells,das nur Relaxation,jedoch keine Oszilla-
tion zul&dBt,kann die Leitfdhigkeit mit der Frequenz nur anwachsen.
Dies gilt sowohl fiir kontinuierliche als auch fir Hipfmodelle.
Der Grund hierfiir ist,daB das Modell keine Masse enthdlt und die
Dynamik nur durch die Raten,jedoch nicht durch die Tr&dgheit der
Teilchen bestimmt ist. Selbst fiir sehr hohe Frequenzen kann das
System auf das angelegte Feld antworten und die Leitf&dhigkeit O(=9)
ist endlich. Im folgenden wird die mit 6 Momenten gewonnene 3-Pol-
Formel fiir olw) diskutiert.
Fig.8 zeigt Re Olw)foizals Funktion der Frequenz. Bei konstanter WwW-
Stdrke J beeinfluBt die Reichweite des WW-Potentials,gemessen durch
den Parameter ~ ,deutlich das Frequenzverhalten. Die Relaxations-
rate der Stromkorrelationsfunktion ist im wesentlichen durch
- 1 - <

W, =~ A = Gl ot oty + ¥ g boty)
bestimmt. Flir immer grdBer werdende Repulsion wdchst o<3 am schnell-
sten. Diese Rate erniedrigt die Zahl der n&dchsten Nachbarn und trdgt
deshalb wesentlich zur Relaxation ins Gleichgewicht bei. Je gerin-
ger die Reichweite des WW-Potentials ist,umso grdBer wird £z ,da
die Aktivierungsenergie fir diesen ProzeB abnimmt. Daher variiert
die Kurve mit dem Reichweitenparameter v-.2langsamer mit der Fre-
quenz als diejenige mit der Wahl V=.3 . Setzt man V=0,so verschwin-
det der Vorfaktor des totalen Stroms(4.6) und g(w)variiert nicht
mehr mit der Frequenz.
Eine dhnliche Tendenz ist zu beobachten flir eine festgehaltene
Reichweite (V=Winst) ,wenn die St&drke der Wechselwirkung J verdndert
wird. Je mehr sich die Ionen abstoBen,umso schneller fiihrt der Pro-
zeB L3 ins Gleichgewicht und die Variation der Leitfdhigkeit iiber
W wird langsamer. Dies wird in Fig.9 demonstriert flir ein halb-
volles System mit der Ratenwahl ~=.S.
Auffdllig an den Resultaten ist,daB die Relaxationsraten groB sind
auf der Skala der nackten Hipfrate <« . Die Ion-Ion-AbstoBung be-
glinstigt den schnellen zeitlichen Abfall der Stromkorrelation.
Einen Einblick in das Spektrum der Relaxationsraten gibt eine Un-
tersuchung der Pole und Residuen der j-Pol-Formel. Stellt man die
Stromkorrelationsfunktion durch eine Spektralfunktion g(A ) dar(H2)

O
r : - ‘ -Nt
%L\\.H’)J> = édx\’é()\)@ t - Z %LQ/ (7.3)

%

so kann man leicht zeigen,daB die Lage der Pole des Kettenbruchs

die Relaxationsraten A; definiert,wdhrend die zugehdrigen Residuen
g; ergeben. Man findet,daB das Spektrum im wesentlichen von einer
Relaxationsrate A=, dominiert wird. Es ist jedoch auch ein Anteil
des Spektrums mit schnelleren und sehr viel langsameren Relaxations-
raten vorhanden. Dieser Teil erhdlt aber mit wachsender Repulsion
ein immer kleineres Gewicht. Fig.10 zeigt als Beispiel die Spek-
tralfunktion g(A ) der 1,2 und3-Pol-Ndherung fiir die Raten mit ~/=:
und WW-Stdrke J/KT=-1.

Im Hinblick auf die starke Ratenabhdngigkeit der Resultate soll
hier kein detaillierter Vergleich mit Experimenten gezogen werden.
Die vorliegenden Ergebnisse sind jedoch konsistent mit Messungen
an B-Alumina und neueren Experimenten an AgJ (Fig.2b, (G4)).

i
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7.3 Leitfdhigkeits—-Korrelationsfaktor

Wie schon in §4.3 erwdhnt,wdchst Re ¢’lw) monoton mit der Frequenz.
Wenn das angelegte Feld zeitlich sehr schnell variiert,ist © durch
den Gleichgewichtserwartungswert der Ubergangsrate w, gegeben und
o=c(w0). Fiir kleine Frequenzen spielt auch die Verzerrung der Ver-
teilungsfunktion eine Rolle(4.4) und der Strom<, v, ,der anschau-
lich die Bewegung der Teilchen durch die so geénder%e Verteilungs-
funktion wiedergibt,verringert die Leitf&higkeit. Die GrdBe f.= Clo)/cln)
miBt das AusmaB dieses Effektes und wird auch Leitfdhigkeits—-Korre-
lationsfaktor genannt(S1).

Man findet

_ d Co (7.4)
- — . 4
Fe= A KT T (c0) o,+ Mlw=0) = /

Fig.11 zeigt f. fiir die Raten mit +V=.I,V-.% als Funktion von J/KT.
Diskussion fir V=7 :

Im Limes J/KT—>—-<Ustrebt fcagifﬁr die Besetzungszahl<M%%,wéhrend
fﬁr<M>*%-ﬁ74geht. Der Grund hierfilir ist das verschiedene asympto-
tische Verhalten von Cl=0) in beiden Fdllen:

KTole) —> 2T g cmy e 4
WY 0 (D) —> comat, . <MD 4
> 7 vy

(vgl. dazu (7.2) und Fig.6)
c,geht im selben Limes gegen eine Konstante#0 ,die durchaybestimmt
ist (Fig.4) ,wdhrend b,- ¢ /“T,unabhéngig von<tzj (§6.4,Fig.5a).

Die Memoryfunktion trdgt fir J/KT--- numerisch wenig bei(Fig.5b) .
Fﬁr<m>:% ist also

— 1 /N
. N fe - le&‘JIKTe:.Z,D/V\T 2 AN =
undfur<M>+w (7.5)
A
. _ Comtt, _
oA g e o w0

7.4 Vergleich mit dem Resultat von Kimball u. Adams(Raten\r=%}

Auf einem halbvollen Ring mit N=6 Pl&dtzen 1l&Bt sich Tlw)exakt be-
rechnen (K2). Dazu schreibt man die Stromkorrelationsfunktion in

der Form(vgl. (7.3))
. S S L
HoomT 127 4 Sl

(7.6)

S ' 2
wobei Oy, = }% Fu () § (0) %a(@)

und \TM, Aw Eigenfunktionen und Eigenwerte der hermitesch gemach-
ten Transfermatrix ~ /2, /
1= % Tpgob

sind(siehe z.B. (H1) ). Der Grundzustand Y= hangt direkt mit
der Gleichgewichtsverteilung zusammen und hat deshalb den Eigenwert
0. Aufgrund der Symmetrie des Stromoperators j (4.6) gibt es nur

11U
Yo
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Matrixelemente mit Eigenfunktionen,die bei Raumspiegelung ihr Vor-
zeichen d&dndern.

Auf einem 6-Ring gibt es nur eine solche und man erhidlt eine 1- Pol-
Formel:

/ Co
Q,(w) = Q"(‘c{)‘) - UT o 4+ Y
o \
B . (7.7)
- _ —27g/vA .
| T sl GRS v I
wobel ONR) = Uy XY/WT ¢ o WUUT
0 Yo TR+ 3
- 2N/KT Y ~ {yyuv -47/uT
Co - @™ T e Y e 1)

- 27/UY
und b, = € A A

Auf einem halbvollen 8-Ring gibt es bereits 2 solche Eigenfunkti-
onen und o ist eine Summe von 2 Lorentzkurven. GrdBere Ringe
filhren auf Eigenwertprobleme,deren Dimension schnell mit der Ring-
groBe anwdchst.

Im Limes J/KT—> -0 findet man fir (7.7)

o WICT /
Wy olw) = e — i+ o 2AMT

sodaB £, —> O strebt.

Der Grund hierfiir ist,daB o) in diesem Falle das asymptotische

Verhalten 2 UT
WT o (@) —> 1 e 72

1

hat,wdhrend im Fall des unendlichen Systems
- /KT
Ul O (e2) —> ‘l-e% as

strebt.

7.4.1 Vergleich der GroBe o&)fiir endliche und unendliche Systeme

Um die obige Diskrepanz aufzukldren,stellt man zuerst fest,daB im
Falle endlicher Ringe der Erwartungswert.Ubﬂ=ﬂ?4wﬁim kanonischen
Ensemble mit der exakten Teilchenzahl N/2 ausgeflihrt wurde,wéh-
rend die Erwartungswerte in der vorliegenden Arbeit im groBkano-
nischen Ensemble mit der mittleren Teilchenzahl {M)> berechnet wur-
den. Allgemein nimmt man an,daB flr groBe Systeme die beiden Me-
thoden immer besser {ibereinstimmen. (L1)

Es wurde daher der kanonische Mittelwert <Ww,)fiir halbvolle Ringe
der GrdBe N=6 bis N=14 auf dem Computer berechnet. Fig.12 zeigt
ole0) fiir verschiedene RinggrdBen im kanonischen Ensemble und zum
Vergleich das Ergebnis im groBkanonischen Ensemble (N= <) ). Man
sieht deutlich die Konvergenz mit der RinggrdBe,welche jedoch mit
wachsender AbstoBung immer langsamer wird.

Die folgenden Uberlegungen sollen den asymptotischen Verlauf von
() fiir J/KT—~o0 ,berechnet mit dem kanonischen Ensemble,aufkla-
ren.
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Es gilt

K- G (e0)~ \% LW >\AANON\S(,H = % Z \ML (G-) DDKG-)
(o2

(7.8)

wobei ©  Konfigurationen mit genau N/2 Teilchen sind.

Die Zustandssumme z=Z ¢ W¥T

hat fiir J—»- ¢ den flilhrenden Term

1e? ,da es 2 Konfig&}ationen mit Energie H=0 gibt,ndmlich jene,
wo jeweils ein Platz zwischen den Teilchen freibleibt. Konfigu-
rationen mit einem Paar nidchster Nachbarn ergeben schon kleinere
Beitrige der GrdBe /%" ,deren Anzahl jedoch mit der RinggrdBe

N zunimmt:

Z2=1+ 0(e¢e

L

) V)) 1> 00

Der kanonische Erwartungswert (7.8) wird nun fiir beliebige Ring-

groBe zur Ordnung

9/YT ijm Limes J > —<0 berechnet,indem man die

relevanten Konfigurationen sucht,ihren Boltzmannfaktor bestimmt
und mit der entsprechenden Rate multipliziert.

Die Raten mit V=%]lauten explizit:

L=
oly= A
-23/UT
Az = €
9/ WY
Ay - 27/
Xt o(l_nf
f\‘/\/

1
ol
3
= W~‘L|Kik\“‘§fz
Tlile
3 N
b
.
4
Oéﬁ\l 1/‘CX4
o 90 g
- \.\\\{\
‘@
RN

Z o, 6. b /W ]
o v = -Zeéuf e,
AT UT
= le B
W, e = L + 4T
% 3¢ +oe )
29/WY /KT
M ole )
20UV 43/wT
analog: e )



-31-

Verschiebt man das Teilchen von Platz 5 nach 4, so bleibt der
Boltzmannfaktor gleich,jedoch =3 —c(~/. Diese Konfiguration ist
deshalb 0(e¢*™/%T)., Andere Konfigurationen mit einem Boltzmannfaktor
von ¢™YT  und einem fiihrenden Beitrag von ebenfalls e IXT entste-
hen aus der vorhin genannten durch Verschiebung von Teilchen 7
auf 6 u.s.w. Je grdBer der Ring ist,desto mehr Mdglichkeiten hat
man. ZusammengefaBt ist also

27T Y3/ / T
Totes) - (e +oe™ V) )/ (0™ ) (72109

27 |7
Fliir festes N verhdlt sich dies wie Weflul Hilt man dagegen J fest
und 1&8t N—> 0O gehen,so tragen auch die ' 0(®™“",N)-Konfiguratio-
nen ' bei und das 16 ™" —Verhalten wird offenbar'ins Unendliche ge-
schoben'.
Die Situation wird noch besser illustriert,wenn man das Resultat
fiir die Raten V=0 betrachtet. Hier f&llt die Stromkorrelations-
funktion weg und das exakte Resultat fiir olw)=gl0) wurde im Grenzfall
N— o? in (5.4) angegeben. Der Fall endlicher Ringe in der ka-
nonischen Gesamtheit soll nun damit verglichen werden.
Die Raten mit V=0 lauten explizit:
oLy~ (,:w:;/u'r
oly = A—WD/KT | (7.11)
otz = C
A=A
Die Ergebnisse der numerischen Rechnung sind in Fig.13 gezeigt.
Fiir J->-o0 hat hier jeder endliche Ring einen endlichen,von N ab-
hdngigen Grenzwert von ¢ ,wdhrend der unendliche Ring das asymp-
totische Verhalten e/ﬂyKT5cg zeigt. Man kann dies durch folgende
Betrachtung anschaulich verstehen: Der Boltzmannfaktor der gezeich-
49 neten Konfiguration ist ¢/« .Die
1.\kil‘?§/\7 Rateqﬂdgx Teilchen auf 1Hund 2 tra-
\&0‘\&3 gen p, 1« bei,sodaRB %Wte' AT = 2= Uogwet .
P) ~ ” Verschiebt man das Teilchen von 5
RIS G auf Platz 4,s0 bleibt die Rate von
t E\‘. 2 gleich. Fir die neue Konfiguration
7 A erhdlt man als fiihrenden Term also
%agly wieder eine Konstante. Analog kon-
n @ , nen nun die Teilchen auf 7,9 u.s.w.
"@ verschoben werden. Je grdBer der
Ring,desto mehr MSglichkeiten hat man und die gesamte Konstante
wird immer grdBer. Fiir J fest und N—> <0 sollte man den asympto-
tischen Verlauf (5.4) erhalten.
Es scheint also so zu sein,daB die Reihenfolge der Limites J—7<0
und N —>0o2 zu beachten ist- Ein endlicher Ring kann die analyti-
schen Eigenschaften von <Ww,.) ,N— <0 ,nur in einem beschrdnkten
Bereich der WW-Stdrke J reproduzieren.

A

(/\‘}D
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7.4.2 Vergleich von & 3w 2

Der frequenzabhdngige Anteil von g (w) in (7.7.) hat die Struktur
Co
—jw + o

(7.12)

Im Limes J——00 findet man:
Co ™A1
2.3 /Wt
b, — e
Im Vergleich dazu ist das Resultat auf dem unendlichen Ring (§6)
Co
—w T o, + Mlw)

Hier ist c,durch (6.15) gegeben und b, durch (6.18)
Das asymptotische Verhalten J —>- o0 ist:

Ci) - /‘
Dy —> &~.’L3/wr

wie flir den 6-Ring.

Fig.14 zeigt c, flir endliche Ringe im kanonischen Ensemble und

das Resultat (6.13) fiir N> im groBkanonischen Ensemble.
Wiederum erkennt man klar die Konvergenz mit der RinggrdBe,die
jedoch immer langsamer wird fir J/KT—> -c0 . Der Grenzwert ist
aber in allen F&dllen 1.

Eine Auswertung des Koeffizienten b, im kanonischen Ensemble lie-
fert im Limes J>- ¢ keinen Unterschied zum Resultat (6.17) ,da

b, wesentlich durch die Gré&Be A=§;+€zwwﬁ%émm'bestimmt ist,die v&l-
1lig unabhingig von gewdhltem Ensemble und RinggroBe nur durch

die Raten gegeben wird.

Man sieht also,daB c,und b, in beiden Fdllen gut Ubereinstimmen.
Der EinfluB der Memoryfunktion M(W ) ist verh&dltnismdBig gering,
wie ein Vergleich mit b, in Fig.5 zeigt. Dies gilt insbesondere
fiir J/KT—>—<0 . Fig.5b illustriert die Konvergenz des Kettenbruchs
fiir die Memoryfunktion. Hier ist die 1 und 2-Pol-Ndherung fir
M(0) iiber J/KT aufgetragen. Eine exakte Aussage iiber die Konver-
genz des Kettenbruchs ist mit der benutzten Methode nicht moglich.
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7.4.3 Zusammenfassung

Die vorhergehenden Uberlegungen zeigen,wie sich verschiedene
Korrelationsfunktionen in einer kanonischen Rechnung(kleines
System) und in einer groB8kanonischen Rechnung (groBes System)un-
terscheiden k&nnen. Insbesondere macht sich dies im asymptoti-
schen Verhalten von ole®) bemerkbar (Faktor 2 mit den Raten’vf%p,
wihrend die ersten Koeffizienten ¢, ,b, des Kettenbruchs in bei-
den F&dllen(fiir J—»- =0 ) ibereinstimmen.

Der Grund fiir die Empfindlichkeit von {W,) gegeniiber co,liegt in
der verschiedenen Struktur der Ausdriicke begriindet. Ein Blick
auf (7.1) zeigt,daB hier Spinkorrelationsfunktionen mit exponen-
tiell groB bzw. klein werdenden Vorfaktoren addiert und subtra-
hiert werden. Wenn sich die 'nackten' Korrelationsfunktionen

<G“‘“‘ GLR >

fiir endliche Ringe und im unendlichen System auch nur geringfl-
gig unterscheiden,kann eine exakte Kompensation von exponentiel-
len Termen unmdglich werden und die Resultate dndern sich stark.
cohat dagegen eine Struktur,bei der ein exponentiell groB wer-
dender Vorfaktor mit einer Summe nackter Korrelationsfunktionen
multipliziert wird,sodaB im Limes J>-o<0 ein endliches Resultat
entsteht.
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§8 Langzeitverhalten von ©

Die Berechnung von O aus den Momenten c,entspricht einer Kurz-
zeitentwicklung. Der Kettenbruch gibt dann entsprechend ow) fir
groBe Frequenzen gut wieder,fiir kleine w) (lange Zeiten) aber
weniger gut. In diesem Bereich kann man das Verhalten von olw)auch
mit einer anderen Methode untersuchen,der die Faktorisierung ei-
ner dynamischen Korrelationsfunktion entspricht. N&dherungen die-
ser Art ergeben i.a. sogenannte Langzeitanomalien(z.B. Abklingen
im Zeitbereich wie t ). Diese Frage soll auch hier kurz disku-
tiert werden.

8.1 Streufunktion und Leitfdhigkeit

Zuerst stellen wir einen Zusammenhang her zwischen Glw) und der
intermedidren Streufunktion F (q,W):

oD

_ Wt
¥‘Lqﬁ”>=‘§ @kﬂ <AAH\A4q(t)> dt (8.1)

-4/1.2 ‘;QL

wobei NW‘ N e AAb die g-te Fourierkomponente der Dichte
n, ist. L

Mit Hilfe von Mori's Projektortechnik (Anhang A3) findet man im
Grenzfall kleiner Wellenzahlen die gewilinschte Relation:

F(c"a,\:): _S(‘C‘) -/ 9>0 (8.2
et VIOl o2
S(9) ,

e}

S(q)= <Amﬂfuq> ist der statische Strukturfaktor.

Die Diffusionskonstante D ist gegeben durch den Koeffizienten
von g?im Nenner der Streufunktion F(q,w) flir g»0,w—0. Im Limes
w-> ) findet man also die Nernst-Einstein-Relation zwischenQund D:

D KT - oo Iie W)
W=>0 g9 S(q) (8.3)
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8.2 Faktorisierung

Kennt man die intermedidre Streufunktion F(gq,w) , so 1ldBt sich
daraus im Grenzfall g —> O die Leitf&dhigkeit 0(w) berechnen (siehe
Glg. (8.2)). F(g,w) kann man ndherungsweise angeben,wenn in dem
Ausdruck

S{9)
—iw 4 82 () + Mlaw)

F(9,w) =

(vgl. Anhang A3,insbesondere (A3.6)) die Memoryfunktion M als
Funktional von F approximiert wird und man dann die entstehende
nichtlineare Gleichung selbstkonsistent fir F(q,») 1l6st. Dies
kann z.B. geschehen,indem man an M noch einen weiteren Mori-Schritt
ausfihrt und den neuen Memorykern in Produkte von Dichtekorrela-
tionen faktorisiert. Diese Version einer Modenkopplungsndherung
wurde in Ref. (Z1) verwendet.

Im Grenzfall kleiner Wechselwirkungsstdrke,J/KT < 1,kann die in

O (W) enthaltene 6-Spin-Korrelationsfunktion <3|diﬁ> auf eine
andere Weise approximiert werden. Der Vorfaktor 5*uq+¢bm¢ra+des
totalen Stroms ist in diesem Fall ein kleiner Parameter.Setzt man
die Raten (3.9) ein, so ergibt sich

§-32 BT v i-v) + oY)

Die niedrigste Ndherung bzgl. J besteht dann darin,daB man in der
Stromkorrelationsfunktion J=0 setzt,d.h. man verwendet die Trans-
fermatrix flir ein System harter Kugeln. Wie ein Blick auf die Be-
wegungsgleichung (6.1) fir den Strom zeigt,verschwindet zwar A,
und A3 ,aber A ist ungleich O. Das System enth&lt also immer noch
hohere Korrelationen,sodaB die obige Vereinfachung nicht ausreicht,
ein analytisches Resultat zu erzielen. Eine Faktorisierung der
Stromkorrelationsfunktion in Produkte von 2-Spin-Korrelationsfunk-
tionen fihrt jedoch zu dem gewlinschten Ergebnis,da man diese im
System harter Kugeln explizit angeben kann. Diese Methode ist ana-
log zu einer Stdrungsentwicklung fir schwach gekoppelte Brown'sche
Teilchen(D4) und kann als triviale Version einer Modenkopplungs-
ndherung angesehen werden.

Man findet

o &l |
&] <A!JHJ)>: '_(;TF Z \J kDHqLOH ) (70\614,1;) GO(C‘“-L) (70(q2’t‘) (8.4)
%0

mit einem Vertex_V(qA,ql,qs) und der Spinkorrelationsfunktion fir
harte Kugeln .

Go lg8) = <RITWI, o (8.5)
. - At
S AN R T
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wobei sin¥ ,cosY in (6.13) definiert sind und AR=QXN*an) ist.
Setzt man (8.5) in (8.4) ein,so ergibt sich

A, N 2 N . 13y DN .
N LA \l\ﬂ 5 = ST Lermv(n-2n /)] i\/(%%}) e q,,q,“t (8.6)
QAqb

. 20 ¢
nit  NMlgo,) - i}“N’z, q/.%\clﬁr%)L + 0(9*)

ma Aag, = L (0118 +629,) + 0(g*)

Umschreiben der Summe in ein Integral und Ausweiten des Integra-
tionsgebiets von der 1.Brillouinzone auf K= fiir t>oc0 ergibt das
Langzeitverhalten

N

C e N 2, 3
\%& < N \\‘\‘Q) ) — C 6 [<M>(/\”(/'\/\\))J

mit einer Konstanten c.

Der EinfluB des Langzeitschwanzes im Bereich kleiner Frequenzen
hingt von der Gr&Benordnung der charakteristischen Zeit ab, die
den Giiltigkeitsbereich von (8.7) angibt. Bei der Behandlung klas-
sischer Fliissigkeiten zeigt sich,daB eine &hnliche Anomalie ei-
nen sehr geringen EinfluB bei kleinen Frequenzen hat (B3) . Dazu
muB man jedoch die Modenkopplungsndherung selbstkonsistent durch-
fiilhren,was wegen des grdBeren Aufwandes hier nicht gemacht wurde.

.
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§9 Zusammenfassung

Ein eindimensionales Hiipfmodell mit &dquivalenten Pldtzen zeigt
keine Frequenzabhidngigkeit in der Leitfdhigkeit ¢ ,wenn

Dann ist ¢ durch einen statischen Erwartungswert gegeben.

Imn frequenzabhingigen Fall kann die Form der Resultate fir (W)
gut durch eine Lorentzkurve wiedergegeben werden. Der EinfluB
der Memoryfunktion ist bei allen Temperaturen gering. Dies be-
deutet jedoch nicht,daB das exakte Ergebnis fir einen 6-Platz-
Ring (K2) direkt auf ein unendliches System iibertragen werden
kann.

Die starke Ratenabhidngigkeit der Form von O zeigt,daB Vorsicht
geboten ist bei der Interpretation von experimentellen Daten im
Rahmen eines Hipfmodells.
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Anhang A1 Statische Korrelationsfunktionen

Beschreibungen der Transfermatrixmethode zur Berechnung von Spin-
korrelationsfunktionen im 1-D-Isingmodell finden sich in vielen
Lehrbiichern der statistischen Mechanik(siehe z.B.(B1)). Hier soll
nur eine bequeme Formel filir das vorliegende Problem angegeben
werden. Im Limes N->o0 (unendlich groBes System) findet man:

O, Ty o Tingngyr og ) N {\)Oﬁ 0, - DsQ] (A1.1)
wobei . Kq o‘)(Q034 “SQﬂ*i)
% ERNAN g%-ﬁ - a4t 0o o0 . @
Sa- di D, - &(vﬁ ’%\‘AAJ() Ia g ir
NI ’ ’

und b,cosY,sinY in (6.13) definiert sind.

Einfache Beispiele:

o= N Ds] - ted = 2imd-1

(A1.2)
L0 Thm> = (0384 + » ga Y

COUTU Tugry > = coid %Qm44ﬁ${'k6+kﬁ_5ﬁuj
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Anhang A2 Wirkung von T auf Spinfunktionen

Pir LA | = A Te) = AT

!

findet man

H A= T T 0000000

) WK
S € T = — - A2.1
(o} SN LQ@’A.,., UX) {\’\’jw,, +\Nv\} ( )
z.B. ist T\ = —QA% “M&ﬂ*\Ni)
Es gilt Oﬁ““&q:“qyﬁﬂxﬂ ,wenn w einen Faktor (A'Cﬁ%\d)enthélt.
Damit findet man 3
1 s 4 y g
z 99 \ W = Tiea Wy, ) (A2.2)

was die Kontinuitdtsgleichung (4.1) ist.

2) Fiir Produkte aus Spinclustern A(@)=(%, O )(Ti- O, ) (The .- Tt ) s WO~
bei die einzelnen Cluster durch mindestens einen freien Platz
getrennt sind(o.B.d.A.)

..5. 00 660 - © 00000,
findet man 3 ¥ ¥

A\G>—r :~—QJAKW){¥Qﬁ+M&”+.H *Mﬁ—4T\Q ij (A2.3)
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Anhang A3 Mori's Projektor-Technik

Hier sollen die wichtigsten Formeln von Mori's Projektor-Technik
angegeben werden (M2) .

Fiir die Korrelationsfunktion einer beliebigen Spinfunktion A ()
ergibt sich:

(AVA(Z)S

o0

@ o s CALA) S dt

0

I

_ X (A3.1)
7+ Q0 + MI(Z)

wobei X = <A1A>  statische Suszeptibilitit

und JQf=—'é¥%%i%?Driftterm genannt wird.

Die Memoryfunktion M(z) ist gegeben durch

/

-QLQ @LA>/</.\\/_\> (A3.2)

Miz)= - LOLA |
2

L=T' ist der Riickwidrtsoperator zur Transfermatrix T und

_ 1A>LAl
Q- 17 “ZAAS
projiziert auf einen Raum senkrecht zu A.(vgl.§2.2.2)
Wenn die Memoryfunktion von der Ordnung eines kleinen Parameters

ist,kdnnen die Projektoren in dem Operator

L,= QLY (A3.3)

der die Zeitentwicklung der Memoryfunktion angibt,weggelassen wer-
den zur 1. Ordnung in diesem Parameter.

Beispiele:

a) A(o)=j()
Die Stromkorrelationsfunktion ist gegeben durch
K R I
N AN -
NI,
<ALy .
DL gLy

<y T2 gLa GIL‘3>/4JJ\§>

. (A3.4)
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Man erkennt sofort die Aquivalenz von

ERIIRIS
und
CPIL Y

- - o b1
(,Sli P Co

b) A(U“)=nq(0‘)

ng ist die g-te Fourierkomponente der Dichte

S ~9l
/\A.\—:N”""Z,@ A My,
{

Fliir die intermediidre Streufunktion F(g,z) findet man

F(9,2)

N

<Mal Mg (z) Y
_ s(4)

7 + S(g) + Mgz)

wobei S(q)=<NMﬂMq> der statische Strukturfaktor ist und Driftterm
bzw. Memoryfunktion durch folgende Ausdriicke gegeben sind

Q(9)

I

BN AEATRAANCY
= (ng) <wes /4(q)

Il

M {92)= - <Qlig) !

2- QL0 Qlbig /E’(o‘)

Im Grenzfall g —> O reduziert sich M auf

Maz) = - S L3R 9k /s(q)

und man findet Glg. (8.2)
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Beschreibung zu den Figuren

Fig.1 Schematische Abbildung der Struktur von B-Alumina. Die
Spinel-Blocks werden durch Sauerstoffionen auf Abstand gehal-

ten. In den leitenden Ebenen bilden die bevorzugten Gitterpldt-

ze fiir die beweglichen Na-Ionen ein Honigwaben-Gitter(nach (D1)).

Fig.2 a) Leitf&higkeit von verschiedenen Superionenleitern als
Funktion der Temperatur. Zum Vergleich ist die Leitf&dhigkeit von
Schwefelsdure eingezeichnet(nach (H3)).

b) Leitfidhigkeit von B-Alumina liber der Frequenz. Das An-
wachsen von ¢ mit der Frequenz bis ca. 10" Hz ist konsistent
mit dem vorliegenden Modell (nach (D1)).

Fig.3 Leitfdhigkeit Slw)=01c0) als Funktion der Dichte fiir die Ra-
ten a) Glg. (3.10)

b) v=0 in Glg. (3.9)
Beschreibung siehe §5.

Fig.4 O-tes Moment c,der Stromkorrelationsfunktion flir verschie-
dene Besetzungszahlen und die Raten V=.§ als Funktion der repul-
siven Wechselwirkung J/KT.

Fig.5 Kettenbruchkoeffizient b, flir die Raten mit v-.8 als Funk-
tion von J/KT im halbvollen System(a).
b) 1 und 2-Pol-Formel fiir die Memoryfunktion M(w=0) .

Fig.6 o(o0) flir die Raten mit V='S als Funktion von J/KT. Die Kur-
ven sind symmetrisch um die Besetzungszahl <m>)=.S.

Fig.7 7(c») flir die Raten mit V-3. Hier ist keine Symmetrie um <md=%
vorhanden. Auffidllig ist die Anderung der Kurven-Charakteristik
fUr <m> >%3(unteres Bild) .

Fig.8 Re UW) fra)iiber der Frequenz fir verschiedene Raten im halb-
vollen System bei repulsiver Wechselwirkung.

Fig.9 Reoﬂﬂvagﬁber der Frequenz bei verschieden starker Repul-
sion. Fir J/KT—-¢0 wird die Variation mit der Frequenz immer
langsamer und das Minimum der Kurven geht gegen(ﬂob%@ﬂfai.

Fig.10 Spektralfunktion g(A ) der Sromkorrelationsfunktion filir
die 1,2 und 3-Pol-Formel. Die Parameterwerte sind <ay-S,J/KT=-1,
\):'.St

Fig.11 Leitfdhigkeitskorrelationsfaktor fc=(ﬂ0) fiir die Raten-
wahl v=.S und Vv=.3 {liber J/KT. S(en)

Fig.12 Vergleich der GrdBe T(e2) in endlichen und unendlichen
halbgefiillten Systemen. Der Parameter "V ist .5 .

Fig.13 Vergleich von olw)=glen) fiir die RinggrdBen 6 bis 12 mit
dem unendlichen System. Jeder endliche Ring liefert einen end-
lichen Grenzwert fiir o° im Limes J/KT->—<2 . Die Ratenwahl istV=0.

Fig.14 Vergleich des O-ten Moments Co der stromkorrelationsfunk-
tion fiir endliche und unendliche Systeme.
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