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Vorwort

Es freut uns, Sie als Teilnehmerinnen und Teilnehmer des Kurses 01699 — In-
teraktive Systeme II begriflen zu diirfen. Der vorliegende Kurs hat das Ziel,
Thnen die zentralen Konzepte und Methoden bildbasierter 3D-Rekonstruktion
zu vermitteln. Sie werden Verfahren kennen lernen, mit deren Hilfe sich eine
dreidimensionale, virtuelle Darstellung einer realen Szene aus einer Reihe von
Bildern errechnen léasst. In den einzelnen Kurseinheiten wird Ihnen ein voll-
standiger Prozess, beginnend mit der Aufnahme von Bildern bis hin zu einem
fertigen 3D-Modell, vermittelt.

Da das Fundament der gesamten Thematik vor allem auf linearer Algebra
basiert und die Kursvoraussetzungen nur gewisse mathematische Grundlagen
voraussetzen, erhalten Sie in der ersten Kurseinheit zunachst eine ausfiihrliche
Einfiihrung in die mathematischen Représentationen der bendtigten Elemente.
Beginnend mit der Geometrie in der Ebene lernen Sie die homogene Darstel-
lung von Punkten und Geraden kennen. Dabei werden zudem erste, durch
Matrizen reprasentierte, geometrische Umformungen vorgestellt und Begriffe
wie Fluchtpunkt, Horizont, Parallelitat oder Kollinearitat definiert. Diese Be-
griffe beschreiben Eigenschaften unterschiedlicher geometrischer Rdume. Beim
Ubergang von der Ebene in den dreidimensionalen Raum werden die bisher
gelernten Begriffe eingeordnet und erganzt. Zum Abschluss der ersten Kursein-
heit wird ein mathematisches Modell zur Abbildung dreidimensionaler Punkte
auf eine zweidimensionale Bildebene vorgestellt — das Modell der Lochkamera.
Bei dieser Abbildung gehen Informationen verloren, die eine spétere Riickrech-
nung, die sogenannte Rekonstruktion, so kompliziert machen.

Da eine Rekonstruktion aus einer einzelnen Abbildung in Ermangelung von
Informationen nicht moglich ist, wird in Kurseinheit 2 eine zweite Kamera hin-
zugenommen und die sogenannte Epipolargeometrie eingefiihrt. Sie beschreibt
durch eine Matrix die Beziehung von Punkten zwischen den Abbildungen zwei-
er Kameras. Wenn sich hinreichend viele Punkte finden lassen, die in beiden
Abbildungen das gleiche Element in der Szene reprasentieren, lasst sich die-
se Matrix, die sogenannte Fundamentalmatrix, approximieren. Damit sind Sie
einen kleinen Schritt auf dem Weg zu einem 3D-Modell der abgebildeten Szene
weiter, denn iiber die Fundamentalmatrix lassen sich erste, aber noch mehr-
deutige Kameramatrizen beschreiben. Die Mehrdeutigkeit entsteht, da sich
durch die Fundamentalmatrix zwar die Lage und Ausrichtung der Kameras
untereinander ausdriicken lésst, aber die absolute Position im Raum und das
,verwendete Objektiv®, welches Eigenschaften wie die Brennweite besitzt, noch
unbekannt sind. Die zuletzt genannten intrinsischen Parameter der Kameras



werden mit Verfahren bestimmt, die Thnen im letzten Abschnitt der 2. Kurs-
einheit vorgestellt werden.

Sobald die Kameramatrizen bestimmt wurden, lassen sich die Punkte im Raum
aus den Schnittpunkten der zuriickgerechneten Projektionsstrahlen aus beiden
Kameras bestimmen — zumindest theoretisch. Praktisch sind schon in der Fun-
damentalmatrix Fehler enthalten, die dazu fiithren, dass sich die Strahlen im
Raum faktisch nie schneiden. Daher werden zu Beginn der 3. Kurseinheit Mog-
lichkeiten vorgestellt, wie ein ,,guter® Punkt irgendwo zwischen den beiden
Strahlen eindeutig bestimmt werden kann. Diese sogenannte Triangulierung
erzeugt eine Wolke aus 3D-Punkten. Im zweiten Abschnitt wird diese Punkt-
wolke zu einem zusammenhéngenden Dreiecksnetz verkniipft und schliefilich
iiber Texturen, die aus den urspriinglichen Bildern entnommen werden, zu ei-
nem 3D-Modell geformt. Wie die Texturierung funktioniert und wie sich kiinst-
liche Lichtquellen auf das Modell auswirken, ist Thema des letzten Abschnitts
dieser Kurseinheit.

Eigentlich, so sollte man meinen, ist damit der anfénglich angesprochene Pro-
zess beendet. Das stimmt im Grunde genommen auch. Allerdings ist das Modell
bis zu diesem Punkt zum einen etwas ,einfach” und zum anderen etwas ,ein-
seitig®. Einfach ist das Modell, weil vor allem in Kurseinheit 2 angenommen
wird, dass die Menge der mindestens benotigten Punkte zur Bestimmung der
Fundamentalmatrix manuell eingegeben wird. Da diese Menge gerade mal 8
Elemente enthalten muss, wére das in Kurseinheit 3 berechnete Dreiecksnetz
entsprechend sehr einfach. Einseitig ist das Modell, da die beiden Bilder keinen
allzu groflen Winkel zueinander haben diirfen, weil sonst zu wenig gemeinsa-
me Punkte vorhanden sind. Diese beiden Themen greift Kurseinheit 4 auf. Im
ersten Abschnitt wird gezeigt, wie sich automatisch interessante Punkte in den
Bildern bestimmen und abgleichen lassen. Dadurch ist es moglich, deutlich de-
tailliertere Netze zu erzeugen. Im zweiten Abschnitt wird beschrieben, wie sich
Sequenzen von Bildern zu einer Punktwolke mit vielen Kameras kaskadieren
lassen und auf diesem Wege auch geschlossene Modelle erzeugt werden kon-
nen. Im abschlieBenden Abschnitt werden diverse Verfahren vorgestellt, mit
denen sich die Fehler, die sich von den Fundamentalmatrizen iiber die Bestim-
mung der inneren Kameraparameter, die Triangulierung der 3D-Punkte und
die Kombination von Bildsequenzen aufsummiert haben, gleichmafig verteilen
lassen.

Hagen im Mai 2016

Jens Garstka, Gabriele Peters



Noch ein Hinweis zum Sprachgebrauch. Da wissenschaftliche Texte und Lehr-
texte moglichst objektiv formuliert sein sollten, und da es sich bei der Annah-
me, die Verwendung des einen Geschlechts schliefle das andere automatisch ein,
um einen Irrtum handelt, ist der vorliegende Text weder in ausschlieflich fe-
mininer noch in ausschlieBlich maskuliner Form verfasst. Vielmehr verwenden
wir im Wechsel mal die méannliche, mal die weibliche Form und orientieren uns
im Ubrigen an den Empfehlungen zur ,,Gleichbehandlung im Sprachgebrauch*
der Gesellschaft fiir Informatik e.V. von 1999 und an den ,Richtlinien fiir einen
nicht-sexistischen Sprachgebrauch“ der UNESCO von 1993.



Kurseinheit 1

Geometrische Grundlagen
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Lernziele:

Ziel dieser Kurseinheit ist die Vermittlung mathematischer Grund-
lagen der Geometrie von zwei Ansichten einer Szene. Sie lernen
einen Auszug aus der projektiven Geometrie kennen. Dabei wer-
den Begriffe wie Fluchtpunkt, Horizont, Parallelitit oder Kolli-
nearitat aus der euklidischen Geometrie entnommen und gezeigt,
wie sie in anderen geometrischen Réumen, insbesondere im pro-
jektiven Raum, abgebildet werden. Besonders wichtig in diesem
Kontext ist der Begriff der Homographie. Im Anschluss lernen
Sie das Modell der Lochkamera kennen, das die Grundlage fiir
die projektive Kamera darstellt. Auf Basis dieses Kameramodells
wird gezeigt, wie Punkte im dreidimensionalen Raum auf eine Bil-
debene projiziert werden, und wie sich diese Abbildung mithilfe
der Kameramatrix darstellen lésst.

HiNwEIS: Der Kurs nutzt in groflien Teilen das Buch ,Multiple View Geome-
try*“ von Richard Hartley und Andrew Zisserman [HZ03| und orientiert sich
daran strukturell vor allem in den ersten beiden Kurseinheiten. Sofern nicht
anders angegeben, wird diese Quelle verwendet. Auf andere Quellen wird an
entsprechenden Stellen direkt im Text verwiesen.

Die folgenden Abschnitte dieser Kurseinheit enthalten viel Stoff aus der linea-
ren Algebra. Es wird versucht, die Bezeichner innerhalb der Formeln mdoglichst
konsistent zu verwenden. Daher werden die nachfolgend aufgelisteten Bezeich-
ner konsequent im gesamten Kurs verwendet.

X Fett geschriebene Variablen symbolisieren 3-Vektoren. Fol-
gend wird angenommen, dass es sich um Spaltenvektoren han-
delt. Ein Zeilenvektor wird demnach immer als x' geschrie-
ben. Die elementweise Darstellung des Vektors erfolgt durch
die Verwendung von runden Klammern:

T
X = |2
I3
1, To, T3 Kursiv und klein geschriebene Variablen sind reelle Zahlen.

Die Indizes kennzeichnen das ¢-te Element des Vektors x.
X Hierbei handelt es sich um einen 2-Vektor: X = (7, 75)"

X Bei Kalligrafien handelt es sich um einen m-Vektor, mit m >
4: X = (%1, X0, ..., &m) "
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Der Punkt beschreibt das innere Produkt (Skalarprodukt)
zweier Vektoren:

X1 U1
To | . | Y2 | = T1y1 + T2Y2 + 23Y3
€3 Y3

Das Kreuz beschreibt das Kreuzprodukt zweier Vektoren:

T1 Y1 ToYs — T3Y2
To| X | Y2 | = | T3Y1 — T1Y3
T3 Ys T1Y2 — T2l

Grof3 geschriebene Variablen entsprechen Matrizen. Die ele-
mentweise Darstellung einer Matrix erfolgt durch die Verwen-
dung von eckigen Klammern:

hll h12 h13
H = h21 h22 h23
hSl h32 h33

Hiermit wird eine sogenannte schiefsymmetrische Matrix ge-
kennzeichnet. Mit der schiefsymmetrischen Matrix kann das
Kreuzprodukt zweier Vektoren durch ein Produkt zwischen
einer Matrix und einem Vektor ersetzt werden. Es gilt:

1 0 —x3 x
To| =|x3 0  —x| mit [x], = —[x]}
XT3 % —XT2 X1 0

Damit ist
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Hiermit wird eine sogenannte pseudoinverse Matrix gekenn-
zeichnet. Inverse Matrizen lassen sich nur auf quadratischen
Matrizen bilden. Die pseudoinversen Matrizen sind eine Ver-
allgemeinerung inverser Matrizen fiir nichtquadratische Ma-
trizen. Die Definition lautet:

Die n x m-Matrix A" heiit pseudoinverse Matrix der m X n-
Matrix A, genau dann, wenn

AATA=Aund ATAAT = AT
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1.1 Projektive Geometrie

Lernziele:

In diesem Abschnitt erhalten Sie eine Einfiihrung in die Geometrie
der Perspektive. In diesem Zusammenhang werden ausgehend von
der euklidischen Geometrie Begriffe wie Parallelitat, Kollinearitat
und Winkel eingefiihrt. Darauf aufbauend werden der affine und
der projektive Raum eingefiithrt. Durch entsprechende Transfor-
mationen lassen sich die Rdume ineinander tiberfithren. Dabei ge-
hen jedoch einige Merkmale des euklidischen Raums verloren. Am
projektiven Raum werden Fluchtpunkte oder der Horizont (Ge-
rade im Unendlichen) definiert und gezeigt, wie Sie zum Beispiel
mit parallelen Geraden im euklidischen Raum in Zusammenhang
stehen. Einer der wichtigsten Begriffe ist in diesem Zusammen-
hang die Homographie — eine Abbildung innerhalb und zwischen
unterschiedlichen geometrischen Raumen.

Das 15. Jahrhundert ist die Zeit, in der ein italienischer Baumeisters mit dem
Namen Filippo Brunelleschi die damalige Welt der Architektur und Malerei auf
den Kopf stellte, indem er die sogenannte Zentralperspektive ’erfand’. Obwohl
das Prinzip des Fluchtpunkts schon bei den Griechen und Rémern bekannt
war, ging das Wissen iiber die Jahre verloren. Brunelleschi entdeckte die Prin-
zipien der perspektivischen Zeichnung wieder und wandte sie an.

Zur Demonstration der Wirkung erstellte er eine perspektivisch gemalte Zeich-
nung des Baptisteriums San Giovanni in Florenz. An der Position, von der aus
das Bild gemalt worden war, demonstrierte er die Genauigkeit der perspek-
tivischen Darstellung, indem er eine versilberte Platte als Spiegel einsetzte,
welcher der Betrachterin oder dem Betrachter die Riickseite der Holzplatte
mit dem Bild zeigte. Die Platte besafl ein Loch, durch das zunéchst das Bap-
tisterium San Giovanni sehen war. Dann wurde mit der anderen Hand der
Silber-Spiegel auf Armeslinge zwischen Original und Bild gehalten.

Der Blick durch das Loch in den Spiegel offenbarte die Malerei, die in per-
fekter Perspektive ausgearbeitet gewesen sein soll, so dass kein Unterschied
zwischen der gemalten Szene und dem eigentliche Bild des Gebédudes in Be-
zug auf Form und Proportion festzustellen war. Die Abbildung 1.1 stellt die
Versuchsanordnung von Filippo Brunelleschi dar.

Mit diesem wiedergewonnenen Wissen war es nun moglich, perspektivisch kor-
rekte, zweidimensionale Abbildungen der Umwelt zu gestalten. In der heutigen
Zeit ist jedes Foto eine derartige Abbildung der Umwelt. Die Motivation dieses
Kurses ist es, zu zeigen, wie aus diesen zweidimensionalen Abbildungen wieder
die urspriinglichen dreidimensionalen Objekte, wenn auch virtuell, rekonstru-
iert werden konnen.

Zentralperspektive
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Painting
with polished

Abbildung 1.1: Brunelleschis Experiment. Mit einer bemalten Holzplatte und einem mit
Silber beschichteten Spiegel l3sst Filippo Brunelleschi 1413 eine perspektivische Zeich-
nung des Baptisteriums San Giovanni in Florenz von Passanten testen.

(Bild: [Atk08])

1.1.1 Geometrie in der Ebene

Bis zu einer vollsténdigen Rekonstruktion von dreidimensionalen Objekten aus
zweidimensionalen Bildern sind jedoch einige Schritte notwendig, die nicht oh-
ne gewisse Grundlagen auskommen. Daher werden in den folgenden Abschnit-
ten einige notwendige Grundbegriffe eingefiihrt.

Punkte

Typischerweise werden Punkte in der Ebene durch ein Koordinatenpaar x und
y beschrieben, das sich als 2-Vektor

p:@),mitpeﬂ%?

darstellen lasst. Eine alternative Darstellung dieses 2-Vektors sind die soge-
nannten homogenen Koordinaten. Bei den homogenen Koordinaten erhalt der
Vektor eine 3. Komponente. Diese dritte Komponente ist der von 0 verschie-
dene Skalierungsfaktor k. Die homogenen Vektoren haben die Form:

kx T
p=|kyl| =1y, mitpeP?
k w

Ein Vektor p im R? besitzt eine Aquivalenzklasse! Vektoren im P2, fiir die gilt:
(z/w,y/w)" = (z,7)". Die Menge aller Aquivalenzklassen dieser Vektoren ist
der projektive Raum der Ebene, kurz P2

! Eine Aquivalenzklasse besteht aus einer Menge von Daten, welche als dquivalent beziig-
lich einer Relation angesehen werden. Die Relation ist in diesem Fall die Beziehung zwischen
den homogenen und inhomogenen Koordinaten. D. h. alle (kz ky k)" € P? werden beziiglich
eines (z %) ' € R? als dquivalent betrachtet und bilden die Aquivalenzmenge.
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Damit ist die einfachste Form einen Punkt in der Ebene als homogene Koor-
dinaten darzustellen (7,7,1)".

Um sich den Zusammenhang zwischen den Koordinaten in der Ebene des R?
und den Koordinaten im zugehorigen projektiven Raum P? bildlich vorzustel-
len, zeigen die in Abbildung 1.2 dargestellten Graphen einen Punkt in beiden
Raumen.

(a) (b)

Abbildung 1.2: Punkt in der Ebene. In Abbildung (a) ist der Punkt p und der zugehorige
Vektor (z, %) im R? dargestellt. Abbildung (b) zeigt den gleichen Punkt im projektiven
Raum P2 mit den homogenen Koordinaten (z,1,1)". Die gestrichelte Linie stellt alle
Punkte in homogenen Koordinaten dar, die dem Punkt p entsprechen.

Der Graph in 1.2 (a) zeigt einen Punkt p und den zugehérigen Vektor (z,7) "
im R2. In Abbildung 1.2 (b) ist der gleiche Punkt in homogenen Koordinaten
p = (2,9,1)" im P? dargestellt. Die gestrichelte Linie stellt die Aquivalenz-
klasse aller im P? zu p korrespondierenden Punkte dar.

Isoliert betrachtet stellt die blaue Ebene fir z = 1 aus Abbildung 1.2 (b), die
parallel zur z-y-Ebene liegt, die Ebene aus Abbildung 1.2 (a) dar. Dadurch
wird schon ersichtlich, warum dieser Raum die Bezeichnung projektiver Raum
hat: alle Punkte entlang der gestrichelten Linie werden beziiglich des Ursprungs
auf einen Punkt p auf einer beliebigen Ebene z # 0 abgebildet, projiziert.

Geraden

In der Schulmathematik wird eine Gerade oft durch eine explizite Funktion
in Abhéangigkeit von z in der Form f(x) = ax + b = y beschrieben. Damit
ldasst sich jedoch keine Gerade parallel zur y-Achse beschreiben. Daher wird
hier eine allgemeinere Form der Geradengleichung in impliziter? Schreibweise
F(z,y) = ax + by + ¢ = 0 verwendet.

Durch die Parameter a, b und ¢ konnen alle Geraden im ]1%2 beschrieben wer-
den. In Abbildung 1.3 (a) ist exemplarisch eine Gerade 1 fiir die Parameter
a =1,b =2 ¢ = —4 dargestellt. Dabei lassen sich a, b und ¢ mit einem

2Wenn eine Funktion durch eine Gleichung der Form F(x,y) = 0 gegeben ist, spricht
man von einer impliziten Funktion.

implizite
Geradengleichung
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1

(a) (b)

Abbildung 1.3: Gerade in der Ebene. In Abbildung (a) ist die Gerade 1 dargestellt. Abbil-
dung (b) zeigt die gleiche Gerade im projektiven Raum P?, reprisentiert durch eine Ebe-
ne, die iiber den Ursprung des Koordinatensystems und den Normalenvektor 1 = (a,b,c) "
aufgespannt wird.

Skalierungsfaktor k # 0 multiplizieren — die resultierende Gerade ist immer
die gleiche.

Wie aber sieht die homogene Reprasentation dieser Geraden im projektiven
Raum aus? Wihrend ein Punkt im R? durch eine Gerade im P? dargestellt
wurde, wird eine Gerade im R? durch eine Ebene im P? reprasentiert. Und zwar
durch die Ebene, die iiber den Normalenvektor 1 = (a,b,¢)" und den Ursprung
aufgespannt wird. Die zugehorige Ebenengleichung lautet dann ax + by + cz =
0. Eine solche Ebene, die in Abbildung 1.3 (b) schematisch dargestellt wird,
schneidet die Ebene fiir 2 = 1 in einer Geraden, die genau der Geraden aus
Abbildung 1.3 (a) entspricht. D. h. auch hier findet eine Abbildung (Projektion)
beziiglich des Ursprungs statt.

Verwirrend ist zunéchst, dass sowohl die Gerade, als auch der Punkt durch ein
3-Tupel im P? beschrieben werden. Der Zusammenhang zwischen Punkt und
Gerade im P? wird spéater noch aufgelost. Dazu miissen jedoch im Vorfeld noch
ein paar Grundlagen geschaffen werden.

Schnitt zwischen Punkt und Gerade

Ein Punkt (Z,7)" liegt genau dann auf einer Geraden, die durch (a,b,c)”
beschrieben wird, wenn ax + by + ¢ = 0. Damit kann die Gleichung als Vektor-
Produkt (Z,9,1)(a,b,c)" = 0 dargestellt werden. Die Gleichung ist auch fiir
(kZ, ki, k)(a,b,c)" giiltig, so dass sich auch Punkte durch die Aquivalenzklasse
der homogenen Vektoren (x,vy,2)" beschreiben lassen.

Definition 1.1 (Punkt auf Gerade — 2D).

Im projektiven Raum der Ebene P? liegt ein Punkt x genau dann auf der
Geraden 1, wenn gilt:
xl=0




1.1. PROJEKTIVE GEOMETRIE 21

Schnitt zweier Geraden

Zwei Geraden im R? haben, sofern sie nicht parallel sind, immer einen ein-
deutigen Schnittpunkt. Sei x = 1 x 1’ dieser gesuchte Schnittpunkt von zwei
Geraden 1 und 1'.

Um zu zeigen, dass diese Aussage richtig ist, werden die beiden Geraden zu-
nachst getrennt betrachtet. Damit muss x auf beiden Geraden liegen und es
gilt: Lx=1'x=0

Wird x durch 1 x 1" ersetzt, ergibt sich 1.(1 x I') = 1'.(1 x I') = 0. Durch das
sogenannte Spatprodukt® kann die Gleichung zu I'.(1 x 1) = LI’ x I') = 0
umgestellt werden. Da das Kreuzprodukt eines Vektors mit sich selbst der
Nullvektor ist stimmt die o.g. Aussage.

Definition 1.2 (Schnitt zweier Geraden — 2D).

Im projektiven Raum der Ebene P? ist der Schnittpunkt zweier Geraden
1 undl':

x=1x1

Gerade aus zwei Punkten

Bisher wurde gezeigt, wie bestimmt werden kann, ob ein Punkt auf einer Ge-
raden liegt und wo sich zwei Geraden im R? schneiden. Gesucht ist nun eine
Gerade, die durch die beiden Punkte x und x’ verlauft. In beiden Fallen gilt
x 'l =x'"l1 = 0. Analog zum Schnitt zweier Geraden gilt dann 1 = x x x’. Dies
lasst sich entsprechend durch Einsetzen und Spatprodukt analog zum Schnitt
zweier Geraden zeigen.

Definition 1.3 (Gerade aus zwei Punkten — 2D).
Im projektiven Raum der Ebene P? ist die Gerade aus zwei Punkten x
und X' :

l=xxx

Dualitit im P?

Wer allein die letzten drei Abschnitte betrachtet, sollte schon bemerkt haben,
dass es bestimmte Dualititen im P? gibt. Zum Beispiel ist die Verwendung
von Geraden und Punkten symmetrisch, da sowohl x'1 = 0 als auch 1"'x = 0
gilt. Zudem sind die Prinzipien fiir , Kreuzprodukt zweier Geraden ist Schnitt-
punkt® und , Kreuzprodukt zweier Punkte ist Gerade“ nahezu identisch.

3Mit dem Spatprodukt gilt x.(y X z) = y.(z x x) = z.(x X y)

/

Schnitt zweier
Geraden

/

Gerade aus zwet
Punkten
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Merksatz 1.1 (Dualitat im P?). Zu jedem Theorem des P? gibt es ein
korrespondierendes Theorem, das sich durch Austausch von Geraden und
Punkten ergibt.

Parallelitat

Wann sind zwei Geraden parallel? In der Euklidischen Geometrie wird oftmals
die folgende Definition verwendet:

Definition 1.4 (Parallele Geraden im R?).

Zu einer Geraden 1 und zu einem nicht auf 1 liegenden Punkt X gibt
es genau eine Gerade U, die durch X lduft und keinen gemeinsamen
Schnittpunkt mit 1 hat.

Die Geraden 1 und 1 sind parallel.

Umgangssprachlich wird oft die Formulierung verwendet, dass zwei Geraden
parallel sind, wenn sie sich ,,im Unendlichen“ schneiden. Diese Aussage be-
kommt nachfolgend sogar einen Sinn, wenn dazu der projektive Raum be-
trachtet wird.

Gegeben sind zwei parallele Geraden axz+by+c = 0 und ax+by+c¢ = 0. Diese
lassen sich als 1 = (a,b,¢) und I' = (a,b, ) beschreiben. Durch Anwendung
der Definition 1.2 ist der Schnittpunkt:

b’ — cb b
x=Ixl'=|ca—ad |=(]—¢)|—a
ab — ba 0

Da der Skalierungsfaktor (¢’ — ¢) nur die Aquivalenzklasse ein und desselben
Schnittpunktes beschreibt, spielt er keine Rolle.

Soll nun der korrespondierende Schnittpunkt im R? bestimmt werden, zeigt
sich, dass dieser Punkt bei (b/0, —a/0) liegt. Es gibt also keine reellwertige Lo-
sung. Informell entspricht dies jedoch der o. g. Formulierung, dass sich parallele
Geraden im unendlichen schneiden.

HinwELs: Bisher wurden zum einfacheren Verstandnis die Elemente der homo-
genen 3-Vektoren mit z, y und z, beziehungsweise a, b und ¢ bezeichnet. Um
nachfolgend eine einheitliche Benennung der Variablen zu verwenden, die zu-
dem eine bessere Zuordnung der Vektorelemente erlaubt, werden die Elemente
eines Vektors den gleichen Buchstaben verwenden und mit Indizes versehen:

T L
Xx= |z |, bzw. 1= |1y
xs3 l3
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Fluchtpunkte und Gerade im Unendlichen

Alle Punkte x € P? mit 23 # 0 lassen sich auf Punkte im R? abbilden. Dagegen
funktioniert das bei Punkten mit x5 = 0 nicht. Diese Punkte werden ideale
Punkte, Punkte im Unendlichen oder einfach nur Fluchtpunkte genannt.

Die Menge aller Punkte mit (z,9,0)" ergibt die Gerade im Unendlichen,
auch Horizont genannt. Diese Gerade ist 1, = (0,0,1)". Sie entspricht also im
P? der Ebene, die von den ersten beiden Koordinatenachsen aufgespannt wird,

weil 1, deren Normalenvektor ist.

X,

Hm"hfpimkr

y X4

Abbildung 1.4: Fluchtpunkt und Gerade im Unendlichen. Gegeben sind die beiden paral-
lelen Geraden 1 und I. Sie sind durch die beigen Ebenen im P? und die schwarzen Linien
auf der Ebene z = 1 schematisch dargestellt. Die Ebenen schneiden sich natiirlich nicht
nur, wie vereinfacht dargestellt, im Ursprung, sondern haben eine gemeinsame Schnitt-
gerade auf der durch (1 0 0)" und (0 1 0)T im P? aufgespannten Ebene. Diese
Schnittgerade wird durch die feine rote Linie reprasentiert. Der Richtungsvektor dieser
Geraden entspricht einem méglichen Fluchtpunkt. Alle Punkte der durch (1 0 0)' und
(0 1 0)" aufgespannten Ebene ergeben die Gerade im Unendlichen.

An Abbildung 1.4 lassen sich diese Zusammenhénge noch einmal zeigen. Die
zwei parallelen Geraden 1 und 1" werden durch die beigen Ebenen schematisch
dargestellt. Die Schnittmenge der beiden Ebenen ist die feine rote Gerade
durch den Ursprung. Sie liegt auf der durch (I 0 0)" und (0 1 0)" im P?
aufgespannten Ebene fiir z3 = 0, also auf der Geraden im Unendlichen 1.
Die Richtung jeder Schnittgeraden entspricht genau einem Fluchtpunkt. Da
die Richtung unabhingig von der Linge des Vektors (21, z,0)" ist, wird jeder
Fluchtpunkt nur durch das Verhaltnis der Koordinaten x; : x5 beschrieben.
Diese beiden Koordinaten beschreiben zudem im R? die Richtung des idealen
Punktes, respektive der Geraden im R2.

Durch die bis hierhin erarbeiteten Grundlagen kénnen nachfolgend die ersten
einfachen projektiven Transformationen und die zugehorigen Begriffe beschrie-

ben werden.

ideale Punkte /
Fluchtpunkte

Gerade im
Unendlichen /
Horizont
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1.1.2 Planare projektive Transformationen
Homographie

Die Einfithrung in projektive Transformationen beginnt mit einer Definition:

Definition 1.5 (Homographie).

Eine Homographie ist eine umkehrbare Abbildung h von P? auf sich
selbst, derart, dass drei Punkte X1, X9 und X3 genau dann auf einer
Geraden liegen, wenn h(x;), h(xa) und h(xs) ebenfalls auf einer Geraden
liegen.

Algebraisch ist die o.g. Definition eine Abbildung h : P? — P2, zu der eine
invertierbare 3 x 3-Matrix H existiert, so dass fiir jeden Vektor x gilt:

h(x) = Hx

Das lasst sich wie folgt zeigen: Seien x;, x5 und x3 Punkte auf der Geraden
1. Dann gilt fiir alle Punkte x; : 1'x; = 0, mit 4 = 1,2,3. Um die Matrix H
und ihre inverse Matrix H ! ergéinzt*, gilt 1" H ' Hx; = 0, wobei Hx; die drei
Punkte sind.

Die inverse transponierte Matrix® H~" ist (H~!)". D.h. H~ "1 ist die kor-
respondierende Gerade, auf der sich die drei Punkte befinden. Die Matrix H
wird Homographiematriz genannt.

Synonyme fiir Homographie sind auch Kollineation, projektive Transformation
und Projektivitat.

Projektive Transformation von Punkten

Definition 1.6 (Projektive Transformation von Punkten — 2D).

FEine projektive Transformation von Punkten ist eine lineare Trans-
formation von homogenen 3-Vektoren durch eine invertierbare 3 X 3-
Homographiematrix

-’Ell hii hiz s T
iU/z = |ha1 haa hos Zz ],
l‘é hs1 hsa  hs3 Z3
beziehungsweise
x' = Hx

4Eine quadratische Matrix A, die mit ihrer inversen Matriz A~ multipliziert wird, ergibt
die sogenannte Einheitsmatriz oder Identitdtsmatriz, kurz Identitat. Die Multiplikation einer
Matrix oder eines Vektors mit der Einheitsmatrix verandert die Matrix beziehungsweise den
Vektor nicht.

5Es ist egal, ob die Matrix zuerst invertiert und dann transponiert wird oder umgekehrt.
Die Inverse der transponierten Matrix entspricht der Transponierten der inversen Matrix
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Da homogene 3-Vektoren skaliert werden konnen, dabei aber immer den glei-
chen Punkt reprasentieren, kann auch die Matrix durch einen von Null ver-
schiedenen Skalar multipliziert werden, ohne dass sich die Abbildung verén-
dert. Damit ist das Verhéltnis der 9 Matrix-Elemente untereinander ausschlag-
gebend. Somit gibt es flir die Matrix insgesamt 8 Freiheitsgrade. Die Anzahl
der Freiheitsgrade wird nachfolgend eine Rolle bei der Einordnung der geome-
trischen Rdume und bei der Bestimmung der Homographiematrix spielen.

Projektive Transformation von Geraden

Definition 1.7 (Projektive Transformation von Geraden — 2D).

Die projektive Transformation von Geraden ist, analog zur projek-
tiven Transformation von Punkten, eine lineare Transformation von ho-
mogenen 3-Vektoren durch eine invertierbare 3 x 3-Homographiematrixz

'=H 'L

Diese Definition lasst sich folgendermafien motivieren: Bei der Beschreibung
der Homographie wurde bereits gezeigt, dass 1" H'Hx; = 0 gilt, wobei X' =
Hx die projektive Transformation von Punkten ist. Entsprechend verbleibt
' = H~T] fiir die korrespondierende Gerade.

Bislang reiht sich im Wesentlichen eine Definition an die néchste, mit dem
Ergebnis, dass wir mithilfe einer Homographiematrix Transformationen von
Punkten und Geraden berechnen konnen. Es wurde jedoch noch nicht ange-
sprochen, wofiir diese Transformationen benotigt werden. Dazu soll an dieser
Stelle ein kleines Beispiel folgen.

Die Abbildung 1.5 zeigt zwei unterschiedliche Ebenen mit der Abbildung der
beiden Punkte x und x’ beziiglich des Punktes ¢, der Kameraposition.

Abbildung 1.5: Projektion von Punkten. Die Punkte x und x’ werden beziiglich Punkt
c (siehe Abschnitt 1.3) auf unterschiedlichen Ebenen anders abgebildet.

/

projektive
Transformation
von Geraden
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Angenommen die Anordnung der Ebenen ist bekannt. Dann lassen sich mithilfe
der Homographiematrix alle Elemente der einen Ebene auf die andere Ebene
abbilden. Dies wird in den vier Bildern aus Abbildung 1.6 gezeigt.

(d)

Abbildung 1.6: Projektive Transformation. Abbildung (a) zeigt das Originalfoto mit den
perspektivisch (korrekt) verzerrten Oberflachen der Biicher. Durch die Anwendung von
Homographien passend zur Ausrichtung der jeweiligen Buchdeckel, entstehen die Bilder
(b) bis (d).

1.1.3 Hierarchie von Transformationen

Anhand der Abbildung 1.6 (a) lassen sich einige Merkmale des projektiven
Raumes zeigen. So kann zum Beispiel im Allgemeinen angenommen werden,
dass Biicher eine rechteckige Grundform besitzen. Das bedeutet, dass die ge-
geniiberliegenden Kanten parallel und alle vier Innenwinkel rechte Winkel sind.

Betrachtet man die drei Polygone® {iber den Buchdeckeln in Abbildung 1.6 (a),
stellt man fest, dass dies bei keinem der Polygone zutrifft. Warum?

SPolygone sind Flichen, die durch die Linien von Vielecken eingeschlossen werden. Das
einfachste Polygon ist ein Dreieck. Die Polygone im Beispiel sind allesamt Vierecke.
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Die projektive Geometrie ist die allgemeinste und am wenigsten restriktive
Form in der Hierarchie der grundlegenden Geometrien. Diese Hierarchie ist:

o cuklidische Geometrie
o Ahnlichkeit (engl. similarity)
e affine Geometrie

o projektive Geometrie

Jede dieser Geometrien weist Eigenschaften auf, die durch Transformationen Invarianten
innerhalb dieser Geometrien erhalten bleiben. Diese sogenannten Invarianten planarer
planarer Geometrien sind: Geometrien

o Ldangenmafle Langenmafle

Langenmafe oder Distanzen werden iiber die Norm ||x|| bestimmt. Die
Norm wird iiber die inhomogenen Koordinaten bestimmt!

o Winkel Winkel

Winkel werden mit dem Skalarprodukt berechnet. Eine Transformation
ist winkeltreu, falls
xy  x.y
I 2 P
gilt. Auch hier werden die inhomogenen Koordinaten verwendet!

e Kollinearitat Kollinearitat

Kollinearitét ist die Eigenschaft gemafl derer Punkte, die vor der Trans-
formation auf einer Geraden lagen, auch nach der Transformation noch
auf einer Geraden liegen.

o Parallelitat Parallelitat

Zwei Geraden sind parallel, wenn sie sich ,,im Unendlichen“ schneiden.

o Teilverhaltnisse Teilverhéltnisse

Teilverhaltnisse sind die Abstandsverhaltnisse von drei Punkten auf einer
Geraden. Diese Verhaltnisse sollten vor und nach der Transformation
gleich sein.

e Kreuzverhaltnis Kreuzverhéltnis

Das Kreuzverhéaltnis lasst sich am einfachsten am 1-dimensionalen pro-
jektiven Raum zeigen. Gegeben sind 4 Punkte z1, x5, 3 und x4 auf einer
Geraden. Durch eine Projektion der Punkte auf eine zweite, nicht paral-
lele Gerade, verandert sich das Teilverhaltnis der projizierten Punkte 2,
xh, x5 und x), (siehe Abbildung 1.7). Betrachtet man jedoch ein spezielles
,Verhaltnis der Verhéaltnisse®, das sogenannte Kreuzverhéltnis, so stimmt
dieses fiir die urspriinglichen Punkte z; bis x4 und fiir die projizierten
Punkte x] bis x) iiberein. Mit anderen Worten: Das Kreuzverhéltnis ist
invariant unter obiger Projektion.
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I ) T3 Ty

Abbildung 1.7: Kreuzverhaltnis — Im projektiven Raum sind Langen und Teilverhaltnisse

keine Invarianten. Wahrend die Abstidnde von x; bis x4 immer gleich sind, sind die

Abstande zwischen den Punkten 2 bis 2; einer projektiven Transformation nicht mehr
gleich.

Das Kreuzverhialtnis ist dabei definiert als:

Cross(Xy,Xg, X3,Xy4) = m,
| X1 X3 | XXy

wobei

— i1 Ti1
|XiX;| = det LC’ xj ] :
12 j2

Eine alternative, vielleicht etwas einfachere Sichtweise ist die Interpreta-
tion des Kreuzverhaltnisses in Form von Langen:

c A SETAD
TOSS(Xl,Xz,Xg,X4)—A A
2314

wobei A;; der Abstand zwischen den Punkten X; und Xx; ist.

Bemerkung: Die wichtigste Erkenntnis ist hier, dass das Kreuzverhéltnis
eine Invariante bestimmter Transformationen ist. Im Allgemeinen miissen
die Werte beider Formeln nicht iibereinstimmen, da hier eine Permuta-
tion der Elemente vorliegt. Dies ist erlaubt, solange die Elemente immer
paarweise vertauscht werden. Durch diese Permutation &ndern sich dann
eventuell die Werte des Kreuzverhaltnisses, das Kreuzverhéaltnis der pro-
jizierten Punkte bleibt jedoch auch im Falle einer Permutation wieder
erhalten und andert sich nicht.

Isometrie und die euklidische Transformation

Die Klasse der Isometrien ist in der Hierarchie der Transformationen die am
starksten spezialisierte Form. Isometrien beschreiben Transformationen im R2,
bei denen die Distanzen (iso = gleich, metric = Maf}) erhalten bleiben. Es gilt:

/

x ecosf —sinb t,| [z
y | = |esin® cosf | |y,
1 0 0 1 1
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wobei € = £1 sein kann.

Wenn € = 1 ist, handelt es sich um eine, die Orientierung erhaltende Isometrie. euklidische
Sie wird euklidische Transformation genannt. Transformation

Da ¢ = —1 in der Praxis kaum relevant ist, nehmen wir nachfolgend an, dass es
sich bei den verwendeten Isometrien immer um euklidische Transformationen
handelt.

Definition 1.8 (Euklidische Transformation — 2D). /

Die euklidische Transformation ist (kompakte Notation)

R t
x = Hpx = lOT 1] X,

wobei R die 2 x 2-Rotationsmatriz und t der Translationsvektor ist.

Zur kompakten Notation, die nachfolgend bevorzugt verwendet werden wird, kompakten
noch ein paar Informationen. Wie sieht die oben genannte Matrix aus? Notation

e Zunéchst gibt es die Information, dass R eine 2 x 2-Matrix ist:

11 T2
21 Ta2

« Bei t handelt es sich um einen Vektor. Entsprechend gilt, da er neben R
notiert wird, dass er die gleiche Anzahl Zeilen besitzt:

ri1 rie

ro1 Toa 2

o Die 1 am Ende der letzten Zeile ist ein Einzelelement. Da 0" ein trans-
ponierter Nullvektor ist, also die Form (0 0 ...) hat, handelt es sich
um eine einzelne Zeile. Die Anzahl der Spalten ergibt es aus der dariiber
liegenden Matrix R:

i T2t
To1 T2 12
0 0 1

Es werden spéter noch aufwandigere Matrizen folgen, die voll ausgeschrieben
zum einen uniibersichtlich wiirden und zum anderen nicht mehr auf die Seite
passen wiirden. Daher sollten Sie sich schon an diese Notation gewohnen.
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Ahnlichkeitstransformation

Die Klasse der Ahnlichkeitstransformationen ist in der Hierarchie der Trans-
formationen etwas allgemeiner als die Isometrie. Im Gegensatz zur Isometrie
ist zusétzlich die Skalierung erlaubt. D.h. Winkel bleiben weiterhin erhalten,
aber absolute Distanzen existieren nicht mehr. Es gilt:

x! scosf —ssinf t,| [z
y | = |ssinf scosf t,| |y],
1 0 0 1 1

wobei s der Skalierungsfaktor ist.

Definition 1.9 (Ahnlichkeitstransformation — 2D).

Die Ahnlichkeitstransformation ist (kompakte Notation)

x' = Hgx = [%5 ﬂ X,

wobei R die 2 x 2-Rotationsmatriz, t der Translationsvektor und s der
Skalierungsfaktor ist.

Affine Transformation

Die Klasse der affinen Transformationen ist noch allgemeiner als die der Ahn-
lichkeitstransformationen. Bei den affinen Transformationen ist zusatzlich die
Deformierung moglich. Damit bleiben Winkel bei dieser Transformation (in
der Regel) nicht erhalten:

l‘l a1 a1 1?$ T
Yy | =laa ax t,| |y
1 0 0 1 1

Definition 1.10 (Affine Transformation — 2D).
Die affine Transformation ist (kompakte Notation)

At
x' = Hyx = [(—)T Jx

wobei A die affine 2 x 2-Matriz und t der Translationsvektor ist.

Die affine Matrix A kann dabei wie folgt zerlegt werden:

A = R(O)R(—¢)DR(¢), mit

[noo
v =[5 )
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wobei R(f) die Rotationsmatrix ist und R(—¢)DR(¢) die Deformation be-
schreibt. Informell wird zunéchst alles um ¢ gedreht, anschliefend um einen
Faktor A\; und A, in - und y-Richtung skaliert und abschlieSend wieder um ¢
zuriick gedreht.

Nachdem schon diverse Eigenschaften der restriktivsten euklidischen Geome-
trie aufgehoben sind, stellt sich die Frage, welche Eigenschaften noch erhalten
bleiben. Bei der affinen Geometrie sind das:

Kollinearitat

Parallelitat

Teilverhaltnisse

Kreuzverhéaltnisse

Projektive Transformation

Projektive Transformationen wurden bereits in den vorhergehenden Abschnit-
ten eingefithrt. Es handelt sich zusammenfassend um invertierbare lineare
Transformationen homogener Koordinaten. Im Vergleich zu den affinen Trans-
formationen sind nach einer projektiven Transformation urspriinglich parallele
Elemente nicht mehr parallel. Zudem geht auch die Eigenschaft der Teilver-
héaltnisse verloren. Lediglich die Kollinearitat und die Eigenschaft des Kreuz-
verhaltnisses bleiben erhalten.

@ hir hia his x
Y| = |har hoa hos Y
1 hsi hsa hsz| \1

Definition 1.11 (Projektive Transformation — 2D).

Die projektive Transformation ist (kompakte Notation)

x' = Hpx = lA t]x,

vi 1

wobei A die affine 2 x 2-Matriz, t der Translationsvektor und v' =
(v1,v2) der projektive Anteil ist.

Dem einen oder anderen mag aufgefallen sein, dass es scheinbar einen kleinen
Widerspruch zwischen den Matrizen vor und innerhalb der Definition gibt.
Waéhrend in der Matrix vor der Definition alle 9 Elemente a1 bis ass frei
gewdhlt werden konnen, ist in der Matrix Hp aus der Definition der Wert as3 =
1. Es ist jedoch beides richtig, denn zu Beginn des Abschnitts wurde bereits
erwahnt, dass diese Homographiematrizen nur 8 Freiheitsgrade besitzen, da
das 9. Element als ein von Null verschiedener Skalar verwendet wird. Um die
Submatrix A und die Vektoren t und v von diesem Skalar unabhingig zu
machen, wurde das Element a3 = 1 festgesetzt.

projektive
Transformation
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Zusammenfassung der Invarianten planarer Transformationen

Die nachfolgende Tabelle 1.2 zeigt eine Ubersicht iiber die einzelnen Gruppen
planarer Transformationen, die Anzahl der Freiheitsgrade (in der Tabelle mit
Fhg. abgekiirzt) und die Invarianten ihrer Eigenschaften.

Gruppe ‘ Fhg. ‘ Matrix ‘ Invarianten
hi1 hia hiz
projektiv 8 ho1  hoo  hos Kollinearitiat und Kreuzverhéltnis
h31  hsa hs3
T Parallelitat, Teilverhéltnis von par-
611 613 g llelen S ten auf Geraden und
offin 6 4y azy T allelen Segmenten auf Geraden un
0 0 1y Flachenverhéltnisse sowie alle ober-

halb genannten Invarianten.

scosf —ssinf t, . . . .
S . = Winkel, Teilverhaltnisse sowie alle
dhnlich 4 ssinf)  scosf i, ’ )
0 0 1 oberhalb genannten Invarianten.

cosf —sinf t,
euklidisch 3 sinf  cosf i,
0 0 1

Léngen, Flichen (absolut) und alle
oberhalb genannten Invarianten.

Tabelle 1.2: Invarianten planarer Geometrien.

Die projektiven Gruppen sind in der Tabelle geordnet, sodass eine Matrix im-
mer alle Elemente der darunter liegenden Matrizen enthalt und die Invarianten
sich von oben nach unten ergénzen.

Die projektive Transformation und die Fluchtpunkte

Eine spéter noch bendtigte und wichtige Eigenschaft der projektiven Transfor-
mation betrifft die Projektion der Fluchtpunkte beziehungsweise der Geraden
im Unendlichen 1.

Die Gerade im Unendlichen hat beziiglich der projektiven Transformation eine
besondere Eigenschaft. Die unendlich weit entfernten Fluchtpunkte werden bei
einer projektiven Transformation zu endlichen Punkten. Entsprechend wird die
Gerade im Unendlichen zu einer endlich abgebildeten Geraden. Dies gilt bei
allen anderen Abbildungen nicht.

Der entscheidende Unterschied zwischen der projektiven Abbildung und den
anderen Abbildungen ist, dass der Vektor v der projektiven Homographie nicht
Null ist, was sich am folgenden Vergleich der affinen und projektiven Abbildung
eines Fluchtpunktes zeigen lasst. Die affine Abbildung sieht wie folgt aus:
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Abbildung 1.8: Fluchtpunkt und Gerade im Unendlichen. Im euklidischen Raum parallele
Geraden, wie hier die AuBenseiten einer langen geraden StraBe (griin), schneiden sich
nach der projektiven Transformation in einem Fluchtpunkt. Der Fluchtpunkt liegt auf
einer endlich abgebildeten Geraden im Unendlichen (rot), auch Horizont genannt.

(Bild: Jens Garstka: Finnmark, Norwegen, 2011)

At [T A('““"l)
oT 1| ("]~ 2

0 0

Die entsprechende projektive Abbildung sieht so aus:

At (T A(‘Tl)
v 1) T 2
0

1_)12171 + ?72.’1)2

Das ist der Grund, warum sich Fluchtpunkte in einer projektiven Abbildung
visuell darstellen lassen, denn die 3. Komponente der homogenen Koordinaten
ist ungleich 0.

Damit lasst sich auch die oben getroffene Aussage untermauern, dass die Ge-
rade im Unendlichen bei einer projektiven Transformation zu einer endlich
abgebildeten Geraden wird, beziehungsweise die Gerade im Unendlichen unter
einer affinen Transformation erhalten bleibt:

A-T (—)] 0 0

o= Hy o = [_ETA—T 1

Definition 1.12 (Unverdnderlichkeit der Geraden im Unendlichen).

Die Gerade im Unendlichen 1y, ist unverdnderlich unter einer Transfor-
mation H, wenn H eine affine Transformation ist.
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Zerlegung einer projektiven Transformation

Angenommen aus einer perspektivisch verzerrten Abbildung soll bestimmt
werden, welche Geraden parallel verlaufen. Dann muss nur genau der Teil
einer Transformation bestimmt werden, der aus einer projektiven Abbildung
eine affine Abbildung zurtickrechnet.

Da in einer Homographiematrix alle beschriebenen Transformationen zusam-
mengefasst sind, muss die Homographiematrix erst zerlegt werden, bevor di-
rekt auf die einzelnen Eigenschaften zugegriffen werden kann. Diese Zerlegung
nennt sich Dekomposition.

Sei H eine Homographiematrix, dann sieht eine Dekomposition von H zum
Beispiel wie folgt aus:

sR t||K o|]I O A ot
| R

Dabei ist A = sRK +tv', K eine obere Dreiecksmatrix’ mit det K = 1 und
I die Identitdatsmatrix. Die Zerlegung ist giiltig fiir v # 0 und eindeutig, wenn
s eine positive Zahl ist.

1.1.4 Wiedergewinnung metrischer und affiner Eigen-
schaften aus perspektivisch verzerrten Bildern

Um zu zeigen, welche Moglichkeiten schon mit den bis hierher eingefithrten
Grundlagen existieren, wird nachfolgend erklart, wie aus einem Bild mithilfe
von 4 Punktkorrespondenzen die projektive Verzerrung entfernt werden kann,
so wie dies in den Abbildungen 1.6 (b) bis (d) gezeigt wurde.

Zunéchst klaren wir den Begriff Punktkorrespondenzen: Wenn eine Szene
in unterschiedlichen projektiven Abbildungen dargestellt wird, zum Beispiel
durch Fotos aus verschiedenen Ansichten, dann gibt es viele Punkte, die in
allen oder mehreren Abbildungen zu sehen sind. Nehmen wir zum Beispiel den
Schriftzug 'DUDEN’, welcher auf allen 4 Abbildungen auf 1.6 zu sehen ist.
Von diesem Schriftzug wiederum nehmen wir die ganz rechte Ecke oben (vom
Buchstaben N); die sich in jedem der 4 Bilder in exakt einem Pixel wieder-
findet. Die 4 Koordinatenpaare dieser Pixel stellen eine Punktkorrespondenz
iiber die 4 Bilder dar. Entsprechend sind die Koordinaten eines anderen Pi-
xels, dessen Inhalt sich ebenfalls ein allen 4 Bilder wiederfindet eine weitere
Punktkorrespondenz.

Jetzt stellt sich die Frage, warum gerade 4 Punktkorrespondenzen benotigt
werden. Dies liegt daran, dass eine projektive Homographiematrix fiir die Ebe-
ne 8 Freiheitsgrade hat, die es zu erfiillen gilt. Aber der Reihe nach. ..

7 Die obere Dreiecksmatrix ist eine Matrix, bei der alle Elemente unterhalb der Haupt-
diagonale Null sind.
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Direkte lineare Transformation

Gesucht ist die projektive Homographie zwischen den Punkten x; und x;:
x, = Hx;

Hier soll noch einmal auf die kompakten Notation verwiesen werden. Die Ho-
mographiematrix H hat die Form

hll h12 h13
H= h21 h22 h23
h31 h32 h33

Wird Homographiematrix A durch die Zeilenvektoren h;-r gegeben:
h{
H = |h; |,
hy
ist zum Beispiel der Vektor

th = (hi1 hiz hug).

Damit kann die Homographie wie folgt hergestellt werden:

/ T
/

yi | = | hy -x;
/ T

Dass es sich dabei auf er linken Seite um einen 3-Vektor handelt kann einfach
nachvollzogen werden, denn th -X; = h112;1 + h122i2 + hi3xi3. Es handelt sich
also um einen einzelnen Wert.

Indem beide Seiten der Gleichung mit dem Kreuzprodukt von x| erweitert
werden, erhalten wir auf der linken Seite einen Nullvektor.

vi| < (W | = 4] x [hy X

w, w, w, hy - x;
JB[x — ulh]x,

0= |w,-hi -x; — z/-hj- x (1.1)
zi-h) -x; — yl-hi-x

Aus dem Vektor auf der rechten Seite ldsst sich iiber die sogenannte schief- schiefsymmetrische
symmetrische Matrixz eine Koeffizienten-Matrix extrahieren. Matrix

Und zwar lasst sich mit der schiefsymmetrischen Matrix das Kreuzprodukt
zweier Vektoren durch ein Matrix-Vektor-Produkt ersetzen. Allgemein gilt:
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Da an dieser Stelle die schiefsymmetrische Matrix das erste Mal verwendet
wird, soll auch gezeigt werden, dass die Gleichung gilt. Gesucht ist demnach
eine Matrix A, so dass gilt:

x Xy =Ay
Im Detalil ist
TolY3 — T3Yo a13Y3 + a12Y2 + a11y1
XXy = |23y1 — 21y3 | = | a2sys + agys + any: | = Ay
T1Y2 — T2Y1 a33ys + az2yY2 + azi1y1
Daraus ergibt sich direkt:
a13 = Ty ajp =—xr3  a;p =20
Q23 = —T1 azy =0 Q21 = T3
asz =0 a3z = X1 a3y = —T2

Wird dieses Prinzip nun auf Gleichung 1.1 angewandt wird der Vektor in eine
Koeffizienten-Matrix und einen Vektor h aufgetrennt:

T / T / T
0 . _wi_'rxi Yi - X . h, -
/ / _
/ /
—Y; - X, Wi & 0 h;

Hier noch ein letztes Mal der Verweis auf die kompakte Schreibweise:

« Der Vektor x; ist ein 3-Vektor. Multipliziert mit einem Skalar wie w] und
transponiert ergibt einen Zeilenvektor (wix; wix; wizrs;). Demnach
besteht jede der drei Spalten selbst nochmal aus drei Spalten und es
handelt sich demnach auf er linken Seite um eine 3 x 9-Matrix.

o Jeder Vektor h; ist ein 3-Vektor. Demnach ist der gesamte Vektor passend
zur Matrix ein 9-Vektor.

« Entsprechend ist 0 ein 3-dimensionaler Nullvektor.

Die Koeffizienten-Matrix ist eine 3 x 9-Matrix und h ein 9-dimensionaler Vek-
tor. Die Zeilen der Matrix sind nicht linear unabhéngig, weil sich die dritte
Zeile bis auf die Skalierung durch w; aus der Summe des z)-fachen der ersten
Zeile und dem y.-fachen der zweiten Zeile ergibt. Daher wird die Matrix so
reduziert, dass die Zeilen linear unabhéngig sind:

h
T / T / T 1
0 WXy Y X hy| =0
w)-x; 0" —at-x]
h;

Dieses lineare Gleichungssystem besitzt 9 unbekannte Variablen h; und zwei
Gleichungen fiir ein Punktpaar — es erfiillt somit zwei der 9 Freiheitsgrade. Mit
vier Punktpaaren, von denen keine drei kollinear sind, erhélt man vier linear
unabhéangige Gleichungen. Damit werden die 8 Freiheitsgrade erfiillt. Der 9.
Freiheitsgrad ist der Skalierungsfaktor und kann frei gewéhlt werden.
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Dieses lineare Gleichungssystem besitzt immer eine spezielle Losung, die soge-
nannte triviale Losung, bei welcher der Skalierungsfaktor auf 0 gesetzt wird.
Um diese Losung auszuschlieBen wird in der Regel festgelegt, dass ||h|| = 1
sein soll®.

Im Normalfall bezieht man den Skalierungsfaktor direkt in das Gleichungssys-
tem mit ein, indem die letzte Komponente des Losungsvektors auf 1 gesetzt
wird. Dann ergibt sich das folgende Gleichungssystem mit ¢ = 1,2, 3,4 fiir die
4 Punktkorrespondenzen:

0 0 0 —ww; —yw;, —ww; Ty Yy ] h— <—wz‘y§>
rw, yw, waw, 0 0 0 —wirh —yiah| T\ wad
(1.2)
Fazit: der Vektor h lisst sich, reduziert um die letzte Komponente, mit vier
Punktkorrespondenzen exakt berechnen. Das kann zum Beispiel durch Gauf3-
Eliminierung erfolgen.

Dieses Verfahren, welches auch Direkte lineare Transformation oder DLT ge-
nannt wird, wurde bei den Bildern in Abbildung 1.6 eingesetzt.

Hinwers: Das DLT-Verfahren ldsst sich nur anwenden, wenn exakt 4 Punkt-
korrespondenzen verwendet werden — zum Beispiel, wenn wie in Abbildung
1.6 manuell Punkte in einem Bild ausgewéhlt wurden. Wenn mehr Punktkor-
respondenzen (gegebenenfalls auch automatisiert) bestimmt werden, funktio-
niert das DLT-Verfahren nicht mehr, da die Punktkorrespondenzen nicht exakt
iibereinstimmen und damit das lineare Gleichungssystem tiberbestimmt ist.

Affine Rektifizierung

Eine weitere Anwendung der bisher gelernten Methoden ist die Eliminierung
geometrischer Verzerrungen in Bilddaten, kurz Rektifizierung. Bei der affinen
Rektifizierung lassen sich affine Eigenschaften, wie zum Beispiel die Paralleli-
tat, aus eine projektiven Abbildung rekonstruieren. Da zwischen der projekti-
ven und der affinen Abbildung lediglich zwei Freiheitsgrade Differenz liegen,
ist es hinreichend eben diese Freiheitsgrade zu bestimmen, um die affinen Ei-
genschaften zu rekonstruieren.

Das lasst sich beispielsweise durch die Bestimmung der Geraden im Unendli-
chen realisieren. Sobald die, in einer projektiven Abbildung vorhandene Gera-
de, im Unendlichen identifiziert wurde, kénnen zum Beispiel direkt innerhalb
der projektiven Abbildung Geraden identifiziert werden, die vor der projektiven
Abbildung parallel waren, denn diese Linien schneiden sich in der Abbildung
der Geraden im Unendlichen.

Wie bereits bekannt ist, wird die Gerade im Unendlichen in allen geometrischen
Riumen mit Ausnahme des projektiven Raums auf die Gerade 1., = (0,0,1) "
abgebildet. Daher ist der einfachste Weg aus einer projektiven Abbildung wie-
der eine affine Abbildung zu berechnen, indem die Transformation zwischen
der Projektion der Geraden im Unendlichen und (0,0,1)" ermittelt wird.

8Da der Skalierungsfaktor frei gewihlt werden kann, kénnte man auch ||h|| = 2 oder
[|h|| = 7 setzen — nur eben nicht 0

Direkte lineare
Transformation

A

Rektifizierung
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Sei 1 = (Iy,1y,13) ", mit I3 # 0, die Gerade im Unendlichen aus der projektiven
Abbildung, dann ist

100
H=H4- |0 1 0 (1.3)
A

eine Homographie, mit deren Hilfe die Rektifizierung der projektiven Abbil-
dung zu einer affinen Abbildung berechnet werden kann. Dabei ist H4 eine
affine Matrix. Der hier beschriebene Zusammenhang ist noch einmal in Abbil-
dung 1.9 dargestellt.

Abbildung 1.9: Affine Rektifizierung. Parallele Geraden schneiden sich nach der projekti-
ven Transformation durch Hp in einem Punkt. Die Gerade 1., wird nach der Projektion
zu einer Geraden 1 = (ll,lg,lg)T, mit [3 # 0. Durch die Bestimmung der Geraden 1
l&sst sich die Homographie H zur Riicktransformation berechnen. Das Ergebnis ist dann
in den meisten Fallen nicht das Originalbild, sondern eines, welches durch eine affine
Transformation H 4 aus dem Original entstehen kann.

Nachfolgend wird in einzelnen Schritten gezeigt, warum die durch Gleichung
1.3 beschriebene Homographie H tatsichlich eine Gerade 1 = (Iy,1ls,13)" auf
die Geraden im Unendlichen 1., = (0,0,1)" abbildet.

1 0 0

H = Hy -0 1 0
L s I3

—an a19 t_m 1 0 O

= 21 A929 gy 0 1 0

10 0 1 LUy I3
[a11 + gxll ao + t::rl2 szl3
= |an +tyli an +tyly t,l;
L ly I3

GemaB der Transformation von Geraden gilt: I’ = H~'1. Daher muss die in-
verse transponierte Matrix von H gebildet werden:
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ayr + t:xll a2 + t:ml2 t:a:l3 -
H_T = as1 + tyll 22 + tylg tylg
I Iy I3
- 1
(Clnazz - a12a21)13
[ agals —agl3 asily — asly |
—G12l3 Cl11l3 a2l — arils

- _ _ _ 11022 — Q12021 - - -
13(_a22ta: + athy) lg(CL21tw — 0,11ty) +éx(a2211 — a21l2) .
+ty((111l2 — algll)

Dass diese Matrix tatsédchlich die Losung fiir die Abbildung der Geraden 1 auf
1., ist, zeigen wir nun durch Anwendung auf [ = (I, 1o, 13) "

1
(allaz2 - a12a21)l3
a2lly — agilals — aglils + aglals

H Tl =

—ay2lls + arilals + aralils — anlals

lis3(—agat, + a_l2t_y) + lols(agt, — Cfllfy) + l3(a11a92 — a12a91)+
Isty(agaly — anly) + Isty(arily — araly)

1 0
= 0
(a11a22 - CL126621)l3 (a11a22 _ a12a21)l3
0
= 0| =1,
1

Das entspricht genau der o.g. Annahme.

1.1.5 Der dreidimensionale projektive Raum

Da sich der Kurs mit der Rekonstruktion von dreidimensionalen Objekten be-
schéftigt, ist es nicht hinreichend, sich nur mit der projektiven Geometrie in
der Ebene zu beschéftigen. Daher werden in den folgenden Abschnitten die be-
notigten Grundlagen fiir den dreidimensionalen projektiven Raum eingefiihrt.

Punkte und ihre projektive Transformation

Die homogene Reprisentation von Punkten x = (21, 22, 73) " im R? wird durch  homogene
einen 4-Vektor Darstellung von
X = (x1, X9, x3,x4) " Punkten im R?
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mit x4 # 0 beschrieben. Aus den homogenen Koordinaten wird analog zum
zweidimensionalen Fall x1 = x1/xy, 9 = x9/x4 und x5 = x3/xy.

Definition 1.13 (Projektive Transformation von Punkten — 3D).

Die Projektion von Punkten erfolgt durch die 4 X 4 grofie Homographie-
matric H als
X =HX.

Die Matrix hat 15 Freiheitsgrade bei 16 Elementen. Das 16. Element
kann beziglich der Skalierung frei gewdhlt werden.

Ebenen und der dreidimensionale projektive Raum

Eine Ebene im dreidimensionalen Raum kann durch die folgende implizite
Gleichung

My + Moo + I3x3 + Iy = 0
beschrieben werden. Werden die Parameter my, m,, m3 und 1y mit einem
gemeinsamen Faktor # 0 multipliziert, beschreiben sie die gleiche Ebene.
Demnach lasst sich eine Ebene eindeutig durch die paarweisen Verhéaltnisse
Iy : 1 : 13 : Iy beschreiben. Die homogenen Koordinaten sind:

X1 ST
X9 ST .
= , mit s # 0.
X3 ST3
Xy S

Entsprechend ist die homogene Gleichung der Ebene
M &x1 + oXxg + MgXg + Mgxy = 0,

beziehungsweise
n' X =0.
Damit wird ausgedriickt, dass der Punkt X auf der Ebene 1 liegt.

Die ersten drei Elemente des Vektors m entsprechen dem Normalenvektor n
der Ebene, das vierte Element entspricht mit 1y /||n|| dem Abstand zwischen
der Ebene und dem Ursprung.

Es gilt zudem:
e Drei Punkte beschreiben eine Ebene
o Zwei Ebenen beschreiben eine Gerade

e Drei Ebenen beschreiben einen Punkt.

Definition 1.14 (Projektive Transformation von Ebenen — 3D).

Die projektive Transformation von Ebenen im 3D ist

o =H T
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Drei Punkte beschreiben eine Ebene

Gegeben sind drei Punkte &}, &5 und Aj5. Sie liegen alle auf der Ebene 1.
Daher kénnen Sie in Matrixform als

!

X, |lm=0

Xy
geschrieben werden. Sofern die drei Punkte nicht kollinear sind, erhélt man ei-
ne 3 x 4-Matrix vom Rang 3. Entsprechend ist m bis auf den Skalierungsfaktor
eindeutig bestimmbar — man erhélt also einen eindimensionalen Losungsraum
(engl.: null-space). Wenn die 3 Punkte kollinear sind, ist die Matrix vom Rang
2 und man erhélt einen zweidimensionalen Losungsraum, der alle Ebenen ent-
hélt, die durch die Gerade verlaufen, welche durch die drei kollinearen Punkte
aufgespannt wird.

So wie im P? das Kreuzprodukt zweier Punkte die Gerade beschreibt, die
durch diese Punkte verliuft, beschreibt im P3 ein Vektor aus 4 Determinanten
die Ebene m, die durch die drei Punkte X;, X, und A3 in allgemeiner Lage’
aufgespannt wird.

Angenommen es gibt einen weiteren Punkt X in allgemeiner Lage, der ebenfalls
auf der aus &, Xy und X3 beschriebenen Ebene 11 liegt. Dann sei

M:[X X, X, Xg]

eine 4 x 4-Matrix. Weil sich der Punkt & als Linearkombination der Punkte
X, & und A3 angeben lasst, ist die Determinante det M = 0.

Aufgrund des Laplaceschen Entwicklungssatzes kann die Berechnung mithilfe
der ersten Spalte der Matrix M (dem Vektor X) und den Determinanten der
korrespondierenden Submatrizen erfolgen. D.h. es gilt

detM = x1Da3q — x9 D134 + x3D 124 — x4 D123,

mit X = (x1,...,44)" und Djz; den Determinanten der Submatrizen bestehend
aus den Zeilen j, k und [ der 4 x 3-Matrix [Xl Xy Xg].

Da fiir alle Punkte der Ebene mm dann gelten muss, dass det M = 0, gilt:
Xx1D234 — 29 D134 + x3D194 — x4 D123 =0

Dementsprechend konnen die Koeffizienten der Ebenengleichung einfach abge-
lesen werden:

1 = (Dasy, —Disa, D1y, —Digs) "

Drei Ebenen beschreiben einen Punkt

Analog zu den drei Punkten, die eine Ebene aufspannen, lasst sich mit drei
Ebenen ein Punkt bestimmen.

-
I
m | X =0

2
L E]

9Die Punkte liegen nicht auf einer gemeinsamen Geraden

3 Punkte
beschreiben eine
Ebene

3 Ebenen
beschreiben einen
Punkt
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Entsprechend ist die Losung tiber die Determinanten gegeben:

X = (Dasy, —Disa, D1y, —Dig3) "

Dualitat im dreidimensionalen projektiven Raum

An dieser Stelle lasst sich schon erahnen, dass es auch im dreidimensionalen
projektiven Raum eine Dualitat zwischen den Punkten, Geraden und Flachen
gibt. Wie die letzten beiden Abschnitte zeigen, sind Punkte und Ebenen dual
zueinander.

Aber was ist mit Geraden? Geraden sind selbst-dual. Das werden wir in den
folgenden Abschnitten zeigen.

Geraden im dreidimensionalen projektiven Raum

Eine Gerade im R?® hat 4 Freiheitsgrade. Man kann sich das so vorstellen,
dass es im euklidischen Raum zwei orthogonale Ebenen gibt, auf denen je ein
Punkt liegt, durch den die Gerade verlaufen soll. Die beiden Punkte lassen sich
durch je zwei Koordinaten beschreiben. Diese Beschreibung einer Geraden ist
in Abbildung 1.10 schematisch dargestellt.

Ay

¥

» X

Abbildung 1.10: Geraden im R3. Geraden lassen sich im euklidischen Raum durch zwei
orthogonale Ebenen darstellen, auf denen je ein Punkt liegt, durch den die Gerade ver-
laufen soll.

Die 4 Freiheitsgrade oder Koordinaten fithren zu einem homogenen 5-Vektor.
Da sich Vektoren unterschiedlicher Dimension schlecht kombinieren lassen,
muss fiir Geraden eine andere Darstellungsform gewéhlt werden.

Repriasentation einer Geraden durch die lineare Hiille

Eine mogliche Darstellungsform einer Geraden ist die Repréasentation durch
die lineare Hiille. In diesem Zusammenhang muss zunéachst der Begrift Biindel
erkléart werden. Ein Biindel ist in der Geometrie eine Menge von Unterrdumen,
die eine gemeinsame Schnittmenge haben. Diese gemeinsame Schnittmenge ist
der sogenannte Triger des Biindels. Zum Beispiel ist eine Menge von Gera-
den, die sich in einem Punkt schneiden, ein Biindel und der Schnittpunkt der
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Tréger. Entsprechend gibt es eine Menge von Ebenen, die eine gemeinsame
Schnittgerade besitzen. Dann sind die Ebenen ebenfalls ein Biindel und die
Schnittgerade der zugehorige Trager.

Seien nun A und B zwei Vektoren in homogenen Koordinaten. Sei
AT

vl

eine 2 x4-Matrix. Die lineare Hiille von W ist das Biindel der Punkte A A+ 3.

In homogenen Koordinaten ist diese lineare Hiille eine Ebene im projektiven
Raum P3, aus der jedoch im R3 eine Gerade wird.

Eine visuelle Darstellung ist natiirlich im 4-dimensionalen Raum nicht direkt
moglich. Allerdings lésst sich der Sachverhalt auch aus der Geometrie der Ebe-
ne beschreiben, wie in Abbildung 1.11 dargestellt ist.

Abbildung 1.11: Biindel und lineare Hiille. Seien a und b zwei Vektoren in homogenen
Koordinaten im P2, Sei W' = {aT bT} eine 2 x 3-Matrix. Die lineare Hiille von W T
ist das Biindel der Punkte Aa + pb. In homogenen Koordinaten ist diese lineare Hiille
eine Ebene, die hier in beige dargestellt wird. Nach der Dehomogenisierung verbleibt
eine Gerade durch die beiden Punkte.

Alternativ konnen auch Ebenen verwendet werden. Seien P und Q zwei Ebe-
nen. Sei
PT
o

eine 2 x 4-Matrix. Die Lineare Hiille von W*T ist das Biindel der Ebenen
NP + 1/ Q mit der zu reprasentierenden Geraden als gemeinsame Achse.

W = l (1.4)

Die Repréasentation durch die Lineare Hiille ist sehr praktisch bei numeri-
schen Implementierungen, wo die Losungsraume durch Anwendung des SVD-
Algorithmus'® bestimmt werden kénnen.

10°SVD steht fiir singular value decomposition — die Singulirwertzerlegung. Bei der Singu-
larwertzerlegung werden — ganz grob zusammengefasst — wichtige Eigenschaften von Elemen-
ten in einem Vektorraum herausgearbeitet. Dazu werden die Elemente, zum Beispiel Punkte
im R? in einer n x m Matrix A, zusammengefasst. Diese Matrix wird in A = U - S -V T
zerlegt, so dass S eine n X m-Matrix ist, wobei die ersten Zeilen einer Diagonalmatrix mit
absteigenden Werten entsprechen und U (n x n), sowie V' (m x m) Orthonormalbasen sind,

lineare Hiille
zweier Punkte

lineare Hiille
zweier Ebenen
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Reprasentation durch die Pliicker Matrix

Bei der sogenannten Pliicker-Matrix handelt es sich um eine 4 x 4 schiefsymme-

trische homogene Matrix. Das ist eine Matrix, bei der AT = —A ist. Beispiel:
0 aq a9 as
—aq 0 ay as

—Q9 —Aa4 0 Qg
—Qa3 —ap —Aag 0

Fir zwei Punkte A und B beschreibt die Matrix
L=AB" —BA"
eine solche Matrix.

Diese Matrix hat die folgenden Eigenschaften:

e [ hat den Rang zwei und daher einen zweidimensionalen Losungsraum,
der durch ein Ebenenbtiindel die Gerade als Achse beschreibt.

« Die Reprisentation hat 4 Freiheitsgrade, wie jede Gerade im R3.

 Die Relation L = ABT — BA" ist eine Verallgemeinerung im 4-dimen-
sionalen Raum fiir 1 = x x x im P2,

e Die Matrix ist unabhéngig von der Wahl der Punkte auf der Geraden.

Wie bereits angedeutet besteht auch bei der Geraden eine Dualitat. Und zwar
ist die Gerade dual zu sich selbst. Das zeigt sich, indem zur Reprisentation
der Gerade nicht wie oben zwei Punkte A und B, sondern zwei Ebenen P und
Q (vergleiche Gleichung 1.4) verwendet werden. Damit gilt:

L*=PQ' —QP'
Fiir Geraden im P? gelten die nachfolgenden Eigenschaften:

o X = 0 ist genau dann erfiillt, wenn der Punkt X auf der Geraden
liegt.

o Lm = 0 ist genau dann erfiillt, wenn die Gerade in der Ebene 1 liegt.

o L*X = m definiert zusammen mit dem Punkt X', sofern L*X # 0, eine
Ebene 1.

e Lm = X ist der Schnittpunkt zwischen der Geraden und einer Ebene.

d.h. UUT =T und VV'T = I gilt. Die Spalten von U und V sind die sogenannten Singulér-
vektoren, die Werte der Diagonalmatrix S sind die Singuldrwerte.

Interpretieren lassen sich die Singuldrvektoren aus V' wie folgt: am Beispiel einer Punkt-
wolke beschreibt der erste Singuldrvektor mit dem ersten, respektive grofiten Singularwert
die Richtung und den Betrag der gréfiten Ausdehnung. Der zweite Vektor steht dazu ortho-
gonal und beschreibt die zweitgréfite Ausdehnung und so weiter. Ein weiteres Beispiel ist
eine schiefe Ellipse in der Ebene. Die beiden Singulérvektoren zeigen in Richtung der beiden
Ellipsenradien, die Singuldrwerte enthalten die entsprechenden Betrige der Radien.
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Ebene im Unendlichen

Zum Abschluss dieses Abschnitts wird noch die zur Geraden im Unendlichen
1., aus dem P? korrespondierende Ebene im Unendlichen 11, im P? eingefiihrt.
Diese Ebene hat die kanonische Form:

= (0,0,0,1)".

Ahnlich, wie bei der Geraden im Unendlichen, hat die Ebene im Unendlichen
folgende Eigenschaften:

e Die Ebene im Unendlichen enthalt alle Richtungen des dreidimensionalen
Raums: D = (x1, x5, x3,0)". Die Menge aller Punkte D ergibt — analog
zur Geraden im Unendlichen — die Ebene im Unendlichen.

o Zwei Ebenen sind genau dann parallel, wenn ihre Schnittgerade auf der
Ebene im Unendlichen 11, liegt.

o Zwei Geraden sind genau dann parallel, wenn ihr Schnittpunkt auf der
Ebene im Unendlichen liegt.

Zur Erinnerung: die projektive Abbildung einer Geraden im Unendlichen ist
eine , ganz normale” Gerade. Alle parallelen Geraden schneiden sich in Schnitt-
punkten, die auf dieser Geraden im Unendlichen liegen. In Abbildung 1.12
wird dazu eine Ebene mit zwei parallelen Geraden und die zugehérige projek-
tive Abbildung dargestellt. Es zeigt sich, dass die beiden Geraden in einem
Fluchtpunkt zusammenlaufen. Dieser Fluchtpunkt liegt auf der Geraden im
Unendlichen (gelb).

Abbildung 1.12: Gerade im Unendlichen als projektive Abbildung. Die Abbildung zeigt
eine Ebene (beige) auf der sich zwei parallele unendliche Geraden (lila) befinden. Eine
projektive Transformation auf die Bildebene (tiirkis) ergibt, dass sich die beiden parallelen
Geraden in einem Fluchtpunkt auf der Geraden im Unendlichen (gelb) treffen. Die Lage
des Fluchtpunktes auf der Geraden im Unendlichen hangt nur von der Richtung der
parallelen Geraden ab, nicht von ihrer Lage auf der Ebene.

Ebene im
Unendlichen
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Angenommen die Projektion wird um eine weitere, nicht koplanare Ebene er-
weitert, dann folgt daraus der Ubergang vom zweidimensionalen Raum P? in
den dreidimensionalen Raum P3.

In Abbildung 1.13 ist dieses Prinzip ebenfalls schematisch dargestellt. Man
kann erkennen, dass die parallelen Geraden auf beiden Ebenen jeweils ihre
eigenen Fluchtpunkte haben. Jede Ebene besitzt quasi ihre eigene Gerade im
Unendlichen. Fiir den Fluchtpunkt ist dabei jeweils nur die Richtung, aber
nicht die Lage einer Geraden relevant. Das gilt auch fiir die zuséatzliche Ebene,
die parallel zu den ersten beiden Geraden (lila) ist und damit die Gerade im
Unendlichen im gleichen Fluchtpunkt wie die beiden lila Geraden schneidet.

Abbildung 1.13: Ebene im Unendlichen als projektive Abbildung. Zusatzlich zur Ab-
bildung 1.12 wird eine zweite Ebene (graublau) dargestellt. Diese Ebene enthélt zwei
parallele Geraden (blau). Die projektive Abbildung dieser Geraden lauft wieder in einem
Fluchtpunkt zusammen, welcher jedoch nicht auf der Geraden im Unendlichen der ersten
Ebene (beige) liegt. Stattdessen besitzt die neue Ebene ihre eigene Gerade im Unendli-
chen (grin). Auch hier gilt, dass alle Parallelen, die sich auf der neuen Ebene befinden,
diese Gerade aufspannen. Jede weitere nicht koplanare Ebene wiirde eine eigene Gerade
im Unendlichen besitzen, so dass iiber alle moglichen Ebenen und dementsprechend alle
Fluchtpunkte paralleler Geraden im Raum eine gemeinsame Ebene entsteht — die Ebene
im Unendlichen m,, = (0,0,0,1)".

Die Abbildung zeigt nur zwei Ebenen. Wird das Modell um alle méglichen
Ebenen im Raum erweitert, bilden die zugehorigen Geraden im Unendlichen
und entsprechend die Fluchtpunkte aller parallelen Geraden im Raum eine
gemeinsame Ebene. Das ist die Ebene im Unendlichen.

Analog zur Definition 1.12 zur Unverdnderlichkeit einer Geraden im Unend-
lichen unter einer affinen Transformation, gilt diese Eigenschaft auch fir die
Ebene im Unendlichen:
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Definition 1.15 (Unverdnderlichkeit der Ebene im Unendlichen).

Die Ebene im Unendlichen 1y, ist unverdanderlich unter einer Transfor-
mation H, wenn H eine affine Transformation ist.

Damit ist dieser Abschnitt iiber die Grundlagen der projektiven Geometrie
abgeschlossen. Sie sollten jetzt die Reprasentation von Punkten und Geraden
im zweidimensionalen und dreidimensionalen Raum kennen. Zudem sollte Ih-
nen klar sein was homogene Koordinaten sind und warum diese Koordinaten
verwendet werden. Dariiber hinaus gibt es eine Vielzahl Eigenschaften, die die
einzelnen Réume unterscheidet. Dazu gehéren Winkel und Langenmafle oder
die Parallelitat. Sie sollten in der Lage sein die Unterschiede der Raume zu
nennen. Besonders wichtig sind zudem Begriffe wie Fluchtpunkt oder Gerade
im Unendlichen, die besonders fiir den nachfolgend sehr wichtigen projektiven
Raum eine besondere Rolle spielen.

Grundsatzlich sollten Sie die hier vorgestellten Grundlagen als Basis fiir die
folgenden Kapitel verstehen, die ohne dieses Wissen wenig verstandlich sein
werden.
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1.2 Kegelschnitte, Kegel und Quadriken

Lernziele:

Im folgenden Abschnitt werden Sie zunéchst die Kegelschnitte als
spezielle Kurven in der Ebene kennen lernen. Sie werden zunéchst
lernen, wie Kegelschnitte, Punkte und Geraden in der Ebene zu-
sammenhangen. Anschliefend werden wir zeigen, dass sich Kegel-
schnitte analog zu den Punkten und Geraden iiber Homographien
transformieren lassen. Mit dieser Einfithrung werden Sie schlief-
lich fiir die Geometrie in der Ebene zwei besondere Punkte, die
Zirkularpunkte und den sogenannten dualen Kegelschnitt kennen
lernen. Das Besondere am dualen Kegelschnitt ist, dass er auf
mathematisch geschickte Weise die Eigenschaften der euklidischen
Geometrie in der Ebene abbildet. So werden Sie durch die Bestim-
mung des dualen Kegelschnitts in einer projektiven Abbildung in
der Lage sein, die euklidischen Eigenschaften zu rekonstruieren.

Zum Abschluss des Abschnitts werden wir das Konzept in den
dreidimensionalen Raum tiberfiihren. Sie lernen analog zum Ke-
gelschnitt die Quadrik als Flache im dreidimensionalen Raum ken-
nen. Entsprechend der Zirkularpunkte in der Ebene wird der so-
genannte absolute Kegelschnitt eingefiihrt und als Analogon zum
dualen Kegelschnitt werden Sie die absolute duale Quadrik kennen
lernen. Letztere bildet die Eigenschaften der euklidischen Geome-
trie — hierbei jedoch fiir den dreidimensionalen Raum — ab.

Das Kernziel dieses Kurses ist die Rekonstruktion einer dreidimensionalen Sze-
ne aus zweidimensionalen Abbildungen derselben. Wir werden in Kurseinheit 2
mithilfe der sogenannten Fundamentalmatrix eine Beziehung zwischen den bei-
den Abbildungen herstellen und daraus zwei Kameras fiir die Rekonstruktion
bilden. In diesem Zusammenhang ist es notig die beiden Kameras automa-
tisiert zu kalibrieren. Das eingesetzte Verfahren bendétigt die geometrischen
Konzepte, die nachfolgend eingefiithrt werden.

1.2.1 Kegelschnitte

Ein Kegelschnitt ist eine Kurve in der Ebene, die sich aus dem Schnitt einer
Ebene mit einem Kegel ergibt. Es gibt genau drei unterschiedlichen Kegel-
schnitttypen, die in Abbildung 1.14 dargestellt sind.

Kegelschnitte werden dabei in die folgenden Gruppen unterteilt:

o Ellipse:

Die Schnittebene schneidet den Kegel und der Winkel zwischen der Achse
des Kegels und der Schnittebene ist grofier als der halbe Offnungswinkel
des Kegels. Ein Spezialfall ist der Kreis, wenn die Schnittebene orthogo-
nal zur Kegelachse liegt.
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Abbildung 1.14: Kegelschnitte. Der linke Kegelschnitt ist eine Ellipse. Diese Kurve tritt
genau dann auf, wenn der Winkel zwischen Kegelachse und Schnittebene groBer ist, als
der halbe Offnungswinkel des Kegels. Fiir den Fall, dass der Winkel zwischen Kegelachse
und Schnittebene 90° betragt, handelt es sich um einen Kreis. Der mittlere Kegelschnitt
ist eine Parabel. Diese Kurve tritt genau dann auf, wenn der Winkel zwischen Kegelachse
und Schnittebene gleich dem halben Offnungswinkel des Kegels ist. Der rechte Kegel-
schnitt ist eine Hyperbel. Diese Kurve tritt genau dann auf, wenn der Winkel zwischen
Kegelachse und Schnittebene kleiner ist, als der halbe Offnungswinkel des Kegels.

« Parabel:

Die Schnittebene schneidet den Kegel und der Winkel zwischen der Achse
des Kegels und der Schnittebene ist genau der halbe Offnungswinkel des
Kegels.

 Hyperbel:

Die Schnittebene schneidet den Kegel und der Winkel zwischen der Achse
des Kegels und der Schnittebene ist kleiner als der halbe Offnungswinkel
des Kegels.

Schnittebenen, die durch die Spitze des Kegels gehen, werden degeneriert ge-
nannt. Wir werden sehen, dass nicht degenerierte Kegelschnitte dquivalente
Eigenschaften zwischen R? und P? haben.

Kegelschnitt als quadratische Gleichung

Die Kegelschnitte werden in der Ebene mit einer quadratischen Gleichung de-
finiert:

ax® +bxy+cy’ +dr+ey+ f=0

Diese Gleichung wir so umgeformt, dass homogene Koordinaten verwendet
werden konnen. Es gilt x = 21 /23 und y = x5/x3. Somit folgt:

2 2
xZ T1T9 X T )
a5 +b—F +c3+d—+e—+f=0
€3 xs3 T3 T3 T3

ax? + br1xg + cxi + driw3 + eryws + fxg =0



Definition der
Kegelschnitte tiber
5 Punkte

Tangente an
Kegelschnitt

50 KURSEINHEIT 1. GEOMETRISCHE GRUNDLAGEN

Damit lasst sich die Gleichung in eine Matrixschreibweise iibertragen, so dass
die Matrix C' die Parameter des Kegelschnitts enthélt und fiir Punkte x in
homogenen Koordinaten gilt:

x' Cx=0

mit
a b/2 dJ2
C=1b/2 ¢ ¢€/2
d/2 e/2 f

Die Matrix ist symmetrisch und die Multiplikation mit einem Skalar wiirde an
der o.g. Gleichung nichts &ndern. Daher ist lediglich das Verhéltnis der Werte
zueinander von Bedeutung {a : b: ¢ :d:e: f}, woraus sich 5 Freiheitsgrade
(6 Elemente der Matrix weniger einem fiir die Skalierung) ergeben.

Das legt nahe, dass sich derartige Kegelschnitte iber 5 Punkte definieren las-
sen. Ausgangspunkt ist wieder die Gleichung

az? + by, + ey + dz; + ey, + f =0,

wobei x; = (2;,9;,1)" ein Punkt in homogenen Koordinaten ist. Wenn die
Koeffizienten in einem Vektor zusammengefasst werden

Cc= (a7 b7 C? d7 67 f)—l—7
kann fiir jeden Punkt die folgende Gleichung aufgestellt werden:
(l’?, TiYi, y?a Lis Yis 1>C = 07

von denen wiederum mehrere in einem linearen Gleichungssystem zusammen-
gefasst werden konnen, dessen Losung 5 nicht kollineare Punkte benétigt.

Tangenten am Kegelschnitt

Des Weiteren lassen sich nicht nur Verbindungen zwischen Punkten und Ke-
gelschnitten, sondern auch zwischen Geraden und Kegelschnitten herstellen.
Wenn x ein Punkt auf dem Kegelschnitt tiber C' ist, dann gilt, wie oben
beschrieben x"Cx = 0. Eine Tangente an diesem Kegelschnitt ist dann die
Gerade durch diesen Punkt:

1=0Cx

Dazu miissen zwei Dinge gezeigt werden:

1. x liegt auf Geraden 1
1"x = 0.
Daraus folgt:
(Cx)'x=x"CTx=x"Cx=0
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2. x ist der einzige Punkt auf 1, der auch auf dem Kegelschnitt liegt.

Angenommen es gibt einen zweiten Punkt y mit y # ax (die Bedingung
ist notwendig um durch Skalierung dquivalente Punkte auszuschlieflen),
welcher ebenfalls auf dem Kegelschnitt (y "C'y = 0) und auf der Geraden
lliegt 1"y = (Cx)'y =x"CTy = x"Cy) = 0, dann ergeben sich daraus
die folgenden Gleichungen:

x'Cx =0
x'Cy =0
y' Cy =0

In den ersten beiden Gleichungen ist x' C' ein Vektor, der orthogonal zu
x und y liegt. Daher ist auch die Linearkombination aus x und y ortho-
gonal zu x'C. In den letzten beiden Gleichungen ist C'y ein Vektor, der
orthogonal zu x und y liegt. Entsprechend ist auch hier die Linearkombi-
nation aus x und y orthogonal zu C'y. Diese beiden Linearkombinationen
ergeben:

x'Clax+fy) = 0und

(ax+py)'Cy = 0,
die wie folgt zusammengefasst werden kénnen:

(ax + By) " Clax + By) = (x +7y) ' C(x +7y) = 0

Wenn es eine Losung fiir v # 0 gibt, dann miissen alle vy giltige Lo-
sungen sein. Daraus wiirde folgen, dass die gesamte Gerade 1 auf dem
Kegelschnitt liegt. Dies ist nur bei degenerierten Kegelschnitten der Fall.

Duale Kegelschnitte

Unter Beriicksichtigung der Dualitéit im P? ist es nicht verwunderlich, dass sich
auch aus Geraden ein Kegelschnitt beschreiben lasst. Dieser duale Kegelschnitt
C* wird daher oft auch als Linienkegelschnitt bezeichnet. Abbildung 1.15 zeigt
schematisch, wie ein dualer Kegelschnitt entsteht.

Das bedeutet, dass eine Gerade 1, die den Kegelschnitt C' tangential bertihrt,
die folgende Gleichung erfiillt:

1'C*1 = 0.
Hierbei ist C* der besagte, zu C' duale Kegelschnitt. Fiir eine symmetrische

und invertierbare Matrix C* gilt C* = C'~1

Dies lésst sich leicht zeigen: x ist ein Punkt auf dem Kegelschnitt C, welcher
die Tangente 1 = Cx hat. Es gilt entsprechend x = C'~'1. Da weiter bekannt
ist, dass x genau dann auf C' liegt, wenn x' Cx = 0 gilt, ergibt sich

(Cc')Tec) = o.

Da bereits zu Beginn dieses Abschnitts gezeigt wurde, dass C' eine symmetri-
sche Matrix ist, gilt C~" = C~! und wir erhalten durch Umformung?!:

c ey =1"c"1=1"c"'1=0.
UFiir quadratische Matrizen A und B gilt: (AB)T = BT AT

dualer Kegelschnitt
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Abbildung 1.15: Linienkegelschnitt / dualer Kegelschnitt. Die lineare Hiille aller Geraden
1, fiir die gilt 1TC*1 = 0 ist der Kegelschnitt C.

Degenerierte Kegelschnitte

Wie zuvor nur in einem Nebensatz erwahnt wurde, sind Kegelschnitte, deren
Schnittebenen nur durch die Spitze des Kegels gehen, sogenannte degenerierte
Kegelschnitte. Diese degenerierten Kegelschnitte sind fiir die Rekonstruktion
des euklidischen Raums aus einem projektiven Raum von grofler Bedeutung.

Definition 1.16 (Degenerierte Kegelschnitte).

Falls die Matriz C nicht den vollen Rang besitzt, wird der Kegelschnitt
als degeneriert bezeichnet. Dabei wird zwischen einem degenerierten
Punktkegelschnitt und einem degenerierten Linienkegelschnitt unter-
schieden. Beide Formen konnen vom Rang 2 oder Rang 1 sein.

Der degenerierte Punktkegelschnitt kann aus zwei Geraden bestehen. C' kann
beispielsweise durch die beiden Geraden 1; und 1, wie folgt dargestellt werden:

C =11, +11/.

Liegt ein Punkt x auf 1;, so gilt x'1; = 0. Liegt der Punkt auch auf dem
Kegelschnitt, so gilt x'Cx = x"(1;1; + L1])x = 0. Analog liege der gleiche
Punkt x auch auf 1 und dem Kegelschnitt C. Dann ist der Losungsraum der
Schnitt der Geraden x = 1; x 1. C' hat den Rang 2. Die Schnittebene, die den
Kegelschnitt definiert, wird durch die zwei Geraden 1; und 1, aufgespannt.

Falls die Geraden aufeinander fallen bilden sie eine sogenannte Doppelgerade.
Dann hat C' nur noch den Rang 1.

Der degenerierte Linienkegelschnitt kann analog aus zwei Punkten (C' hat Rang
2) oder einem doppelten Punkt (C hat Rang 1) bestehen. Seien x; und x zwei
Punkte, dann ist der zum Punktkegelschnitt duale Linienkegelschnitt

* T T
C" =x1x, + XoX .
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Fiir Geraden durch x; oder x5 gilt dann 17x; = 0 oder 1"x, = 0. Daraus folgt:

1"C* 1 =17 (x1x5 + xx; )1 = 0.

Die beiden Punktkegelschnitte sind in Abbildung 1.16 noch einmal schematisch
dargestellt.

Abbildung 1.16: Degenerierte Kegelschnitte. Der linke Kegelschnitt ist ein degenerierter
Punktkegelschnitt aus zwei Geraden. Die Schnittebene verlauft durch die Kegelachse. Der
rechte Kegelschnitt ist ein degenerierter Punktkegelschnitt aus Doppelgeraden. Hierbei
berlihrt die Schnittebene den Kegel nur tangential.

Transformation von Kegelschnitten

In Abschnitt 1.1.2 zu den planaren projektiven Transformationen wurden die
projektiven Transformationen von Punkten und Linien eingefiihrt. Analog ver-
halt es sich mit der Transformation von Kegelschnitten. Die Transformation
von Kegelschnitten kann durch die Transformation von homogenen 3-Vektoren
(Punkten) beschrieben werden.

Definition 1.17 (Transformation von Kegelschnitten — 2D).

FEs sei H eine invertierbare 3 x 3-Homographiematrix zur Punkttransfor-
mation x' = Hx. Dann ist die Transformation des Kegelschnitts
definiert als

C'=H "CH™

Diese Definition lésst sich folgendermafien motivieren. Es gilt:
T
x'Cx = x'T [Hil} CH ' = xX"H TCH X

Mit C' = H-TCH™! gilt dann x'Cx = x'T C'x.

Analoges gilt fur den dualen Kegelschnitt.

Transformation
von Kegelschnitten

/

Transformation
von dualen
Kegelschnitten
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Definition 1.18 (Transformation von dualen Kegelschnitten — 2D).

Es sei H eine invertierbare 3 x 3-Homographiematrix zur Punkttransfor-
mation x' = Hx. Dann ist die Transformation des dualen Kegel-
schnitts definiert als

C* =HC*H'.

1.2.2 Metrische Rektifizierung:
Der duale Kegelschnitt C7

Der eigentliche Grund, warum Kegelschnitte so wichtig fiir die metrische Rek-
tifizierung sind, wird sich erst in Kurseinheit 2 zeigen. Daher wird an dieser
Stelle nur die rein mathematische Herleitung eines speziellen Kegelschnitts er-
folgen.

Zirkularpunkte

Auf der Geraden im Unendlichen 1, gibt es zwei spezielle Punkte, genannt
absolute Punkte oder auch Zirkularpunkte (engl. circular points). Diese beiden
Punkte haben komplexe Koordinaten

1 1
i=|(¢lundj=|—1],

0

wobei 4 die imaginire Einheit'? ist (vgl. Kurseinheit 2 in ,Interaktive Syste-
me ).

Merksatz 1.2 (Invarianz der Zirkularpunkte). Die Besonderheit des
Paares aus Zirkularpunkten ist, dass sie unter einer dahnlichen Trans-
formation unverdnderlich sind.

Das lasst sich wie folgt zeigen:

i’ = Hsi
scosf —ssinf t,| (1

= |ssinf scosf t,| |i
0 0 11 \0

Bedingt durch die Null als letztes Element des Vektors hat die letzte Spalte
der Matrix keinen Einfluss auf das Ergebnis. Daher gilt dquivalent:

scos@ —ssinf 0| /1
= |ssinf scos@ Of |7

0 0 0] \O

12Wir erinnern uns, es gilt: i2 = —1.
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Damit lasst sich s als Skalar aus der Matrix ziehen:

cosf —sinf 0] /1
= s |sinf cosf O |
0 0 0 \o

Aufgrund der eulerschen Formel e = cos@ + isin@ lisst sich die Gleichung
weiter reduzieren:

= i,

denn se~* ist nur noch ein zu vernachlissigender Skalierungsfaktor.

Der Name dieser Punkte rithrt im Ubrigen daher, dass jeder Kreis die Geraden
im Unendlichen genau in diesen beiden Punkten schneidet. Das ist schwer
vorstellbar. Daher wird diese Eigenschaft nachfolgend iiber einen Kegelschnitt
beschrieben. Die Gleichung fiir einen Kegelschnitt ist

ax] + br1xy + cx3 + driws + erars + facg = 0.
Fiir den Fall, dass der Kegelschnitt ein Kreis sein soll gilt a = ¢ und b = 0:
ax? + cxs + dryxs + exors + fa3 = 0.

Da x5 in homogenen Koordinaten ein Skalierungsfaktor ist, kann dieser frei
gewahlt werden. So schneidet der Kegelschnitt speziell fiir z3 = 0 die Gerade
im Unendlichen und hat die Form:

azi + cxy = 0.
Da a = c ist, beeinflussen die Parameter die Losung nicht. Somit gilt:
i+ 22 =0.

Die Punkte i = (1,4,0)" und j = (1,—,0)" erfiillen genau diesen Fall und
liegen demnach auf dem Kreis, der die Geraden im Unendlichen scheidet.

Der entscheidende Punkt, warum die Zirkularpunkte eine Identifikation eu-
klidischer Merkmale ermoglichen ist, dass algebraisch betrachtet, die Kreis-
punkte die orthogonalen Richtungen der euklidischen Geometrie, (1,0,0)" und
(0,1,0)" enthalten:

i=(1,0,00" 4+4(0,1,0)"

Der duale Kegelschnitt C7

Passend zu den Kreispunkten gibt es einen dualen Kegelschnitt

Cio=ij +ji’
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Dies ist ein degenerierter Kegelschnitt mit Rang 2, der aus den beiden Kreis-
punkten besteht. In einem euklidischen Koordinatensystem ist dieser Kegel-
schnitt:

1 1 2 0 0 100
Cro= |i|(1 =i o)+ [=i|(1io0)=1o20 =]010
0 0 00 0 00 0

Da es sich hier um einen degenerierten Kegelschnitt handelt, kann die drit-
te Komponente vernachldssigt werden. Fur die iibrige (2 x 2)-Matrix kann
ein Faktor wieder als Skalierungsfaktor angenommen werden, sodass wir ohne
Einschrankung die Matrix mit den 1-Eintrédgen verwenden diirfen.

Merksatz 1.3 (Invarianz des dualen Kegelschnitts). Analog zu den Zir-
kularpunkten ist der Kegelschnitt beziiglich einer dhnlichen Transforma-
tion unverdanderlich, so dass gilt:

Cr'=HsC* Hi =Cx..

Wir konnen also zusammenfassen, dass der duale Kegelschnitt C7  geschickt
alle Eigenschaften vereint, die fiir eine metrische Rektifizierung benotigt wer-
den.

Die Frage ist nur, wie C% beziehungsweise C*." im projektiv verzerrten Bild
bestimmt werden kann.

: *
Bestimmung von C7

In der euklidischen Geometrie wird der Winkel zwischen zwei Geraden durch
das Skalarprodukt ihrer Normalenvektoren berechnet. Seien 1 = (Iy, 1y, 3) " und
m = (my,my,m3)" zwei Geraden, dann sind die Normalenvektoren parallele
Geraden zu (I3, 15) " und (my, ms)". Entsprechend ist der Winkel zwischen den
Geraden gegeben durch

l l
cosf) = e . (1.5)

V(@& + B)(m3 + m3)

Das Problem an diesem Ausdruck ist, dass die Geraden 1 und m keine winkel-
erhaltenden Eigenschaften innerhalb projektiver Transformationen haben, so
dass nach einer projektiven Transformation die Winkel nicht auf diese Weise
berechnet werden konnen.

Ein zu Gleichung 1.5 analoger Ausdruck, welcher jedoch im Gegensatz zu dieser
Gleichung invariant gegeniiber der projektiven Transformation ist, ist

1C; m

J/ACL) (mCm)

cosf =

(1.6)
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Wie bereits gezeigt wurde, entspricht der duale Kegelschnitt C% im euklidi-
schen Fall

1 00
010

000

wodurch aus Gleichung 1.6 die Gleichung 1.5 wird. Daher muss noch gezeigt
werden, dass die Gleichung 1.6 tatsédchlich invariant gegeniiber der projektiven
Transformation ist. Mithilfe der Transformation von Geraden (I' = H~"1) und
der Transformation des dualen Kegelschnitts (Definition 1.18: C*' = HC*H)
gilt:

I"c:'m’ = (H-")(HC: H")H "m
= 1"(H*H)C:,(H'H™")m

= 1'C*m

Entscheidend ist jetzt die Erkenntnis, dass das Skalarprodukt zweier orthogo-
naler Geraden in der euklidischen Geometrie 0 ist. Das bedeutet, dass auch die
Skalarprodukte von 1"C* m = 0 und (besonders wichtig) I'"C* 'm’ = 0 sind,
falls 1 und m in der euklidischen Geometrie orthogonal zueinander sind.

Ausgehend vom projektiv verzerrten Bild ldsst sich so der duale Kegelschnitt
und eine euklidische Rektifizierung berechnen. Ein Kegelschnitt hat entspre-
chend dem Verhéltnis der Parameter (a:b:c:d:e: f) 5 Freiheitsgrade und
einen Skalierungsfaktor. Lassen sich im projektiv verzerrten Bild 5 orthogonale
Geradenpaare 1, und m/ identifizieren, kann dariiber das lineare Gleichungs-
system

I'Cx'm) =0, miti=1,...,5

und damit C7 bestimmt werden.

Dies soll an einem kleinen Beispiel gezeigt werden. Gegeben sind 5 Quadrate
in einer Ebene (sieche Abbildung 1.17 links) und deren projektive Verzerrung
(Abbildung 1.17 rechts).

Die Berechnung des dualen Kegelschnitt C% ' erfolgt in den folgenden Schritten:

1. Bestimmung der 5 Pixelkoordinaten-Triplets p;1, p;2 und p;3, mit ¢ =
1,...,5 zu den orthogonalen Linienpaaren.

2. Um numerische Probleme zu minimieren, sollten die Pixelkoordinaten in
das Intervall [—1,1] x [—1, 1] normalisiert werden: p};, p}, und pis.

3. Aus den normalisierten homogenen Koordinaten lassen sich dann die
N VA / / ! / /
Geraden-Paare berechnen: I = p;; X p}, und m; = p}, X pjs.

4. Damit lasst sich das lineare Gleichungssystem 1}’ C*'m} = 0, mit i =
1,...,5 aufstellen:

U ml 4+l m/ Umla+loml, Uoml +l.m!
(l;1m217 %7 l;2m;2’ 31 232 23 217 32743 7743 12’ l/3m;3)C:O ,

K2

wobei ¢ = (a,b,c,d, e, f)T der Koeffizienten-Vektor des Kegelschnitts ist.
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Abbildung 1.17: Beispiel fiir metrische Rektifizierung. In der linken Abbildung sind die
finf Quadrate in der Ebene dargestellt. In der rechten Abbildung sind die Quadrate per-
spektivisch Verzerrt und die Gerade im Unendlichen durch einen Farbverlauf angedeutet.
Die gelben Linien bilden jeweils Paare orthogonaler Geraden und ihrer Projektion. Indem
diese Paare in der projektiven Abbildung identifiziert werden kénnen, lasst sich der duale
Kegelschnitt C*./ bestimmen.

5. Das lineare Gleichungssystem lasst sich zum Beispiel durch die Singular-

wertzerlegung bestimmen?!?.

Falls Sie die einzelnen Schritte einmal in einem kleinen Programm nach-
bilden wollen, kénnen Sie zur Kontrolle die orthogonalen Geraden im lin-
ken Bild verwendet. Abgesehen von numerischen Ungenauigkeiten sollte ¢ ~
(1,0,1,0,0,0)" sein. Mit den Geraden aus dem rechten Bild kénnen Sie dann
direkt die metrische Rektifizierung durchfithren.

1.2.3 Quadriken

In Analogie zum Kegelschnitt, der eine Kurve in der Ebene beschreibt ist eine
Quadrik eine Flache im dreidimensionalen Raum. In Abbildung 1.18 sind einige
Quadriken dargestellt.

Die zugehorige quadratische Gleichung ist:
ar® +bry +crz+dy? +eyz+ f2AFgr+hy+iz+5=0.
Die entsprechende Punktgleichung der Quadrik im P? lautet:
XTQx =0.

Dabei handelt es sich um eine symmetrische 4 x 4-Matrix. Viele Eigenschaften
von Quadriken folgen direkt aus den Eigenschaften der Kegelschnitte:

3Genaueres folgt noch in Kurseinheit 2. Das grundsitzliche Prinzip ist jedoch immer
folgendes: Hat ein lineares Gleichungssystem die Form Ax = 0, so lasst sich die Matrix A
mithilfe der Singulirwertzerlegung in A = UDV T zerlegen. Die Matrix D enthélt dabei
nur Diagonalelemente, die sogenannten Singuldrwerte. Die Spalte der Matrix V, die zum
kleinsten Singuldrwert gehort, enthélt eine fehlerminimale Losung fir x. Das ist vor allem
dann interessant, wenn das Gleichungssystem iiberbestimmt ist.
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ofw?

Abbildung 1.18: Quadriken. Die Abbildung zeigt exemplarisch einige Quadriken. Das
sind von links nach rechts eine Kugel, ein Ellipsoid, ein Paraboloid und ein zweiseitiger
Hyperboloid.

o Quadriken haben 9 Freiheitsgrade — 16 Parameter, weniger 6 fiir die
Symmetrie, weniger einem fiir die Skalierung.

o Eine nicht degenerierte Quadrik hat im allgemeinen den Rang 4.
o Das duale Element Q* einer Quadrik @) ist ebenfalls eine Quadrik.

e Eine Ebene o mit
n'Qn=0
beriihrt die Quadrik tangential.

» Jede Ebene schneidet eine Quadrik in einem Kegelschnitt.

o Unter einer Punkt-Transformation X’ = HX ist die korrespondierende
Quadrik
Ql _ H_TQH_l.

o Unter einer Punkt-Transformation X = HX ist die korrespondierende
duale Quadrik
Q*/ — HQ*HT

Der absolute Kegelschnitt

Der absolute Kegelschnitt, (), ist ein Kegelschnitt auf der Ebene im Unendli-
chen 1. Er ist das Gegenstiick zu den absoluten Punkten, den Zirkularpunk-
ten im P2

Definition 1.19 (Absoluter Kegelschnitt).

ImP3 ist der absolute Kegelschnitt Q) ein Kegelschnitt auf der Ebene
im Unendlichen Tiw,. Ein Punkt X = (x1, x, Xg,X4)T liegt auf Qo, wenn
er die folgenden Bedingungen erfillt:

X+ x5+ x5 =0 und x4 = 0.
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Fir Richtungsvektoren auf m,, d.h. fiir Vektoren mit x4, = 0, kann die Glei-
chung durch
(%1, X9, X3) I(X17X27X3)T =0

dargestellt werden, so dass (2, zu einem Kegelschnitt C' = [ korrespondiert.
Qs kann nur Punkte mit imagindren Koordinaten enthalten.

Die fiir uns wichtigste Eigenschaft des absoluten Kegelschnitts ist jedoch die
folgende:

Merksatz 1.4 (Invarianz des absoluten Kegelschnitts). Der absolute
Kegelschnitt Q. bleibt unter einer projektiven Transformation H genau
dann unverdnderlich, wenn H eine Ahnlichkeitstransformation ist.

Auf einen Beweis soll an dieser Stelle verzichtet werden.

HINWEIS: Da der projektive Raum P? vier Dimensionen hat und der absolu-
te Kegelschnitt nur imagindre Koordinaten enthalten kann, ist eine visuelle
Darstellung desgleichen so gut wie nicht machbar. Betrachten Sie daher den
absoluten Kegelschnitt und nachfolgend die absolute duale Quadrik als ein
selegantes mathematisches Werkzeug die Eigenschaften des dreidimensiona-
len euklidischen Raumes innerhalb einer projektiven Abbildung zu erhalten.

Analog zum Kegelschnitt in der Ebene soll nun gezeigt werden, dass sich me-
trische Eigenschaften, wie Winkel, direkt ableiten lassen, sobald der absolute
Kegelschnitt bekannt ist. Angenommen d; und dj sind zwei Richtungsvekto-
ren im dreidimensionalen euklidischen Raum. Dann kann der Winkel wie folgt
bestimmt werden:

d/d,
V(@[ do)(d] dy)

Um die Gleichung invariant gegeniiber der Transformation zu machen, kann
diese analog zu Gleichung 1.6 zu

cosf =

d] Q..d,

cosf =

umgestellt werden.

In der euklidischen Geometrie ist €2, = I. Daraus ergibt sich entsprechend
zu den Kegelschnitten, dass zwei Richtungsvektoren d; und d, orthogonal
zueinander liegen, wenn d{ Q..dy = 0.

Orthogonalitit und Polaritat

Basierend auf dem Kegelschnitt lasst sich eine geometrische Repréasentation der
Orthogonalitat im projektiven Raum beschreiben. Dazu werden die Begriffe
Pol und Polare benétigt, die iiber den Kegelschnitt eine eindeutig umkehrbare
Relation zwischen Punkten einer Ebene darstellen.
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Und zwar gibt es zu jedem Punkt auflerhalb eines nicht entarteten Kegel-
schnitts stets zwei Tangenten, die diesen Punkt schneiden. Dieser Punkt wird
Pol genannt. Die Gerade, die durch die beiden Beriihrungspunkte der Tangen-
ten am Kegelschnitt verlauft, wird Polare genannt. Diese Begriffe sind noch
einmal in Abbildung 1.19 zusammengefasst.

Abbildung 1.19: Pol und Polare.

Wie bereits geklart wurde, sind zwei Geraden d; und ds orthogonal, wenn
leQood2 = (. Zwischen der Orthogonalitdt von d; und ds und der Polaritat
ihrer Fluchtpunkte beziiglich des absoluten Kegelschnitts (2, besteht ein Zu-
sammenhang, der sich wie in Abbildung 1.20 gezeigt geometrisch darstellen
lasst: Jeder Punkt auf der Ebene im Unendlichen 1., steht genau fiir eine
Richtung paralleler Geraden im Raum. Fiir eine Gerade mit dem Fluchtpunkt
P1 auf der Ebene im Unendlichen gilt, dass alle Geraden mit Fluchtpunk-
ten auf der korrespondierenden Polaren — also zum Beispiel Geraden mit dem
Fluchtpunkt Py — orthogonal zu dieser Geraden sind.

Abbildung 1.20: Orthogonalitat und Polaritat. Jeder Punkt auf der Ebene im Unendlichen
entspricht einer Richtung im euklidischen Raum. Sei p; der Fluchtpunkt zu einer dieser
Richtungen. Der absolute Kegelschnitt 2., reprasentiert die Abbildung zwischen dem
euklidischen und dem projektiven Raum. Dabei spielt die Polare zu p; als Pol beziiglich
) eine besondere Rolle:

Ein beliebiger Punkt po auf der Polaren entspricht einer Richtung im euklidischen Raum,
die zur Richtung von p; orthogonal ist.
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Die absolute duale Quadrik

Das Gegenstiick zum absoluten Kegelschnitt ist eine degenerierte Quadrik mit
der Bezeichnung absolute duale Quadrik Q)% . Geometrisch besteht Q% aus
Ebenen tangential zu 2. Da . ein Kegelschnitt in einer Ebene ist, gibt es
zu jedem Punkt des Kegelschnitts unendlich viele Ebenen, die um die Tangente
des Punktes rotiert liegen.

Algebraisch wird @)% durch eine 4 x 4-Matrix mit Rang 3 reprasentiert, welche
im betrachteten dreidimensionalen euklidischen Raum die folgende Form hat:

Wie bereits erwahnt ist Q% eine degenerierte Quadrik mit 16 Elementen. Die
absolute duale Quadrik ist jedoch symmetrisch, wodurch sich 10 unabhangi-
ge Elemente ergeben. Da auch hier die Skalierung keine Rolle spielt und die
Matrix nur den Rang 3 hat, was die unabhangigen Elemente jeweils um 1
reduziert, ergeben sich schliefSlich 8 Freiheitsgrade.

Wie schon beim dualen Kegelschnitt besitzt die absolute duale Quadrik die
folgenden Eigenschaften. Eine Herleitung oder ein Beweis dieser Eigenschaften
soll es an dieser Stelle nicht geben.

Merksatz 1.5 (Invarianz der absoluten dualen Quadrik). Die absolute
duale Quadrik Q% bleibt unter einer projektiven Transformation H ge-
nau dann unveranderlich, wenn H eine Ahnlichkeitstransformation ist.

Und fiir die Bestimmung euklidischer Eigenschaften besonders wichtig:

Merksatz 1.6 (Winkel zwischen Ebenen). Der Winkel zwischen zwei
Ebenen mmy und 115 ist gegeben durch:

HlTQ;oﬂz

\/(HIQ&Hz) (] Q2 m)

cosf =

In diesem Abschnitt haben Sie wichtige geometrische Konzepte kennengelernt,
die es Thnen ermoglichen aus einer projektiven Abbildung — zwei- oder drei-
dimensional — euklidische Eigenschaften, wie Winkelmafle und Parallelitat zu
rekonstruieren. Sie sollten wissen, dass es Kegelschnitte und Quadriken mit
speziellen Eigenschaften gibt, wie diese aufgebaut sind und wie sie sich aus
einer projektiven Abbildung herleiten lassen. Im Moment kénnen wir dieses
Wissen noch nicht anwenden. In Kurseinheit 2 wird es jedoch im Kontext der
Kamerakalibrierung verwendet werden.
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1.3 Kamera

Lernziele:

In diesem Abschnitt lernen Sie, wie mithilfe einer mathematischen
Beschreibung dreidimensionale Objekte auf eine zweidimensiona-
le Ebene abgebildet werden koénnen. Dazu lernen Sie zunachst die
Lochkamera kennen, die dem Kameramodell der projektiven Ka-
mera in grafischen Systemen sehr &hnlich ist. Projektive Kame-
ras besitzen zumeist ihr eigenes Koordinatensystem. Daher ler-
nen Sie in einem kurzen Abschnitt die Differenzierung zwischen
dem Weltkoordinatensystem und lokalen Koordinatensystemen,
wie dem Kamerakoordinatensystem, kennen und warum die loka-
len Koordinatensysteme durchaus sinnvoll und effizient sind.

Im Kontext der projektiven Kamera lernen Sie die unterschiedli-
chen Eigenschaften des Modells, die in intrinsische und extrinsi-
sche Eigenschaften unterteilt werden, kennen und welche Wirkung
sie auf die projektive Abbildung haben. All diese Eigenschaften
werden in einer Matrix, der Kameramatrix, zusammengefasst.

Eine Kamera ist eine Abbildung der dreidimensionalen euklidischen Welt auf

eine zweidimensionale Bildebene. Das zugrunde liegende Prinzip beschéaftigt

die Menschen schon seit Jahrhunderten. Schon Aristoteles beschrieb die Pro-

jektion von realen Objekten durch ein kleines Loch auf eine Wand in einem

dunklen Raum. Dieser Raum, auch als Camera obscura bekannt, ist in der Camera obscura
Abbildung 1.21 dargestellt.

Abbildung 1.21: Camera obscura. Dieser Stich stammt aus einem Manuskript mit mili-
tarischen Skizzen aus dem 17. Jahrhundert. Der oder die Kiinstler/-in ist nicht bekannt.
(Bild: Wikipedia: Camera obscura; Public Domain)

1.3.1 Die Lochkamera

Eine Erkenntnis, die sich aus der Beschreibung der Camera obscura ergab,
war, dass ein Bild auf einer Ebene entsteht, wenn alle Lichtstrahlen durch
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ein gemeinsames Zentrum strahlen miissen. Dieses Zentrum, auch Brennpunkt
genannt, ist bei der Camera obscura ein Loch. Daher spricht man bei dieser
Art Kamera auch von der sogenannten Lochkamera.

Abbildung 1.22 zeigt den schematischen Aufbau einer Lochkamera.

2

Abbildung 1.22: Lochkamera. Diese schematische Darstellung zeigt die Funktionsweise
einer Lochkamera. Dabei verlaufen alle Lichtstrahlen durch einen gemeinsamen Punkt,
den Brennpunkt. Die Abbildung ist dadurch stets eine Punktspiegelung des Originals.
(Bild: Skizze der Burg: Wikipedia, Andreas Rockstein; CC-Lizenz)

Bei der Lochkamera befindet sich die Abbildung beziiglich des realen Objektes
hinter dem Brennpunkt. Zudem steht die Abbildung auf dem Kopf und ist
seitenverkehrt. Fiir die folgenden Betrachtungen verschieben wir die Projek-
tionsfliche entlang der Tiefenachse genau im gleichen Abstand auf die dem
realen Objekt zugewandte Seite. Damit verdndern sich die Eigenschaften der
Kamera nicht, d. h. das Bild besitzt exakt die gleichen Proportionen, hat aber
jetzt die gleiche Orientierung wie das Original. Das Ergebnis ist in Abbildung
1.23 zu sehen. Technisch ldsst sich eine derartige Anordnung natiirlich nicht

umsetzen. Das spielt jedoch fiir die mathematische Betrachtung der Kamera
keine Rolle.

Abbildung 1.23: Lochkamera mit verschobener Projektionsebene. Diese schematische
Darstellung stellt die Lochkamera mit einer zum Objekt hin verschobenen Projektions-
ebene dar.

(Bild: Skizze der Burg: Wikipedia, Andreas Rockstein; CC-Lizenz)

Die Distanz zwischen dem Brennpunkt und der Projektionsebene wird Brenn-
weite genannt und meist mit dem kleinen Buchstaben f gekennzeichnet. Das
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Modell der Lochkamera konnen wir nun beschreiben. Angenommen die Pro-
jektionsebene, die iibrigens auch Bildebene genannt wird, liegt bei z = f, dann
werden beliebige Punkte im Raum mit den Koordinaten x = (x,y,2)" auf die
Koordinaten im Raum (fxz/z, fy/z, f)T abgebildet. Da die z-Koordinate die-
ser Punkte mit z = f konstant (festgelegt) ist, liegen die Punkte alle auf einer
Ebene. Deswegen kann die z-Koordinate ignoriert werden und wir erhalten die
folgende Abbildung fiir die Koordinaten auf der Bildebene:

(2,9,2)" = (fx/z, fy/2)".

Dieser Zusammenhang wird noch einmal in Abbildung 1.24 fir die y-
Koordinate schematisch dargestellt.

Ifyfz

Abbildung 1.24: Lochkamera-Modell fiir y-Koordinate. Diese schematische Darstellung
zeigt die Abbildung eines Punktes im Raum auf die Projektionsebene p, die sich in
Brennweite f vor dem Brennpunkt befindet.

h 4

z

f

Nachfolgend werden wir den Brennpunkt nicht mehr als Brennpunkt bezeich-
nen, sondern als Kamerazentrum. Das Kamerazentrum wird typischerweise mit
C bezeichnet. Da die ,Blickrichtung®“ der Kamera nicht zwingend entlang der
z-Achse verlaufen muss, wird diese Achse so definiert, dass sie orthogonal zur
Projektionsebene durch das Kamerazentrum verlauft. Diese ,,Blickrichtung®
ist die optische Achse (engl. principal azis). Der Punkt, in welchem sich die
optische Achse und die Bildebene schneiden, wird Hauptpunkt der Kamera
genannt (engl. principal point). Schlieflich gibt es noch die Ebene durch das
Kamerazentrum, parallel zur Bildebene. Sie wird Brennebene genannt (engl.
principal plane).

1.3.2 Exkurs Koordinatensysteme
Im letzten Abschnitt wurde angedeutet, dass die optische Achse einer Kamera
nicht zwingend entlang der z-Achse verlaufen muss. Dabei wurde jedoch kein

Wort tiber das zugrunde liegende Koordinatensystem verloren. Und das hatte
einen Grund...

Weltkoordinatensystem

Angenommen es existiert nur ein Koordinatensystem. Dann werden alle Ob-
jekte geméafl diesem einen Koordinatensystems ausgerichtet. Dann wére die in

Bildebene

Kamerazentrum

optische Achse
Hauptpunkt

Brennebene
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Abschnitt 1.3.1 getétigte Aussage beziiglich der optischen Achse einer Kamera
richtig. Es hat sich jedoch in der Praxis gezeigt, dass sich dreidimensionale
Réaume viel leichter beschreiben und interpretieren lassen, wenn Objekte ihre
eigenen Koordinatensysteme besitzen. Nehmen wir zum Beispiel das dreidi-
mensionale Modell eines primitiven Objektes wie einen Wiirfel. Ein Wiirfel
kann durch seine acht Eckpunkte im Raum beschrieben werden. Das kénnen
in einem einfachen Fall die folgenden Koordinaten sein:

(0,0,0);(0,0,1);(0,1,0); (0,1,1);(1,0,0); (1,0,1); (1,1,0); (1,1, 1)

Wenn dieser Wiirfel jedoch nicht parallel zu den Koordinatenachsen liegt, sich
nicht am Ursprung befindet und auch nicht die Kantenlédnge eins haben soll,
wird es kompliziert — es sei denn, der Wiirfel, in Form der Koordinaten der
acht Eckpunkte, hat sein eigenes Koordinatensystem, das skaliert, gedreht und
verschoben werden kann.

Da es auf diese Weise mehrere dieser Koordinatensysteme geben kann, beno-
tigen die Koordinatensysteme untereinander eine Bezugsgrofie. Diese Bezugs-
grofle ist auch wieder ein Koordinatensystem: das Weltkoordinatensystem.

Kamerakoordinatensystem

Natiirlich beschrankt sich die Nutzung unterschiedlicher Koordinatensysteme
nicht auf Objekte. Auch jede Kamera kann ihr eigenes Koordinatensystem
haben. Dieses Kamerakoordinatensystem wird in der Regel so definiert, dass

das Kamerazentrum im Ursprung des Koordinatensystems liegt,

die z-Achse parallel zur optischen Achse verlduft,

die z-Achse beziiglich der Bildebene nach rechts zeigt und

die y-Achse bezitiglich der Bildebene nach oben zeigt.

1.3.3 Die projektive Kamera

Uber die Transformation der Koordinatensysteme lisst sich jeder Punkt eines
lokalen Koordinatensystems in Weltkoordinaten umrechnen. Daher gehen wir
zunachst von Punkten in Weltkoordinaten aus und leiten darauf aufbauend im
nachfolgenden Abschnitt die Transformation mithilfe einer projektiven Kamera
her.

Externe Transformation des Kamerakoordinatensystems

Wir lassen zunéchst die Skalierung aufler Acht und betrachten die Moglichkeit
die Koordinaten eines Punktes in Weltkoordinaten in ein Kamerakoordina-
tensystem einer zum Ursprung des Weltkoordinatensystems verschobenen und
gedrehten Kamera zu berechnen.



1.3. KAMERA 67

Gegeben ist der Ursprung des Kamerakoordinatensystems c¢ in inhomogenen
Weltkoordinaten. Zudem sei R eine 3 x 3-Rotationsmatrix, welche die Ro-
tation des Kamerakoordinatensystems beziiglich des Weltkoordinatensystems
beschreibt.

Zur Erinnerung: In Abschnitt 1.1.3 ,Isometrie und die euklidische Transfor-
mation® wurden Rotation und Translation im zweidimensionalen euklidischen
Raum wie folgt definiert:

! cos —sinf t,| [z
y'| = |sinf cosf t,| |y
1 0 0 1 1

Dabei ist

sinff cosf

[cos@ —sin@] _n

die Rotationsmatrix und

der Translationsvektor.

Analog sieht eine euklidische Transformation im dreidimensionalen Raum fol-
gendermaflen aus:

Definition 1.20 (Euklidische Transformation — 3D).
Die euklidische Transformation im dreidimensionalen Raum ist:

/

/ R t
/:0T1

<X
— N X

— N

Es gibt mehrere Moglichkeiten eine Rotation im dreidimensionalen Raum zu
beschreiben. Eine einfache Variante ist die Auftrennung der Gesamtrotation in
Rotationen um die drei Koordinatenachsen:

1 0 0
R,= 1|0 cos¢p —sin¢g| Rotation um die x-Achse,
0 sing cos¢
cos# 0 sinf
R, = 0 1 0 Rotation um die y-Achse,
—sinf 0 cos#
cosy —siny 0
R, = |sinyY cos®yY 0| Rotation um die z-Achse.
0 0 1

Dann lasst sich die Rotationsmatrix als

R = R,R,R.
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Abbildung 1.25: Umwandlung der Koordinatensysteme. Um einen in Weltkoordinaten
tber den Vektor x,, beschriebenen Punkt in das Kamerakoordinatensystem zu transfor-
mieren, wird der Vektor vom Ursprung des Kamerakoordinatensystems c (welcher sich
auf das Weltkoordinatensystem bezieht) zum Punkt x bestimmt und passend zum Ka-
merakoordinatensystem gedreht. AnschlieBend kann mithilfe des resultierenden Vektors
x. die Projektion auf die Bildebene durchgefiihrt werden (p.).

beschreiben.

Um nun einen in inhomogenen Weltkoordinaten durch x,, beschriebenen Punkt
in das Kamerakoordinatensystem zu transformieren, wird der Vektor vom Ur-
sprung des Kamerakoordinatensystems zum Punkt x,, bestimmt und anschlie-
Bend entsprechend der Rotation der Kamera gedreht (siehe Abbildung 1.25):

x. = R(x, — c).

Diese Gleichung entspricht in homogenen Koordinaten:

Twi
_|R —Rc| |zw2| |R —Rc -
R
1

Die Matrix R und der Vektor c haben je drei Freiheitsgrade und beschreiben
die sogenannten ezternen Parameter einer Kamera. Die aus R und ¢ zusam-
mengefasste Matrix D nennt sich extrinsische Matrix.

Interne Transformation des Kamerakoordinatensystems

Bei der externen Transformation in das Kamerakoordinatensystem werden
noch keine projektiven Transformationen durchgefiihrt. Dies wird jetzt nach-
geholt.

HinweEls: Um nachfolgend die Koordinaten in der Bildebene leichter von den
dreidimensionalen Koordinaten im Raum unterscheiden zu kénnen, werden wir
das horizontale Aquivalent zu x mit u und das vertikale Aquivalent zu y mit
v bezeichnen.

Angenommen die Kamera hat eine Brennweite f. Dann stehen die Koordinaten
eines Punktes X, = (21, T2, Te3)| € R® zu den homogenen Bildkoordinaten
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des projizierten Punktes p. = (u,v,w)" € P? in folgendem Verhiltnis zuein-

ander:
U v w f

Te1 T2 L3 T3

Daraus ergibt sich folgende Gleichung:

u foooic1
v:OfOOxCQ
w 0010 103

So ergeben sich die folgenden inhomogenen Bildkoordinaten: z = w/w und
y = v/w, wobei w # 0 gelten muss.

Die Brennweite gehort zu den internen Kameraparametern, welche die intrinsi-
sche Matrix bilden. Zu den inneren Parametern einer allgemeinen projektiven
Transformation gehéren noch drei weitere Eigenschaften.

Die erste Eigenschaft, die zur intrinsischen Matrix hinzugenommen wird, ist
die Skalierung der Koordinaten der Bildebene. Diese wird zum Beispiel bei der
Umrechnung metrischer Koordinaten in Bildkoordinaten fiir die korrespondie-
renden Pixel in einem Rasterbild verwendet. Angenommen die Kamera hat
eine Sensorgrofle von 22.2mm x 14.8mm, was der Grofle eines Sensors einer
digitalen Kleinbild-Spiegelreflexkamera entspricht. Dann liegen die - und y-
Werte logischerweise in einem Intervall von [—11.1,11.1], bzw. [—7.4,7.4]. Soll
das resultierende Rasterbild eine Auflésung von 1200 x 800 Pixel haben, so kon-
nen (abgesehen von der Rundung der Nachkommastellen) die passenden Werte
direkt durch entsprechende Skalierungsfaktoren k, und k, erreicht werden:

u fk, 0 00 id
vl =10 fk, 00 x‘f“
w 0 0 10 103

Mit £k, = 54.05 und k, = 54.05 wiirden im Ergebnis die Intervalle der z- und
y-Werte zwischen [—600, 600] und [—400, 400] liegen. Zudem lassen sich durch
k, # k, nicht-quadratische Sensorelemente berticksichtigen.

Die zweite Eigenschaft, die noch zur intrinsischen Matrix hinzugenommen
wird, ist die planare Verschiebung der Bildebene in u- und v-Richtung. Diese
Eigenschaft wird beispielsweise dann bendétigt, wenn bei einer Digitalkamera
der Sensor nicht 100% zentriert ist. Damit wird die o.g. Gleichung wie folgt
erganzt:

u fke 0 wp O icl
v| =10 fk, vo O ;2
w 0 0 1 0 103

Wird das obere Beispiel wieder aufgegriffen, konnen mit vy = 600 und vy = 400
die Intervalle der z- und y-Werte auf [0, 1200] und [0, 800] verschoben werden
und damit die Pixel-Koordinaten direkt ,abgelesen® werden.

interne Parameter
intrinsische Matrix



Asymmetrie

endliche projektive
Kamera
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Die bisher bestimmte intrinsische Matrix ist dann

fku 0 Uo 0
C=10 fk, v 0.
0 0 1 0

Sie besitzt insgesamt 4 Freiheitsgrade und zusammen mit den 6 Freiheitsgraden
der extrinsischen Matrix ergeben sich 10 Freiheitsgrade. Da die Kameramatrix
jedoch bis auf einen Skalierungsfaktor 11 Freiheitsgrade hat, gibt es offensicht-
lich noch eine nicht berticksichtigte Eigenschaft.

Diese Eigenschaft ist der sogenannte skew-Faktor (zu deutsch etwa ,wind-
schief“). Er beschreibt die Asymmetrie des Bildes, wie sie in der Realitét selten
anzutreffen ist. Eine Moglichkeit mit echten Fotos einen Asymmetrie-Faktor
ungleich Null zu erreichen, ist die Fotografie einer Fotografie. Damit ergibt sich
insgesamt die folgende Matrix:

fke s wug O
C= 0 fkv Vo 0f.
0 0O 1 0
In Kombination mit der extrinsischen Matrix und mit t = —Rc ergibt sich

diese 3 x 4-Matrix einer endlichen projektiven Kamera, die bis auf einen Ska-
lierungsfaktor bestimmt ist:

P=CD=|0 fk, vo O 0 1
0 0 1 0
Die letzte Spalte der Matrix C' und die letzte Zeile der Matrix D verdndern
in diesem Fall das Ergebnis nicht. Daher kann die Gleichung verkiirzt notiert
werden:

fk’u S Uo 0 [R t‘|

fk. s ug
P = K[R t|=]0 fk w||R t
0 0 1

[ fEyrin + sra1 fhkyria + srea fkuris 4+ sres fhytn + sta |
"—Uo'f’gl +U07”32 +UOT33 +U0t3

fhoror +vors1 fhorao +vorse  fhyoros +vorss  fhota + vots

r31 732 33 t3

Die Matrix der internen Kameraparameter

fk. s ug
K= 0 fkv (%)
0 0 1

sollten Sie sich besonders merken. Sie wird in Kurseinheit 2 fir die automati-
sche Kalibrierung der Kameras benotigt.

Die Projektion aus homogenen Weltkoordinaten berechnet sich dann schlicht
iiber:
p. = PX, mit £ = u/w und y = v/w
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Nicht beriicksichtigte Eigenschaften

Es gibt weitere Eigenschaften, die bei einem Abbildungsprozess mit einer ech-
ten Kamera berticksichtigt werden miissten. Zu diesen Eigenschaften gehort
zum Beispiel die kissenformige Verzerrung der Bilder, die insbesondere bei
Linsensystemen mit kleinen Brennweiten auftritt.

Diese Art von Verzerrung ist nicht-linear. Es gibt unterschiedliche Ansatze,
nichtlineare Verzerrungen zu korrigieren. Beispiele sind [Tsa87] und [WMM94].

Damit ist der Abschnitt iiber die projektive Kamera und ihre Eigenschaften
beendet. Ausgehend von der Lochkamera, sollte deutlich geworden sein, dass
es fiir die resultierende Abbildung keinen wesentlichen Unterschied macht, ob
sie sich im gleichen Abstand vor oder hinter der Kamera befindet. Daraus re-
sultiert das Modell fiir die Kamera in grafischen Systemen. Zudem sollte das
Bewusstsein entstanden sein, dass eine Kamera idealerweise ein eigenes Koor-
dinatensystem besitzt. Dementsprechend miissen Objekte in das Koordinaten-
system der Kamera iiberfiihrt werden. Sie sollten jetzt in der Lage sein, die
einzelnen Schritte einer projektiven Transformation von den Weltkoordinaten
iiber die Kamerakoordinaten bis hin zu den zweidimensionalen Koordinaten
der Bildebene zu erklaren. Sie sollten auflerdem beschreiben kénnen, wie sich
diese Transformation in der 3 x 4 Kameramatrix darstellt. Das bedeutet vor
allem ein Verstandnis fiir die intrinsischen und extrinsischen Parameter und
welche Eigenschaften realer Kameras nicht durch diese Parameter abgedeckt
sind. Im Groflen und Ganzen sollte fiir Sie eine direkte Umrechnung der Welt-
koordinaten auf die Bildebene l6sbar sein.

In dieser Kurseinheit haben Sie zunéachst eine Einfiihrung in die projektive
Geometrie der Ebene und des dreidimensionalen Raums erhalten. Sie haben
gelernt, wie sich Punkte und Geraden mithilfe von Homographien abbilden las-
sen. In diesem Kontext wurde die Hierarchie der Transformationen eingefiihrt,
in der die einzelnen Eigenschaften vom euklidischen Raum bis zum projektiven
Raum gegeniibergestellt wurden.

Ein Abschnitt der projektiven Geometrie beschéftigte sich zudem intensiv mit
der Frage, wie sich Eigenschaften aus Bildern zuriickgewinnen lassen. Dabei
wurde mithilfe des DLT-Algorithmus ganz konkret gezeigt, wie sich perspekti-
visch verzerrte Elemente aus Bildern durch Angabe von Punktkorrespondenzen
sentzerren® lassen. In diesem Kontext wurde auch auf die affine Rektifizierung
eingegangen, mit der sich zumindest die parallelen Geraden in Bildern wieder
parallel darstellen lassen.

Im zweiten Abschnitt wurden die geometrischen Konzepte um die Kegelschnit-
te in der Ebene und die Quadriken im Dreidimensionalen erweitert. Zunéchst
wurde gezeigt, dass sich Kegelschnitte durch Punkte und Geraden beschreiben
lassen, sowie Quadriken zuséatzlich durch Ebenen. Zu Kegelschnitten und Qua-
driken wurden auch die dualen Konzepte beschrieben. SchlieSlich wurde ein
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besonderes Augenmerk auf die sogenannten degenerierten Kegelschnitte und
Quadriken gelegt, die bestimmte Eigenschaften der euklidischen Geometrie in
den projektiven Raum tibertragen. Diese Eigenschaften werden in Kurseinheit
2 fiir die automatische Kalibrierung der ermittelten Kameras verwendet.

Im dritten Abschnitt wurde der Begriff der Kamera tiber das Konzept der
Lochkamera eingefithrt. Anhand der Lochkamera wurden Begriffe wie Brenn-
weite, Bildebene oder Kamerazentrum beschrieben und besprochen. In diesem
Zusammenhang gab es einen kurzen Exkurs zum Kamera- und Weltkoordi-
natensystem. Schliellich wurde die projektive Kamera und das Modell der
Projektion dreidimensionaler Punkte auf die zweidimensionale Bildebene aus-
fithrlich besprochen. Dazu gehorte auch die Unterscheidung zwischen Position
und Lage der Kamera (extrinsische Eigenschaften) und interne Kameraeigen-
schaften wie Brennweite (intrinsische Eigenschaften).

Damit sind die Grundlagen gelegt, um in Kurseinheit 2 aus den Punktkor-
respondenzen zweier unterschiedlicher Abbildungen derselben Szene zunéchst
die Fundamentalmatrix, dann die Kameramatrizen und schliefSlich die dreidi-
mensionale Punktwolke zu bilden.
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