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Kurseinheit 1

EinfiUhrung in die Theorie der
Algorithmen

Algorithmen spielen in unserem Leben eine immer wichtigere Rolle, sei es beim Handel
an der Borse, der Verschliisselung im Netzwerkprotokoll, bei der Tourenplanung im
Logistikunternehmen, den vorgeschlagenen Freundschaften im sozialen Netzwerk, beim
Computerspiel oder der Zuordnung von Studienplitzen und Bewerberinnen und Bewerbern.
Diese Liste konnte man fast endlos fortsetzen. Im 6ffentlichen Diskurs haben Algorithmen
oft eine negative Konnotation, denn sie stehen oft dafiir, dass Entscheidungen statt von
Menschen durch Maschinen und deren formale Regeln dazu, getroffen werden (die zudem
hdufig nicht transparent sind). An dieser Stelle begegnet man héufig einer Fehlauffassung
davon, was Algorithmen eigentlich sind. Algorithmen haben streng genommen gar nichts
mit Maschinen zu tun. Es handelt sich einfach um formalisierte Regeln, wie man ein
Problem 16sen kann. Hiaufig wird die Metapher des ,,Kochrezepts‘ hierfiir gebraucht. Es
stimmt natiirlich, dass Algorithmen héufig als Computerprogramme implementiert werden.
Denn hier sind sie notwendig, um der Maschine das Lésen von Problemen zu vermitteln.
Aber ein Algorithmus kommt beispielsweise auch fiir das Sortieren eines Spielkartendecks
von Hand oder bei Montageanleitungen von Mdobelstiicken zum Einsatz.

In diesem Kurs wollen wir uns nicht an diesen ethischen Fragestellungen abarbeiten. Wir
wollen Thnen vielmehr die theoretischen Aspekte der interessanten Welt der effizienten
Algorithmen nédherbringen.

Algorithmen kommen in allen Teilgebieten in der Informatik vor. Manchmal sind sie
selbst Gegenstand der Forschung, manchmal steht ihre Anwendung im Vordergrund. Je
nachdem aus welcher Richtung man sich den Algorithmen ndhert, geht es dabei um
unterschiedliche Fragestellungen. In diesem Kurs konzentrieren wir uns auf die Theorie der
effizienten Algorithmen. Wir blenden zum groften Teil Fragen zur Implementierung aus.
Auch abstrahieren wir von der ausfiihrenden Maschine und werden die Algorithmen so
beschreiben, dass sie in einem relativ allgemeingiiltigen formalen Modell ausfiihrbar sind.

In dieser ersten Kurseinheit wollen wir einige Grundlagen besprechen, die wir fiir den
weiteren Verlauf des Kurses benotigen. In erster Linie geht es hierbei darum, sich tliber
gewisse formale Grundprinzipien zu verstindigen. So muss man zum Beispiel kldren, welche
Operationen ein Algorithmus einsetzen darf oder wie man die Laufzeit eines Algorithmus
misst. Wir werden in dieser Kurseinheit aber auch einige Werkzeuge vorstellen, die im
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spateren Verlauf des Kurses zum Einsatz kommen werden.

Nicht alle im Kurs vorgestellten Algorithmen sind die bestmdglichen fiir ihre Probleme.
Sie werden aber alle den einen oder anderen Kniff benutzen, um eine Losung effizient zu
bestimmen. Es gibt zudem einige Algorithmen, die zwar im theoretischen Modell sehr
performant sind, in der Praxis aber weniger sinnvoll sind. Meist liegt es daran, dass die
Vorteile erst bei sehr sehr gro3en Instanzen zum Tragen kommen. Trotzdem hat es einen
gewissen Reiz, zu verstehen, wie schnell man Algorithmen fiir bestimmte Probleme im
theoretischen Modell machen kann.

1.1 Der Algorithmusbegriff

Ganz allgemein formuliert ist ein Algorithmus eine Folge von Instruktionen, die ein
bestimmtes Problem losen. Natiirlich kann eine solche Instruktion nicht lauten: Schritt 1:
Das Problem wird geldst. In diesem Fall ist es unklar, wie die Instruktion ausgefiihrt werden
soll. Deshalb stellen wir folgende Forderungen an unsere Instruktionen. Eine Instruktion in
einem Algorithmus muss

= eindeutig,
= elementar und

m prazise sein.

Auch diese Begriffe sind natiirlich dehnbar. Deshalb werden wir uns im weiteren Verlauf
dieser Einheit auf ein formales System einigen, in welchem wir Instruktionen umsetzen
konnen, die zweifellos diese Eigenschaften besitzen.

Bevor wir mit dem formalen Modell fortfahren, wollen wir ganz kurz auf die historischen
Urspriinge von Algorithmen eingehen. Bereits im antiken Griechenland beschiftigte
man sich intensiv mit Algorithmen. Der nach Euklid benannte Algorithmus eignet sich
beispielsweise dazu, den grofiten gemeinsamen Teiler zweier Zahlen zu bestimmen. Auch
einfache Primzahltests wie das Sieb des Eratosthenes entstanden in der hellenistischen
Epoche. Neben diesen zahlentheoretischen Fragestellungen gab es auch Untersuchungen
zu geometrischen Problemen, wie zum Beispiel Konstruktionsanweisungen zur Zeichnung
von regulidren Polygonen mit Zirkel und Lineal.

Der Begriff Algorithmus hat nicht, wie man vielleicht vermuten wiirde, seinen Ursprung im
Griechischen. Er geht vielmehr auf den persischen Forscher Miisa al-Khwarizmi zuriick, der
im 9. Jahrhundert lebte. Al-Khwarizmi (der auch ein Werk verfasste, welches Namensgeber
des Wortes Algebra war) hatte eine Abhandlung iiber das Aufschreiben und Manipulieren
von Zahlen in der Dezimaldarstellung (inklusive der Null) geschrieben.

In der Mathematik spielten algorithmische Fragestellungen lange Zeit eine untergeordnete
Rolle. Sie traten zwar héaufig implizit auf (zum Beispiel entdeckte Carl-Friedrich Gauf3
mit der diskreten Fourier-Transformation einen der wichtigsten Algorithmen iiberhaupt),
waren aber selbst nicht Gegenstand der Forschung. Das lag auch zum Teil daran, dass
es der Mathematik lange Zeit an einer formalen Basis fehlte. Als man sich um 1900
mehr und mehr mit den Grundlagen der Mathematischen Logik beschiftigte, riickten
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algorithmische Fragestellungen vermehrt in den Fokus. Im Jahr 1900 formulierte der
Mathematiker David Hilbert 23 programmatische Probleme, um die Mathematik gezielt
weiterzuentwickeln. Das zehnte dieser Probleme fragte nach einem Algorithmus zur
Losung von diophantischen Gleichungen. Dieses Problem war schwierig zu l6sen, auch
deshalb, weil es kein formales System zur Beschreibung von Algorithmen gab. Als man
nach (vollstandigen und widerspruchsfreien) formalen Systemen fiir die Grundlagen der
Mathematik suchte, erkannte Kurt Godel, dass es ein solches System nicht geben kann.
Hilberts 10. Problem wurde 70 Jahre spéter von Yuri Matiyasevich gelost, indem er bewies,
dass es keinen Algorithmus fiir das Losen von diophantischen Gleichungen geben kann.
Wie man also sieht, gibt es nicht fiir alle Probleme einen Algorithmus.

In den 1970er-Jahre beschiftigte man sich mehr und mehr mit der Frage, fiir welche
Probleme es effiziente Algorithmen gibt. Man hatte beobachten konnen, dass es eine grof3e
Klasse von Problemen gibt, die sich nur schwer 16sen lassen. Dies fiihrte zur Theorie der
NP-Vollstindigkeit.

1.2 Ein formales Modell fiir Algorithmen

Das klassische Modell fiir die Formalisierung von Berechnung ist die Turingmaschine.
Der Vorteil der Turingmaschine ist, dass sie iiber einen sehr eingeschrinkten Befehlssatz
verfiigt, der auf das Notwendigste reduziert ist. Dadurch ist es sehr bequem, mit diesem
Modell zu arbeiten, wenn man iiber Berechnungen Aussagen treffen will. Es ist aber sehr
unhandlich, in diesem Modell konkret etwas zu programmieren. Hinzu kommt, dass die
Turingmaschine sich stark von der Funktionsweise eines normalen Computers unterscheidet.
In erster Linie ist hier anzumerken, dass die Turingmaschine einen sequenziellen Speicher
benutzt, wohingegen Computer im Allgemeinen Random-Access-Speicher besitzen. Die
Ubersetzung der Turingmaschine in andere Berechnungsmodelle ist zwar moglich, aber
in der Regel mit einem rechnerischen Mehraufwand verbunden. Dieser ist in der Regel
polynomiell beschrinkt, weshalb dies fiir Fragen der NP-Vollstidndigkeit keinen Unterschied
macht. Fiir die Analyse von Algorithmen ist ein polynomieller Mehraufwand aber durchaus
von Relevanz, weshalb wir hier ein anderes Modell benutzen werden, das sich ndher an der
(maschinellen) Realitit orientiert.

1.2.1 Word-RAM

Eine Alternative zum Modell der Turingmaschine ist die Registermaschine (engl. random
access machine, auch kurz RAM). Wie schon der Name andeutet, ist hier insbesondere der
Zugriff auf den Speicher gegeniiber der Turingmaschine anders organisiert. In der Literatur
finden sich viele verschiedene Varianten des Modells der Registermaschine. Unterschiede
gibt es im verwendeten Befehlssatz, der Grofle der Speicherzellen und in der Art und
Weise, wie Laufzeit und Speicherplatzverbrauch gemessen werden. Alle Varianten des
Registermaschinenmodells sind gleichmichtig zum Modell der Turingmaschine. Es kann
aber Unterschiede bei den Komplexititsmalen geben. Wir stellen mit der Word-RAM
eine Version der Registermaschine vor, die sich eng an der Architektur von modernen
Computern orientiert und sich deshalb auch gut fiir die Analyse von Algorithmen eignet.
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Eine Word-RAM nutzt als Speicher eine Menge von Registern. In einem Register konnen wir
eine natiirliche Zahl in Bindrdarstellung eintragen, die maximal w Bits benutzt. Man sagt in
diesem Zusammenhang, dass das Universum des Modells die Menge {0, 1,...,u =2V -1}
ist, also alle Zahlen, die wir potenziell in einem Register speichern kénnen. Die Zahl w,
genannt WortgrofBe, ist somit ein Parameter des Modells. Rechnen wir mit anderen
Objekten als mit natiirlichen Zahlen, miissen wir diese entsprechend kodieren. Bei einer
n-elementigen Zeichenkette wiirden wir beispielsweise fiir jedes Zeichen eine Zahl wihlen
und die Zeichenkette dann in n Registern ablegen.

Die Register sind durchnummeriert. Wir bezeichnen sie mit RO, R1, R2, R3,. .., Ru. Das
Register RO ist ein spezielles Register, welches wir Akkumulator nennen. Zu Beginn
der Berechnung steht die Eingabe in den Registern R1, R2,.. ., Rn. Alle anderen Register
enthalten die Zahl 0. Beachten Sie, dass die Eingabegrofie n die Anzahl der Eingabeworter,
und nicht deren Linge in Bindrdarstellung, benennt. Wir werden voraussetzen, dass u > n,
oder genauer gesagt, dass w > logn.! Das heif3t, wir erwarten eine Mindestwortgrof3e
relativ zur Eingabe. Diese Annahme mag zunéchst etwas irritieren, da die Eingabe des
Algorithmus keinen Einfluss auf das Modell haben sollte. Es macht jedoch sehr viel
Sinn, diese Schranke zu fordern, da wir ansonsten die einzelnen Teile der Eingabe nicht
problemlos mit unserem Universum adressieren konnen.

Das eigentliche Berechnen funktioniert in der Word-RAM durch eine Ausfiihrung von
Befehlen, welche die Register modifizieren. Die Word-RAM verfiigt iiber ein Programm,
welches eine Sequenz dieser Befehle ist, und iiber einen Befehlszédhler, welcher eine
natiirliche Zahl ist. Der Befehlszihler verweist auf den aktuellen Befehl. Nach jedem Befehl
wird der Befehlszdhler um eins erhoht. Das Programm kann nicht durch die Word-RAM
verdandert werden. Folgende Befehle kann eine Word-RAM ausfiihren:

= Laden und Speichern: Der Befehl LOAD x speichert den Wert von Rx in RO, der
Befehl STORE x speichert den Wert von RO in Rx.

= Laden und Speichern mit indirekter Adressierung: Der Befehl LOAD [x] speichert
den Wert von Ri in RO, wobei i der Wert ist, der in Rx steht. Analog dazu speichert
der Befehl STORE [x] den Wert von RO in Ri (wiederum ist i der Wert von Rx).

= Zuweisung von Konstanten: Der Befehl Ri = ¢ speichert die Zahl ¢ in Ri ab.

= Arithmetische Operationen: Der Befehl ADD x addiert zu der in RO gespeicherten
Zahl den Wert, der in Rx gespeichert ist. Analog dazu sind Befehle fiir andere
elementare arithmetische Operationen wie Multiplikation, (ganzzahlige) Division
und Modulo definiert.

= Bitmanipulation: Der Befehl AND x speichert in R0 das bitweise Und der Zahlen in
RO und Rx in Binirdarstellung. Andere Bitoperationen wie bitweises Oder, bitweises
Negieren, Bitshifts etc. konnen ebenfalls mit entsprechenden Befehlen ausgefiihrt
werden.

= Steuerung des Programmflusses: Der Befehl JZ i setzt den Befehlszahler auf den
Wert i, falls RO den Wert 0 enthilt. Zusétzlich gibt es den Befehl HALT, welcher die
Berechnung stoppt.

I'Wenn die Basis beim Logarithmus nicht angegeben ist, verstehen wir den Logarithmus zur Basis 2.
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Das Ergebnis einer Berechnung (oder der Verweis darauf) befindet sich am Ende im
Register RO.

Das Word-RAM-Modell eignet sich gut zur Analyse von Algorithmen. Beim Sortieren von
natiirlichen Zahlen wiirde man zum Beispiel im Turingmaschinenmodell als Eingabeldnge
die Lange der kompletten Darstellung der Eingabe benutzen. Bei der Analyse interessiert
uns hingegen eher die Anzahl der zu sortierenden Zahlen. Wir setzen aber hier voraus, dass
die Zahlen von der Grof3e sind, dass wir sie ohne Umwege im Prozessor des Computers
verarbeiten konnen. Diese Sichtweise gibt das Word-RAM-Modell sehr gut wieder. Beachten
Sie, dass man durch die Nutzung der Bitoperationen auch eine gewisse Parallelitit realisieren
kann. So kann man in nur einem Schritt zwei w/2 — 1 Bit groe Zahlen addieren. Deshalb
gelten vergleichsbasierte untere Schranken in diesem Modell nicht. In der Tat gibt es
Algorithmen zum Sortieren von natiirlichen Zahlen, die auf einer Word-RAM schneller
als ®(nlogn) arbeiten. Bei der Analyse von Algorithmen in diesem Modell kann die
Wortgrofle w in der Laufzeit auftreten. In den Beispielen dieses Kurses nutzen wir aber die
bereitgestellte Parallelitéit nicht aus und erhalten damit auch nur Laufzeiten in Bezug zu n.

Insbesondere, wenn wir mit numerischen Werten arbeiten, ist es wichtig, die Details
unseres Modells zu verstehen. Durch (unerlaubtes) Ausnutzen der Parallelitét gibt es hier
das Potenzial fiir unerlaubte ,, Tricks*. Wir werden entsprechend unserer Modellannahmen
in Zukunft immer davon ausgehen, dass sich die numerischen Werte der Eingabe mit
O(log n) Bits darstellen lassen. Nur Zahlen mit O(w) Bits konnen wir in konstanter Zeit
verarbeiten. Das bedeutet implizit, dass wir arithmetische oder logische Operationen auf
den Eingabewerten in O(1) Zeit durchfiihren konnen.

Fiir den Fokus dieses Kurses miissen wir hier nicht auf weitere Details des Word-RAM-
Modells eingehen. Es sei allerdings darauf hingewiesen, dass man auch noch strengere
Varianten der Word-RAM kennt. So verbietet man beispielsweise bei der ACO-RAM
Multiplikation (und alle Operationen, die sich nicht als ein Schaltwerk mit konstanter Tiefe
darstellen lassen).

1.2.2 Pseudocode

Wenn wir Algorithmen angeben, werden wir dazu nicht zum Word-RAM-Programm greifen.
Der Grund dafiir ist, dass Word-RAM-Programme &dhnlich zu Assemblercode sind und
dadurch schwer lesbar. Viele Operationen in einem Word-RAM-Programm sind technischer
Natur und fiir die Beschreibung des Kerns des Algorithmus unnétig. Aus diesem Grunde
werden wir Algorithmen in Pseudocode angeben. Damit ist gemeint, dass wir eine imaginére
Programmiersprache benutzen, die sich nicht fest an formale Regeln hilt. Pseudocode dient
dazu, einen Algorithmus moglichst kompakt und eindeutig zu beschreiben. Seine Aufgabe
ist es nicht, ausfiihrbaren Programmcode zu liefern. Auch werden wir technische Details
ausblenden (zum Beispiel werden wir nie priifen, ob Eingaben syntaktisch korrekt sind).

Auch wenn ein strenges formales Geriist fiir den Pseudocode fehlt, wollen wir uns dennoch
auf einige sinnvolle Annahmen einigen.

= Variablen werden nicht deklariert und sind untypisiert. Sie werden kursiv geschrieben.

s Es werden nur die Schliisselworter(-kombinationen) for .. to .. do, foreach .. do,
while .. do, repeat .. until, if .. then .. else und return benutzt. Ihre Interpretation
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sollte selbsterkldrend sein. Programmblocke werden durch Einriicken gekennzeichnet.
= Zuweisungen werden mit einem Pfeil markiert, zum Beispiel x « x + 1.

= Mathematische Ausdriicke, insbesondere auch Mengenschreibweise, diirfen verwen-
det werden.

= Auf die Elemente von Listen oder Arrays konnen wir tiber ihren Index in eckigen
Klammern zugreifen, zum Beispiel L[2] « 3. Wenn nichts anderes erwéhnt wird,
hat das erste Element den Index 1.

= Komplexere Aufgaben werden verbal in deutscher Sprache angegeben. Zum Beispiel
,,LOsche das kleinste Element aus L.

= Nutzen wir Unterprogramme, geben wir diese als Prozeduren in GroB3schreibung
(Kapitilchen) an, zum Beispiel HILESFUNKTION(x, V, 7).

= Nutzen wir komplexere Datenstrukturen, bezeichnen wir deren Operationen in engli-
scher Sprache und geben sie in kursiver Schreibweise an, zum Beispiel B.search(q)
fiir die Suchoperationen eines Suchbaumes B.

» Kommentare geben wir rechtsbiindig an und stellen diesen ein > voran.

= Gelegentlich nutzen wir auch andere Notationen, die dann aber selbsterkldrend sind.

Der folgende einfache Algorithmus 16st das Problem, fiir eine Liste von Zahlen zu priifen,
ob ein Element doppelt vorhanden ist.

Algorithmus 1 Priife, ob eine Liste L doppelte Eintrige enthilt

1: Sortiere L
2: fori — 1to|L|-1do > i ist aktuell zu priifende Stelle
3: if L[i] = L[i + 1] then return ,,L enthélt Duplikate*

4: return ,.keine Duplikate*

Ein etwas komplexeres Beispiel ist die Beschreibung von Mergesort, angegeben als
Algorithmus 2. Hier ist die Verwendung von rekursiven Aufrufen zu sehen.

Beim Mergesort-Beispiel benutzten wir X[2..] fiir die Liste X ohne erstes Element. Solche
Notationen sollten sich immer aus dem Kontext erkldren, auch wenn wir sie nicht formal
besprochen haben. Da der Pseudocode im weiteren Verlauf des Kurses immer nur eine
Zusammenfassung von zuvor erklédrten Ideen ist, ist zudem stets klar, was wir meinen.

1.3 Laufzeit

Neben der Angabe eines Algorithmus und dem Beweis seiner Korrektheit, interessiert
uns immer auch seine Laufzeit. Wir wollen deshalb an dieser Stelle besprechen, was die
Laufzeit eines Algorithmus ist, wie wir diese messen und wie wir sie abschétzen konnen.
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Algorithmus 2 Sortiere Liste L mit Mergesort(L)

1: procedure MERGE(X,Y) > Ubergebene Listen sind vorsortiert
2: if X = 0 then returnY

3: if Y = () then return X

4: if X[1] < Y[1] then

5: Z «— MERrGe(X[2..],Y)

6: return X[1] o Z > o verkniipft Listen
7: if Y[1] < X[1] then

8: Z «— MEerGe(X,Y[2..])

9: return Y[1]o Z

10: procedure MERGESORT(L)

11: if |L| < 1 then return L > Rekursionsanker
12: Ly « erste Hilfte von L

13: L, « zweite Hilfte von L

14: Li < MERGESORT(L)

15: L, <« MERGESORT(L;)

16: return MerGe(Ly, L)

Offensichtlich hingt die Laufzeit eines Algorithmus von seiner Eingabe I € 7 ab, wobei
7 die Menge aller Eingabeinstanzen bezeichnet. Fiir eine feste Eingabe I bezeichnen wir
als Laufzeit eines Algorithmus die Anzahl der Operationen #(/), die im dazugehorigen
Word-RAM-Programm ausgefiihrt werden. Da wir die Algorithmen nicht direkt als Word-
RAM-Programm angeben (sondern in Pseudocode), ist eine genaue Bestimmung der
Laufzeit nicht moglich. Wir geben uns deshalb damit zufrieden, die Laufzeit abzuschitzen.

Die Laufzeit fiir eine Eingabe hilft uns aber bei der Analyse eines Algorithmus nur wenig
weiter, denn wir wollen ja das generelle Laufzeitverhalten beschreiben. Wiirden wir die
Laufzeiten fiir alle Eingaben kennen, konnten wir dies aber nur schlecht in kompakter
Form angeben. Deshalb misst man die Laufzeit von / in der Regel in Abhingigkeit zu
einem Parameter der Eingabe s(I), wobei s eine Funktion ist, die jeder Eingabeinstanz eine
natiirliche Zahl zuordnet. Formal entspricht der Wert s(/) der Anzahl der Register, die man
bendtigt, um die Instanz I einem Word-RAM-Programm zu iibergeben. Meist ergibt sich der
Wert direkt aus der Struktur der Eingabeinstanz, ohne dass wir jedes Mal auf die technischen
Aspekte bei der Kodierung von 7 als Eingabe fiir ein Word-RAM-Programm eingehen. Zum
Beispiel werden wir die Laufzeit von Graphenalgorithmen in Abhingigkeit zur Anzahl
der Knoten und Kanten des Graphen messen. Mit steigendem s(/) sollten die Probleme
prinzipiell ,,schwieriger* werden und damit auch eine gro3ere Laufzeit bei den Algorithmen
erfordern. In der Praxis konnen wir ein solches Verhalten aber nicht voraussetzen. Das
Sortieren einer langen vorsortierten Liste von Zahlen ist gegebenenfalls einfacher (zum
Beispiel mit Bubblesort) als das Sortieren einer kiirzeren Liste. Deshalb unterscheidet man
drei verschiedene Formen der Laufzeitanalyse. Im Best-Case interessieren wir uns fiir die
schnellste Laufzeit unter allen Eingaben 7, bei denen s(/) den gleichen Wert liefert. Wir
definieren hier als Laufzeit die Funktion

Trea(n) = min{r(1) | s(1) = n}.

Im Average-Case hingegen beziehen wir uns auf die durchschnittliche Laufzeit. Das heift,
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hier betrachten wir die Funktion

1
Tavg(n) = {leZ:s(I)=n} IEI;I):nI(I)-

Als eine dritte Moglichkeit existiert zudem die Worst-Case-Laufzeit, welche sich mit
Tworst(n) = max{t(l) | S(I) = I’l}
IeT

ergibt. Fiir die Analyse von Algorithmen nutzen wir in der Regel (und in diesem Kurs
ausschlieBlich) die Worst-Case-Laufzeit und schreiben statt Ty,s¢(72) nur 7'(n). Die best-case
Analyse ist deshalb wenig sinnvoll, da es fiir die meisten Probleme triviale Instanzen gibt,
die man leicht 16sen kann. Wie effizient der Algorithmus dann aber im Allgemeinen laufen
wird, konnen wir damit in der Regel nur schlecht abschétzen. Besser ist es, die average-case
Analyse zu verwenden. Hier bekommen wir eine sehr gute Aussage, allerdings ist es auch
sehr schwierig und aufwendig, die Funktion T,s(n) zu bestimmen — zumal es zudem
fraglich ist, ob die Instanzen in der Praxis auch wirklich gleichverteilt auftreten. Die Worst-
Case-Analyse ist deshalb oft die bessere Methode. Haufig konnen wir eine Abschitzung
von Tyorst(n) leicht vornehmen. Wir erwarten zusitzlich eine treffendere Beschreibung
gegeniiber Tyeq (7). Natiirlich wird fiir viele Instanzen die Laufzeit schneller sein, als wir
es mit der Worst-Case-Analyse abgeschitzt haben. Wir gehen aber davon aus, dass sich
die Laufzeit einer durchschnittlichen Instanz nicht deutlich von der Worst-Case-Laufzeit
unterscheiden wird. Zudem erwarten wir, dass eine hohere Worst-Case-Laufzeit auch eine
hohere average-case Laufzeit impliziert. Diese Annahme ist natiirlich nicht immer gegeben,
insbesondere wenn wir hinzunehmen, dass die in der Praxis zu erwartenden Instanzen
sich stark von denen unterscheiden, die den Worst-Case realisieren. Wir greifen diese
Problematik noch einmal spéter in Kurseinheit 6 auf. AbschlieBend kann man sagen, dass
uns die Worst-Case-Laufzeit ein verlédssliches und akzeptiertes Maf} gibt, mit dem man die
Laufzeit von Algorithmen messen kann.

1.3.1 Die GroB-O-Notation

Ein Vorteil der Angabe der Laufzeit als Worst-Case (auch Average-Case oder Best-Case) ist
es, dass das eigentliche Resultat eine Funktion 7'(n): N — N ist. Mit solchen Funktionen
konnen wir viel einfacher umgehen als beispielsweise mit Funktionen des Typs Z — IN.
Trotzdem ist die genaue Angabe dieser Funktion 7'(n) schwierig. Hinzu kommt, dass wir ja
auch gar nicht eine genaue Bestimmung vornehmen kdnnen, da uns dazu die Details aus dem
Word-RAM-Programm fehlen. Deshalb reicht es an dieser Stelle aus, auf eine asymptotische
Schranke fiir die Laufzeit zuriickzugreifen. Fiir die Angabe von asymptotischen Schranken
nutzen wir die Gro3-O-Notation.

Fiir eine Funktion f: R — R bezeichnen wir mit O(f) eine Menge von Funktionen des
Typs R — R, die als asymptotische obere Schranke die Funktion f haben. Vereinfacht
gesprochen, beriicksichtigt die Gro3-O-Notation zwei Aspekte: Fiir kleine n wird keine
Aussage getroffen und konstante Faktoren werden vernachléssigt. Formal ausgedriickt
ergibt sich

O(f) :={g [ 3(c > 0) 3ng ¥(n = no): g(n) < c - f(n)}.
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2 f(n)
g(n)

f(n)

Abbildung 1.1: Skizze zur asymptotischen Beschriankung. Im Bild ist g = O(f) (Konstante
c=2).

Beachten Sie, dass das ¢ nicht vom gewdhlten ny abhingen darf. Die Abbildung 1.1
illustriert die Grof3-O-Notation.

Obwohl O(f) eine Menge ist, schreiben wir g = O(f) statt eigentlich richtig g € O(f).
Diese streng genommen inkorrekte Notation hat sich als Schreibweise etabliert und wir
wollen nicht vom Standard abweichen. Eine weitere Konvention ist es, fiir f(n) = ¢ (fiir eine
Konstante ¢) statt O(f) nur kurz O(1) zu schreiben. O(1) bezeichnet also alle Funktionen,
die sich durch eine Konstante beschrinken lassen. Des Weiteren beschreiben wir oft das f
in O(f) durch eine Funktion in der Variablen n, also zum Beispiel O(n?), wihrend andere
Zeichen konstante Parameter sind, also zum Beispiel O(n?) fiir ein festes d.

Mitunter mochte man auch ausdriicken, dass eine Funktion eine echte obere Schranke fiir
eine andere Funktion ist. Dies kann man mit der Klein-O-Notation beschreiben. In diesem
Fall gilt

o(f) :={g | Y(c > 0) Ing ¥(n = no): g(n) < c- f(n)}.

Offensichtlich folgt aus f = o(g) auch f = O(g). Analog zu den oberen Schranken konnen
wir auch asymptotische untere Schranken angeben. Man benutzt an dieser Stelle

Q(f) :={g [ Ic > 0) 3ng ¥(n = ng): g(n) > c - f(n)}.

Gelten g = O(f) und g = Q(f), schreiben wir g = ©O(f) als scharfe asymptotische
Schranke.

Beispiel 1.1 Seien g(n) = 10007~ und f(n) = n¥ mit y > x (zum Beispiel g(n) = 1000n?
und f(n) = n?), dann gilt g = O(f). Um dies zu zeigen, wihlen wir no = 1 und ¢ = 1000.
Wegen y > x, gilt nun

g(n) = 1000n* < 1000n” = cn’ = c - f(n),

und g = O(f) ist gezeigt.
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Test 1.1
Zeigen Sie, dass fiir g(rn) = 1000n + 1 000 000 und f(n) = nlogn gilt, dass g = O(f).

Aus der Definition der GroB3-O-Notation konnen wir folgende Regeln ableiten, welche
Umformungen und Abschitzungen erleichtern. Wir verzichten auf die Beweise, die allesamt
durch elementare Umstellungen der Definitionen folgen.

= Fiir zwei Werte ¢, d gilt g(n) = ¢ - f(n) + d = O(f).

k k-1

= Sei g ein Polynom vom Grad k, also g(n) = ayn* + aj_1n*~

ar > 0. Dann ist g = O(n*).

+ ---ain + ap, mit

w Fiir &’ > k gilt n* = o(n*") (vgl. Beispiel 1.1).

= Fiir jedes » > 1 und d > 0 gilt n¢ = o(r") (polynomielles Wachstum ist immer
kleiner als exponentielles).

= Fiirjedes b > 1, p > 1 und ¢ > 0 gilt (log, n)” = o(n®) (logarithmisches Wachstum
ist immer kleiner als polynomielles).

= Fiir zwei Funktionen g1, g» gilt, dass g;(n) + g2(n) = O(g; + g2) und g1(n) - g2(n) =
0(g1 - 82)-

= Wenn g = O(f) und h = O(g), dann ist 1 = O(f).

Die letzten zwei aufgefiihrten Punkte brauchen wir haufig fiir die Analyse von Algorithmen.
Besteht beispielsweise ein Algorithmus aus einer Schleife, die O(log n)-mal durchlaufen
wird, und innerhalb der Schleife betrigt der Aufwand O(nz), dann ist der Gesamtaufwand
beschriinkt durch O(n?logn). Besteht ein Algorithmus hingegen aus zwei Teilen mit
Aufwand O(n?) und O(n), die nacheinander ausgefiihrt werden, so ist der Gesamtaufwand
durch O(n® + n) = O(n?) beschriinkt.

Test 1.2

Gilt fiir folgende Funktionen f; und g; die Beziehung g; € O(f;) oder g; = Q(f;) oder
gelten beide Beziehungen (also g; = O(f;))?

@ filn)=n*+n% gi(n)=n’-n%

(b) fo(n) = 10n%,  ga(n) = nyn,

(c) fs(n) =nlogn? g3(n)=nlogn*.

(d) fan) =loggn, ga(n) = logyn.
Haufig wird die GroB3-O-Notation genutzt, um von Konstanten zu abstrahieren. Das geschieht
immer dann, wenn der Gro-O-Ausdruck Teil eines Terms ist, wie zum Beispiel f(n) = 20(n)

In diesem Fall meint man, dass es eine Konstante ¢ > 0 gibt, sodass f(n) < 2", was nicht
das Gleiche ist wie f = O(2"). Gleiches gilt fiir die Klein-O-Notation.
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1.3.2 Das Mastertheorem

Da effiziente Algorithmen oft rekursiv arbeiten, sind Rekurrenzgleichungen in der Lauf-
zeitanalyse keine Seltenheit. Das Auflosen dieser Rekurrenzen ist nicht immer einfach.
Aus diesem Grund stellen wir einen Satz vor, der es uns erlaubt, die Losungen fiir viele
Rekurrenzgleichungen asymptotisch abzuschitzen. Zur Motivation dieses Satzes (und als
Vorbereitung fiir dessen Beweis) sehen wir uns den Mergesort-Algorithmus (Algorithmus 2)
noch einmal an.

Zuerst wollen wir den Aufruf von MERGE(X, Y) analysieren. Wir sehen, dass wir bei X = 0
oder Y = 0 nur O(1) Zeit bendtigen. In allen anderen Fillen gibt es genau einen rekursiven
Aufruf, denn die Zeilen 4 und 7 enthalten sich gegenseitig ausschlieBende Bedingungen.
Wir messen den Aufwand von MEerRGE(X, Y) relativ zur Lange n von X o Y und erhalten
damit fiir die Laufzeit Tierge

Tmerge(n) < Tmerge(n - 1) +c
Tmerge(l) <c
wobei ¢ eine hinreichend grofle Konstante ist. Wenn wir die Rekkurrenz auffalten, erhalten

WIr
Tmerge(n)SC+C+C+"'+C:n‘C:0(n),

n mal

Nun kommen wir zur Abschitzung der eigentlichen Laufzeit fiir Mergesort. Die Rekurrenz
ergibt sich direkt aus den rekursiven Aufrufen. Wir messen den Aufwand relativ zur Lénge
der zu sortierenden Liste. Um eine Liste mit # Elementen zu sortieren, miissen wir rekursiv
zwei Listen der halben Linge sortieren und dann mischen. Wir nehmen der Einfachheit
halber an, dass die Lange n der Liste eine Zweierpotenz ist. Es folgt

Tmergesort(n) < 2Tmergesort(n/2) + Tmerge(”) < 2Tmergesort(n/z) +cn
Tmergesort(l) <

wobei ¢ auch hier wieder eine ausreichend grofle Konstante ist und wir das Ergebnis
der Analyse von MERGE eingesetzt haben. Um die Abschidtzung vorzunehmen, sehen wir
uns den zugehorigen Rekursionsbaum an. Dies ist ein Baum, dessen Knoten den in der
Berechnung auftretenden Teilproblemen entsprechen. Werden bei einem Teilproblem X die
rekursiven Losungen fiir Y1, Y5, . . . benotigt, dann werden Y1, Y>,. . . die Kinder von X. Die
Wurzel des Baumes reprisentiert das urspriingliche Problem. Wir beschriften die Knoten
des Baumes mit den Kosten der entsprechenden Teilprobleme ohne die rekursiven Aufrufe
(im Folgenden Aufwand genannt). Der schematische Rekursionsbaum fiir Mergesort ist in
Abbildung 1.2 zu sehen.

Wir nummerieren die Ebenen des Rekursionsbaums so durch, dass die Wurzel sich auf
Ebene 0 befindet. Im Rekursionsbaum zu Mergesort erkennen wir, dass auf der nullten
Ebene ein Gesamtaufwand von cn entsteht. Die erste Ebene enthilt zwei Knoten mit
Aufwand jeweils cn/2, was auch wieder einen Gesamtaufwand von cn erfordert. Auf
der zweiten Ebene haben wir nun vier Knoten mit Aufwand cn/4 und schon wieder
Gesamtaufwand cn. Das ist kein Zufall, denn wie man leicht sehen kann, haben wir auf
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Tiefe
cn 1 +logn

O(cnlogn)

Abbildung 1.2: Rekursionsbaum fiir Mergesort.

der Ebene k genau 2% Knoten, die jeweils einen Aufwand von cn/2* verursachen, was
zusammen cn ausmacht. Der bindre Logarithmus (einer Zweierpotenz) gibt an, wie lange
wir diese Zahl durch 2 teilen miissen, um auf 1 zu kommen. Der Rekursionsbaum hat
deshalb log n + 1 viele Ebenen. Summieren wir den Aufwand fiir jede Ebene auf, erhalten
wir insgesamt cn + cn log n. Es folgt also

Tmergesort(n) = O(nlogn).

Test 1.3
Skizzieren Sie den schematischen Aufbau des Rekursionsbaumes fiir das Teilproblem
MERGE.

Der Rekursionsbaum fiir Mergesort ist im gewissen Sinne ein Spezialfall, da sich auf
jeder Ebene der gleiche Gesamtaufwand ergibt. Dies muss fiir andere Rekursionen nicht
zwangsweise so sein. Der Gesamtaufwand konnte steigen oder fallen. Der folgende Satz
analysiert diesen Aspekt und liefert uns dadurch ein wichtiges Hilfsmittel fiir das Auflosen
von Rekurrenzgleichungen.

Satz 1.1 — Mastertheorem.
Sei

T(n) < aT(n/b) + O(n?),

wobei a € N, b > 1 und d > 0 frei wihlbare Konstanten sind . Dann gilt:
« Wenn a/b? < 1, dann ist T(n) = O(n?).
= Wenn a/b? = 1, dann ist T(n) = O(n? logn).
= Wenn a/b¢ > 1, dann ist T(n) = O(n'°% %).

Beweis. Wir nehmen zunichst an, dass n eine Potenz von b ist. Fiir die Analyse der
Rekurrenz betrachten wir den dazugehorigen Rekursionsbaum. Da jeder Knoten im
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Rekursionsbaum a Kinder hat, gibt es auf der Ebene k demnach a* Knoten. Zwischen
den Ebenen werden die Teilprobleme um den Faktor 1/b skaliert. Also haben wir auf der
Ebene k jeweils Teilprobleme der GroBe n/b*. Der Gesamtaufwand auf der Ebene k ist
demnach

a* - 0((n/b")") = 0(n?) - (a/b").
Um nun 7'(n) abzuschitzen, summieren wir {iber alle Ebenen (von denenes ¢ = 1 + log, n
viele gibt).

Tm)scxwﬁ-Qm%%°+@ub%1+@ub%2+~-+@ub%j (1.1)

Die in der Klammer auftretende Summe bildet eine geometrische Reihe. Wie wir gleich
sehen werden, hingt das asymptotische Wachstum einer geometrischen Reihe nur vom
grofften Summanden ab. Da die Summanden einer geometrischen Reihe eine schwach
monoton wachsende oder fallende Folge beschreiben, gibt es hier 3 Moglichkeiten: Der
echt grofte Summand ist (a/b%)° = 1, alle Summanden sind gleich groB, oder der echt
groBte Summand ist (a/b?). Wir gehen jeden der drei Fille einzeln durch.

= Der echt groBte Summand ist (a/b%)°. Das bedeutet, dass a/b? < 1. In diesem Fall
konvergiert die geometrische Reihe gegen eine Konstante und damit gilt

T(n) = O(n?).
= Alle t Summanden sind genau dann gleich groB, was heit, dass a/b¢ = 1. In diesem

Fall ist
T(n) = (t +1)- 0(n?) = O(n?logn).

= Der echt grofte Summand ist (a/b¢)'. Dann muss gelten a/b? > 1. Fiir die geo-
metrische Reihe gilt Zf:o g =1 -4¢""YH/( - q) = 0(¢"*") = 0(¢*). Demzufolge
ist
((@/B° + (a/b™)! + @/ b + -+ + (af b)) = O((a/b"Y).
Damit gilt fiir die Summe (1.1)
_ d a logbn _ d alOgbn _ d alOgb”
T(n)—O(n (ﬁ) )—O(n oz 7 =0 |n Loz,

log, n

da

:0@ nd):o@%%:ommwy
Fiir den letzten Schritt haben wir die hilfreiche Regel x!°% Y = yl°%:* benutzt, die

gﬂt, da xlogzy — Zlogz(xl"gz ) = ZlogZ ylog, x _ (Zlogzy)logzx — ylogzx.

Mit diesen drei Fillen decken wir also genau die drei Fille aus der Aussage des Mastertheo-
rems ab.

Am Anfang des Beweises hatten wir die Annahme getroffen, dass n eine Potenz von b ist.
Ist dies nicht der Fall, wihlen wir als n” die zu n nichstgroBere Potenz von b. Offensichtlich
unterscheiden sich n und »’ nur um einen konstanten Faktor (kleiner ). Falls nun a/b? < 1,
dann ist T(n) < T(n') = O(n’?) = O(n?). Fiir die anderen beiden Fille kann man analog
argumentieren. Somit gilt das Mastertheorem also fiir alle Werte n.
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Beispiel 1.2 Wir wollen mit dem Mastertheorem die folgende Rekursion asymptotisch
abschitzen.

T(n) < 3T(n/4) + O(Vn)
(1) = 0(1).

Als Erstes bestimmen wir die Parameter, die wir fiir die Anwendung des Mastertheorems
bendtigen. Wir sehen, dass a = 3, b = 4 und d = 1/2. Es folgt, dass a/b? =3/2>1.In
diesem Fall liefert uns das Mastertheorem T'(n) = O(n'°%+3) c O(n%7%3).

Test 1.4
Schitzen Sie mit dem Mastertheorem folgende Rekursion asymptotisch ab.

T(n) < 8T(n/2) + O(n>)
T(1) = O(1).

An dieser Stelle sei erwihnt, dass es auch alternative Formulierungen des Mastertheorems
gibt. So gibt es eine Version, die etwas allgemeiner ist und nicht voraussetzt, dass der
nicht-rekursive Aufwand von einem Polynom n‘ beschrinkt wird, sondern von einer
beliebigen Funktion f(n). Fiir unsere Zwecke geniigt jedoch die Abschitzung durch ein
Polynom. Eine andere Version erlaubt den Einsatz des Auf- oder Abrundens bei der Grof3e
der Teilprobleme. Wie beim Beweis des Mastertheorems diskutiert, verlieren wir nichts,
wenn wir annehmen, dass n eine Potenz von b ist. In diesem Fall wiirden wir aber auch
nie bei der GroBe der Teilprobleme runden. Man sieht also, dass das Auf- oder Abrunden
keine Auswirkung auf die asymptotische Laufzeit hat. Wir verzichten an dieser Stelle auf
eine gesonderte Formulierung des Mastertheorems mit Auf- oder Abrunden, behalten aber
die besprochenen Zusammenhénge im Hinterkopf.

1.3.3 Amortisierte Analyse

Um effiziente Algorithmen zu entwerfen, bendtigen wir Kenntnisse iiber effiziente Daten-
strukturen. Es ist schwierig, eine klare Linie zwischen Datenstrukturen und Algorithmen
zu ziehen, denn Algorithmen verwenden Datenstrukturen und auf der anderen Seite ge-
horen zu jeder Datenstruktur auch ihre Algorithmen. Ein wichtiges Charakteristika von
Datenstrukturen ist, dass Anfragen an die (fast) gleiche Datenbasis mehrfach durchgefiihrt
werden. Setzen wir zum Beispiel einen bindren Suchbaum ein, wird dieser in der Regel
mehrfach angefragt werden, da sich sonst sein Aufbau gar nicht gelohnt hiitte.

Die Operationen einer Datenstruktur sind Algorithmen. Bei der Messung der Laufzeit
beobachtet man aber oft, dass es Sinn macht, statt einer einzelnen Anfrage, eine Sequenz von
Anfragen zu betrachten. Der Grund dafiir ist, dass eine einzelne Anfrage unter Umstdnden
aufwendig ist, dies aber in einer beliebigen Sequenz nur selten vorkommen kann. In
diesem Fall kann man die Kosten der ,,teureren Operationen* auf die anderen Operationen
umverteilen. Wir sprechen dann von amortisierten Kosten und von einer amortisierten
Analyse.
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Wir wollen an dieser Stelle etwas formaler sein. Sei g1, q2, . . . gx eine Sequenz von Anfragen
an eine Datenstruktur. Die (tatsdchlichen) Kosten der Anfrage g; bezeichnen wir mit ¢;.
Daneben wihlen wir fiir jede Anfrage g; die amortisierten Kosten ¢;. Diese konnen grofler
oder kleiner als die tatsdchlichen Kosten sein und wir konnen sie frei verteilen, solange

IR (1:2)

1<i<k 1<i<k

garantiert werden kann, der amortisierte Gesamtaufwand also mindestens so grof} ist wie
der tatsidchliche Aufwand. Auf diese Weise konnen wir anfallende Kosten einer (teuren)
Anfrage auf andere Anfragen umverteilen und so die Gesamtkosten besser abschitzen.

Die amortisierte Analyse interessiert uns in diesem Kurs deshalb, weil es Algorithmen gibt,
fiir die wir die Laufzeit fiir eine Sequenz von Operationen messen wollen, deren Kosten
variieren. In diesem Fall konnen wir eine genauere Abschidtzung vornehmen, wenn wir die
Kosten amortisieren.

Wir wollen uns als Beispiel das Aufzihlen aller Worter einer festen Lange n ansehen. Der
Einfachheit halber betrachten wir nur Worter mit den Zeichen @ und 1. Ein solches Wort w
konnen wir auch als Bindrzahldarstellung einer Zahl interpretieren. Wir wollen von 00 - - - @
beginnend immer wieder eine 1 zur assoziierten Bindrzahl hinzuaddieren, bis wir 11 -- -1
erreicht haben. Die Zeichen des Wortes w sind in einem Array W gespeichert, wobei wir
das i-te Zeichen von rechts in W[i] ablegen.? Wir konnen in einem Schritt (mit konstantem
Aufwand) also immer nur eine Stelle der Zeichenkette dndern. Fiir das bindre Addieren von
+1 starten wir rechts in der Binédrdarstellung und gehen solange eine Position nach links,
bis wir eine @ finden. Dabei ersetzen wir jede gefundene 1 durch eine @ und die gefundene
0 durch eine 1. Falls wir keine @ finden, terminiert der Algorithmus. Das Vorgehen ist in
Algorithmus 3 in Pseudocode angegeben.

Algorithmus 3 Addiere 1 zu einer als Array W gespeicherten Binérzahl

i1

while W[i] = 1 do > W[i] ist i-tes Zeichen in w von rechts
Wli] < o
i—i+1

if i < n then
Wlil =1

AN A o s

Sehen wir uns nun fiir die ersten Additionen den Aufwand an (wobei wir nur die Anzahl
der gednderten Zeichen zédhlen). Im ersten Schritt &ndern wir nur ein Zeichen, denn hier
ist das Zeichen am rechten Rand (W[1]) gleich @. Das gilt insbesondere fiir jeden zweiten
Schritt. Es kann aber auch notwendig sein, mehrere Zeichen zu dndern. Zum Beispiel
erfordert der Ubergang von w; = 00111 auf wy, = 01000 (d.h. von Wy = [1,1,1,0,0] auf
W, =1[0,0,0,1,0]) vier gednderte Zeichen. Tabelle 1.1 zeigt den Aufwand fiir die ersten
Schritte. Die teuersten Schleifendurchlaufe erfordern bis zu n Schritte, wiahrend viele andere
Additionen nur wenige Schritte benotigen. Klar ist, dass wir mindestens 2" Durchlédufe
benotigen, um alle 2" verschiedenen Worter aufzuzihlen.

2Auch als , little-endian*-Kodierung bekannt.
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aktuelles Wort w  Array-Darstellung W Aufwand

00000 [0, 0, 0, 0, 0] 1
00001 (1,0, 0,0, 0] 2
00010 [0,1,0,0,0] 1
00011 [1,1,0,0,0] 3
00100 [0,0,1,0,0] 1
00101 (1,0, 1,0, 0] 2
00110 [0,1,1, 0, 0] 1
00111 [1,1,1, 0, 0] 4
01000 [0,0,0, 1, 0] 1

Tabelle 1.1: Aufwand (Anzahl gednderter Zeichen) beim Hochzéhlen eines Binérzéhlers
fiirn = 5.

Die Analyse des Aufwandes einer vollstindigen Aufzihlung kann man mit etwas Uberlegung
direkt vornehmen (siehe Selbsttest 1.5). Wir wollen dieses Beispiel aber nutzen, um
ein klassisches Verfahren fiir die amortisierte Analyse vorzustellen. Dieses Verfahren
heifit Potentialmethode. Die Idee hierbei ist, jeder Instanz der Datenstruktur D (in
unserem Fall das Array W) eine Zahl zuzuweisen, welche wir das Potential ®(D) nennen.
Anschaulich gesprochen, kann man das Potential als Summe der bisher vorausgezahlten
Kosten interpretieren. Sei Dy, D1, Dy, . .. Dy die Sequenz der Datenstruktur(-instanzen),
wobei D; der Zustand nach dem Ausfiihren von ¢; ist. Wir fordern, dass

®(Dy) =0,
Vi: ®(D;) > 0.

Die amortisierten Kosten der i-ten Operation ¢; ergeben sich aus ihren tatsdchlichen Kosten
¢; und der Potentialdifferenz, also

¢ = ¢i + O(D;) — D(D;—y).

Dieses Vorgehen ist valide, denn es gilt

Z = Z ¢i + O(D;) — O(D;_1) (Teleskopsumme)
1<i<k 1<i<k
= (D) - D(Do) + ) ¢
1<i<k
> Ci
1<i<k

und damit ist die Bedingung (1.2) erfiillt.

Wir wenden die Potentialmethode nun auf unser Beispiel an. Dazu definieren wir

®(W) := Anzahl lenin W.
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Somit ist beispielsweise ®([1,0,1,1]) = 3. Das Abschitzen der amortisieren Kosten ist nun
einfach. Hat das Array W; auf der rechten Seite #; 1en und davor eine 9, dann veridndern wir
beim Hochzihlen #; + 1 Zeichen, also ¢; = t; + 1. Wir ersetzen dabei 7;-mal eine 1 durch
eine @ und einmal eine @ durch eine 1. Somit verdndern wir die Anzahl der Ten um den
Wert —(t; — 1). Wir erhalten

G=ci+OW)—OWii)=t;+1-(t; = 1)=2.

Wir sehen somit, dass die amortisierten Kosten beim kompletten Hochzéhlen des Zahlers
fiir einen Aufruf von Algorithmus 3 gleich 2 sind, es ergibt sich also ein konstanter
amortisierter Aufwand pro Addition. Die Gesamtkosten fiir die 2" Operationen liegen also
in O(2").

Test 1.5

Fiihren Sie die amortisierte Analyse des Hochzéhlens des Binédrzdhlers durch, indem
Sie die Kosten aufsummieren und nicht die Potentialmethode nutzen.

1.3.4 Effiziente Algorithmen

In diesem Kurs interessieren wir uns fiir effiziente Algorithmen. Wir mochten an dieser
Stelle kurz diskutieren, was wir in diesem Zusammenhang unter effizient verstehen. Im
Folgenden nutzen wir die einfache und etablierte Konvention:

Effizienter Algorithmus: Wir verstehen einen Algorithmus als effizient, wenn dessen
(Worst-Case)-Laufzeit sich durch eine polynomielle Schranke asymptotisch abschitzen
lasst.

Unsere Konvention ist durchaus diskussionswiirdig. Es gibt beispielsweise Aufgaben,
fiir die Algorithmen mit quadratischer Laufzeit keine praktische Relevanz haben, da
die zu erwartenden Eingabeinstanzen so grof sind, dass die Berechnungen zu lange
dauern wiirden. Zudem konnen in der asymptotischen Abschétzung riesige Konstanten
versteckt sein, die einen erheblichen Einfluss auf die Laufzeit haben. Diese Einwinde
sind alle berechtigt. Da wir uns aber vordergriindig fiir die theoretische Analyse der
Algorithmen interessieren, spielen die praxisrelevanten Eingabegroflen eine untergeordnete
Rolle, weil wir in der Analyse auch keine Kontrolle dariiber haben. Gleiches gilt fiir die
verborgenen Konstanten in der GroB3-O-Notation. Diese spielen nur dann einen Rolle,
wenn die Eingabeinstanzen zu klein sind, und werden bei entsprechend gro3en Instanzen
vernachldssigbar. Es sei zudem daran erinnert, dass polynomielles und exponentielles
Wachstum sich stark unterscheiden. Natiirlich kann jeder Algorithmus irgendwann an seine
Grenzen stoBBen, bei einer superpolynomiellen Laufzeit passiert dies jedoch sehr schnell
(siche dazu Tabelle 1.2). Nicht zuletzt beruht unser Verstindnis von Effizienz auch auf
Erfahrungswerten.

An dieser Stelle sei erwihnt, dass wir nicht erwarten, dass es zu jedem Problem einen
effizienten Algorithmus geben wird. Probleme mit einem effizienten Algorithmus bilden
die Komplexititsklasse P. Die Klasse XP enthilt hingegen alle Probleme, fiir die wir einen
Algorithmus mit exponentieller Laufzeit kennen. Es gibt auch Probleme, fiir die wir wissen,
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n |nlogn| n? n’ "

1 0 1 1 2

5 15 25 125 32
10 40 100 1000 1024
50 300 2500 125000 1125899906842624
100 700 10000 1000000 1267650600228229401496703205376

Tabelle 1.2: Gegeniiberstellung von polynomiellem und exponentiellem Wachstum.

dass es liberhaupt keinen Algorithmus geben kann. So kann man zum Beispiel die Frage,
ob ein gegebenes Programm auf einer bestimmten Eingabe terminiert, algorithmisch nicht
universell beantworten (Stichwort Halteproblem).

Eine Sonderstellung haben Probleme, fiir die es Algorithmen gibt, die eine mogliche Losung
effizient (also in polynomieller Zeit) verifizieren konnen. Fiir die Verifikation erhalten diese
Algorithmen neben der Eingabeinstanz noch eine Hilfe (genannt Zertifikat/Beweis/Zeuge),
die jedoch nur polynomielle Linge haben darf. Solche Probleme bilden die Klasse NP,
welche eine Teilmenge von XP ist. Bislang ist nicht bekannt, ob P = NP. Man geht jedoch
davon aus, dass es Probleme gibt, die in NP liegen und fiir die es keinen effizienten
Algorithmus gibt. Ein prominentes Beispiel ist hierfiir die Frage, ob es fiir ein boolesche
Formel eine Belegung der Variablen gibt, sodass die Formel mit dieser Belegung zu wahr
ausgewertet wird. Dieses Erfiillbarkeitsproblem (SAT) genannte Problem ist ein Beispiel
fiir ein NP-vollstandiges Problem. NP-vollstindige Probleme haben die Eigenschaft, dass
sich jedes Problem aus NP auf sie zuriickfiihren ldsst, wobei diese Uberﬁihrung nur
polynomiellen Mehraufwand erfordert. Fiir unsere Uberlegung ist es an dieser Stelle nur
wichtig, zu wissen, dass wir nicht erwarten, fiir NP-vollstindige Probleme einen effizienten
Algorithmus zu finden. Aspekte, wie den Nachweis von NP-Vollstandigkeit, werden wir
in diesem Kurs nicht beleuchten. Wir gehen aber in spiteren Kapiteln darauf ein, welche
Strategien es im Umgang mit NP-vollstandigen Problemen gibt.
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Lernziele

Nach dem Studium dieser Lerneinheit sollten Sie in der Lage sein

= das Berechnungsmodell Word-RAM zu erkliren,
= Programme in Pseudocode zu lesen und anzugeben,
= mit asymptotischen unteren und oberen Schranken zu arbeiten,

= fiir einen in Pseudocode angegebenen Algorithmus die Laufzeitabschétzung
vorzunehmen,

= das Mastertheorem wiederzugeben und anzuwenden,

= das Prinzip der amortisierten Analyse inklusive Potentialmethode zu ver-
wenden.

Bibliografische Anmerkungen

Eine umfangreichere Einfiihrung iiber die historischen Urspriinge von Algorithmen liefert
das Buch von Jeff Erickson [4]. Das Modell der Word-RAM geht auf die bahnbrechende
Arbeit von Fredman und Willard zu Fusionsbdumen zuriick [5]. Eine Ubersicht iiber
alternative RAM-Modelle gibt van Emde Boas [3]. Die Grof3-O-Notation wurde in der
Mathematik um 1900 etabliert, insbesondere durch die Arbeiten von Bachmann [1] und
Landau [7]. Das Lehrbuch von Kleinberg und Tardos enthilt eine detaillierte Einfiihrung
zur asymptotischen Abschitzung [6]. Das Mastertheorem wird im Lehrbuch von Cormen
et al. ausfiihrlicher besprochen [2]. Dort findet sich auch ein Beweis fiir die allgemeinere
Formulierung, in welcher der nicht-rekursive Aufwand kein Polynom sein muss. Das
Prinzip der amortisieren Analyse wird in einer Arbeit von Tarjan vorgestellt [8].
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Lésungsvorschlage zu den Selbsttestaufgaben Kurseinheit 1

Lésungsvorschlag zum Selbsttest 1.1

Wir wihlen als Konstante ¢ = 1000. Damit erhalten wir ¢ - f(n) = 1000 nlog n. Nun sehen
wir, dass

gn) <c- f(n) = 1000n + 1000000 < 1000 nlogn
= 1000 < n(logn — 1).

Die Funktion n(log n — 1) ist monoton steigend fiir n > 2, und fiir n = 256 ist n(logn—1) =
1792. Also ist ab ny = 256 fiir alle n > ng die Ungleichung g(n) < ¢ - f(n) erfiillt, und
somit g = O(f).

Lésungsvorschlag zum Selbsttest 1.2

Nach unseren Regeln ist f; = @(rn®) und g; = ©(n?), also auch g; = O( ). Die Funktion g,
konnen wir auch go(n) = n'~ schreiben. Somit ist g» = o(f>) und es folgt, dass g» = O(f),
aber g» # Q(f2). Weiterhin ist 3 = nlogn® = 2nlogn und g3 = nlog n* = 4nlog n. Beide
Funktionen unterscheiden sich nur in einer Konstante, und deshalb gilt offensichtlich
g3(n) = O(f5(n)). Ahnliches gilt fiir das letzte Paar. Nach den Logarithmengesetzen ist
log, a = log, a/log, b und damit ist log,,n = log, n/log, 10. Daraus folgt, dass beide
Funktionen sich nur um die multiplikative Konstante log, 10 unterscheiden. Es folgt, dass

g4(n) = O(fa(n)).

Lésungsvorschlag zum Selbsttest 1.3

Da wir bei MERGE pro rekursivem Aufruf nur einen Unteraufruf benutzen, ist der Rekursi-
onsbaum nur ein Pfad. Abbildung 1.3 zeigt den schematischen Aufbau.

OR
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Abbildung 1.3: Rekursionsbaum fiir MERGE.

Lésungsvorschlag zum Selbsttest 1.4
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Wir bestimmen die Werte a, b, d fiir das Mastertheorem und erhaltena = 8,6 = 2,d = 3. In
diesem Fall gilt also a/ b? = 8/23 = 1 und wir sind im zweiten Fall des Mastertheorems.
Aus diesem Grund gilt T(n) = O(n® log n).

Lésungsvorschlag zum Selbsttest 1.5

Wie in der Potentialmethode beschrieben, benotigen wir einen Aufwand von ¢ + 1, wenn
W[t + 1] # 1 und alle Eintrdge im Array davor eine 1 enthalten. Daraus folgt, dass wir fiir
jede zweite Zahl den Aufwand 1 haben (¢ = 0), jede vierte Zahl hat Aufwand 2 (f = 1), und
allgemein, jede 2*-te Zahl hat Aufwand k (t = k — 1). Etwas anders formuliert konnen wir
auch sagen, dass jede Zahl einen Mindestaufwand von 1 hat, fiir jede zweite Zahl noch
ein Aufwand von 1 dazukommt, fiir jede vierte Zahl kommt wiederum ein Aufwand von 1
dazu usw. Somit erhalten wir als Gesamtaufwand fiir die 2" Operationen

n
2"+ 2" /242" 4+ 2"/8 o < Y 22K < 2n2 =2
k=0

Legt man die Gesamtkosten gleichmifig auf die einzelnen Operationen um, ergibt sich ein
amortisierter Aufwand von 2.
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