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Einleitung

In fast allen Bereichen, in denen mathematische Modelle zur Beschreibung von
Phénomenen und Zusammenhéngen benutzt werden, treten Differentialglei-
chungen auf. Das gilt besonders fiir die Natur- und Ingenieurwissenschaften,
insbesondere fiir die Physik, und die Entwicklung der Theorie der Differenti-
algleichungen ist durch die vielfdltigen Fragestellungen aus diesen Disziplinen
wesentlich vorangetrieben und beeinflusst worden, sowohl bei den gewohnlichen

als auch bei den partiellen Differentialgleichungen.

In diesem Kurs werden die Grundlagen der Theorie der gewdhnlichen Differen-
tialgleichungen entwickelt. Wir beschréanken uns dabei aufs Reelle, um Kennt-
nisse aus der Funktionentheorie nicht voraussetzen zu miissen. Die Erweiterung
aufs Komplexe wird nur dort ausgefiihrt, wo man mit der Kenntnis der komple-
xen Zahlen auskommt. Wir stiitzen uns daher allein auf die Grundkurse iiber

Analysis und Lineare Algebra.

Da sich der Kurs an Studierende der Mathematik wendet, die sich ihre Kennt-
nisse allein durch schriftliches Studienmaterial erarbeiten, sind viele Details in
breiterer Form als iiblich dargestellt. Die Begriffe und Sétze werden anhand
von Beispielen vorbereitet und erldutert und oft an spéterer Stelle nochmals
wiederholt. Hierauf kann man in einem Lehrbuch, das man begleitend oder
ergénzend zu einer Vorlesung benutzt, verzichten, da man im Vortrag je nach

Bedarf die notwendigen Wiederholungen einfiigen kann.

Wir beginnen die erste Kurseinheit mit der Diskussion dreier Beispiele als Vor-
bereitung fiir die Einfithrung der wichtigsten Grundbegriffe und Methoden.
Das erste Beispiel stammt aus der Physik und beschreibt ein idealisiertes Mo-
dell fiir den Zerfall einer radioaktiven Substanz. Als zweites Beispiel wird eine
sogenannte logistische Gleichung betrachtet, die ein Modell fiir die Entwick-
lung einer Population liefert und erste qualitative Methoden deutlich macht.
Das dritte Beispiel ist ein Differentialgleichungssystem - auch als Volterra -
Lotka Gleichungen bezeichnet - und ein sogenanntes ,,Rduber - Beute* Modell
darstellt. An diesem letzten Beispiel lédsst sich sehr schon zeigen, dass man
auch ohne explizite Losungsformeln das qualitative Verhalten von Losungen
sehr gut beschreiben kann. Nach diesen vorbereitenden Beispielen beschlieflen
wir den Abschnitt 1.1 mit der Einfithrung der Grundbegriffe. In den folgenden
Abschnitten 1.2 bis 1.4 werden dann einige spezielle Typen von Differentialglei-
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chungen behandelt, bei denen man mit Hilfe gewisser , elementarer” Integrati-
onsmethoden Losungen gewinnen kann. Hierzu gehort die Differentialgleichung
mit getrennten Variablen, die lineare Differentialgleichung erster Ordnung, so-
wie die Bernoullische Differentialgleichung. Mit Hilfe geeigneter Transforma-
tionen lassen sich weitere Differentialgleichungen auf diese zuriickfithren. In
Abschnitt 1.5 wird dann die Riccatische Differentialgleichung betrachtet, bei
der man im allgemeinen keine elementaren Integrationsmethoden mehr besitzt.
Abschnitt 1.6 befasst sich mit der exakten Differentialgleichung und deren In-

tegration.

In der zweiten Kurseinheit wird ausfiihrlich das Anfangswertproblem fiir ex-

plizite Differentialgleichungen erster Ordnung

y/ = f(xay)

behandelt. Hierfiir wiederholen wir zunéchst in Abschnitt 2.2 die Grundlagen
iiber die Stetigkeit, die Differenzierbarkeit und die Integrierbarkeit vektorwer-
tiger (R"- oder C™- wertiger) Funktionen. Gestiitzt auf den Banachschen Fix-
punktsatz, den wir in 2.3 beweisen, wird dann in Abschnitt 2.4 der Existenz -
und Eindeutigkeitssatz von Picard - Lindelof gezeigt, aus dem die eindeutige
Existenz einer lokalen Losung unter einer Lipschitzbedingung an f folgt. Jede
Losung besitzt eine maximale Fortsetzung, die von ,,Rand zu Rand “ verlauft
und als globale Losung des Anfangswertproblems bezeichnet wird. Falls f nur
stetig angenommen wird, folgt noch die Existenz einer Losung aus dem Exis-
tenzsatz von Peano, der in Abschnitt 2.5 bewiesen wird; die Eindeutigkeit ist
aber nicht mehr gegeben, wie Gegenbeispiele zeigen. Im letzten Abschnitt 2.6
beschéftigen wir uns dann noch mit dem Anfangswertproblem fiir explizite

Differentialgleichungssysteme n-ter Ordnung

y(n) = f (I’,y,y/, e 7y(n71))

und zeigen, wie dieses auf ein Anfangswertproblem fiir ein explizites System
erster Ordnung zuriickgefiihrt werden kann. Die eindeutige Losbarkeit ergibt

sich unter einer entsprechenden Lipschitzbedingung an f .

In der dritten Kurseinheit befassen wir uns mit der Abhéngigkeit der Losung
des Anfangswertproblems von den Anfangsdaten und moglichen weiteren Pa-
rametern. Zur Verdeutlichung der Problemstellung und auftretender Fragen
dienen die Beispiele in 3.1. In Abschnitt 3.2 beweisen wir die stetige Abhéngig-

keit der Losung des Anfangswertproblems
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y/ = f(x,y,/\)
y(&) =

von den Anfagsdaten &, und A, falls f stetig vom Parameter abhéngt. Das
Hauptergebnis ist Satz 3.2.19. Bei entsprechenden Differenzierbarkeitsvoraus-
setzungen an die Funktion f einschliefllich der nach dem Parameter )\ folgt
in den Abschnitten 3.3 und 3.4 auch die entsprechende Differenzierbarkeitsei-
genschaft der Losung nach den Anfangsdaten und Parametern. Das zentrale
Ergebnis ist hier der Satz 3.4.25.

Die Ergebnisse des zweiten Paragraphen werden in der vierten Kurseinheit
auf lineare Differentialgleichungssysteme angewendet, bei denen die Lipschitz-
bedingung erfiillt ist, und auf die folglich der Picard—Lindel6fsche Existenz—
und Eindeutigkeitssatz angewendet werden kann. Hiermit beweist man im Ab-
schnitt 4.2 die Existenz von Fundamentalsystemen fiir die homogene Gleichung
und ihre Charakterisierung mit Hilfe der Wronski-Determinante. In 4.3 wird
die inhomogene Gleichung betrachtet und das Losungsverfahren der ., Variati-
on der Konstanten* beschrieben. Im letzten Abschnitt 4.4 werden Systeme mit
konstanten Koeffizienten betrachtet, und das Hauptergebnis ist die Bestim-
mung einer Fundamentalmatrix mit Hilfe der Eigenwerte der Koeffizientenma-

trix des Systems und einer zugehorigen Basis aus Eigen— und Hauptvektoren.

Lineare Differentialgleichungen n—ter Ordnung lassen sich zuriickfiithren auf
Systeme erster Ordnung, und man erhélt damit in 5.1 sofort die Existenz von
Fundamentalsystemen fiir die lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung ein-
schlieBllich der Charakterisierung mit Hilfe der Wronski-Determinante. Ebenso
erhilt man die Moglichkeit, eine Losung der inhomogenen Gleichung iiber den
Ansatz der , Variation der Konstanten“ zu bestimmen. In Abschnitt 5.2 be-
trachtet man die lineare Differentialgleichung n—ter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten, und die Beschreibung einer Fundamentalmatrix geméfl Abschnitt
4.4 liefert fiir die Differentialgleichung n—ter Ordnung ein Fundamentalsystem
mit Hilfe der Nullstellen des zugehorigen charakteristischen Polynoms geméif3
Satz 5.2.10. Fiir spezielle Inhomogenitéten findet man eine partikulére Losung
der inhomogenen Gleichung durch geeignete Ansétze. Die Eulersche Differen-
tialgleichung, deren Koeffizienten Potenzen der unabhéngigen Variablen sind,
lasst sich auf eine Gleichung mit konstanten Koeffizienten transformieren, und
man findet auch hier ein Fundamentalsystem allein mit Hilfe der Nullstellen

des zugehorigen charakteristischen Polynoms. In Abschnitt 5.3 werden die Er-
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gebnisse nochmals explizit fiir lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung
formuliert. Abschnitt 5.4 enthélt erste qualitative Aussagen iiber die Losun-
gen linearer Differentialgleichungen 2. Ordnung. Wir beweisen die Isoliertheit
der Nullstellen, die Trennung der Nullstellen linear unabhéngiger Losungen
(Sturmscher Trennungssatz) und fithren die sogenannte Priifertransformati-
on ein, mit der genauere Aussagen iiber die Verteilung moglicher Nullstel-
len gemacht werden kann. Den Abschluss dieses Abschnitts bildet der Sturm-—
Piconesche Vergleichssatz. Am Ende dieses Paragraphen werden in Abschnitt
5.5 noch die Eigenschaft der Oszillation und der Nichtoszillation betrachtet,
einige Kriterien bewiesen und schliefflich fiir den nichtoszillatorischen Fall die

Existenz von Prinzipallosungen und deren Charakterisierung bewiesen.

Im sechsten Paragraphen beschéftigen wir uns mit Zweipunkt— Randwertaufga-
ben. Die Definition erfolgt in 6.1 einschlieflich einfacher Beispiele zur Erlaute-
rung. Mit Abschnitt 6.2 beginnend untersuchen wir lineare Randwertaufga-
ben zweiter Ordnung. Die Losungsgesamtheit der homogenen Randwertaufga-
be bildet einen Vektorraum, und das Hauptergebnis von Abschnitt 6.2 ist Satz
6.2.15, der die Aquivalenz der eindeutigen Losbarkeit der inhomogenen Aufga-
be zur nur trivialen Losbarkeit der homogenen Randwertaufgabe beinhaltet.
In diesem Falle ldsst sich die eindeutige Losung der halbhomogenen Randwert-
aufgabe mit Hilfe der Greenschen Funktion des Randwertproblems darstellen,
und Satz 6.3.10 zahlt die Eigenschaften auf, durch die die Greensche Funktion
charakterisiert ist. In 6.4 wird die adjungierte Randwertaufgabe erklart und
gezeigt, dass die homogene Randwertaufgabe genau dann nur trivial l6sbar ist,
wenn auch die adjungierte Randwertaufgabe nur die triviale Losung zulésst.
Die Greensche Funktion der adjungierten Randwertaufgabe existiert somit ge-
nau dann, wenn die Greensche Funktion des Ausgangsproblems existiert, und
Satz 6.4.19 enthélt die Beziehung der beiden Greenschen Funktionen zuein-
ander. Selbstadjungierte Randwertaufgaben werden in Abschnitt 6.5 erklart,
und Satz 6.5.17 liefert die hermitesche Symmetrie der Greenschen Funktion

selbstadjungierter Randwertaufgaben.

Im siebten und letzten Paragraphen betrachten wir Zweipunkt— Randeigen-
wertprobleme fiir lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung. In 7.2 erkdren
wir dann, wann ein Randeigenwertproblem selbstadjungiert heiffit und bewei-
sen erste Eigenschaften fiir die Eigenwerte und Eigenlosungen. Selbstadjungier-
te Randeigenwertprobleme haben hochstens reelle Eigenwerte ohne endlichen

Haufungspunkt, was wir in diesem Kurs nicht unter Benutzung funktionen-
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theoretischer Sdtze beweisen, sondern durch Riickfithrung selbstadjungierter
Randeigenwertprobleme auf die Eigenwerttheorie selbstadjungierter Integral-
operatoren im Raum der stetigen Funktionen Cy([a, b], C) mit Hilfe der Green-
schen Funktion. Die Eigenwerttheorie dieser Integraloperatoren wird in Ab-
schnitt 7.3 entwickelt, einschlieflich der Spektralzerlegung solcher Operatoren
geméf Satz 7.4.9, aus dem fiir selbstadjungierte Randeigenwertprobleme der
Entwicklungssatz 7.4.29 nach den Eigenfunktionen folgt sowie der Entwick-
lungssatz 7.4.53 fiir verallgemeinerte selbstadjungierte Randeigenwertprobleme
der Form 7.4.54. Unsere Ausfithrungen schlieflen in 7.5 ab mit einem Ausblick

auf nicht-selbstadjungierte Randeigenwertprobleme.

Entsprechend dem angestrebten Ziel sind im Studientext stets erlduternde Bei-
spiele vorgerechnet und Ubungsaufgaben eingefiigt, deren Losungen man in
den jeweiligen Losungshinweisen iiberpriifen kann, aber es wird empfohlen,
zunéchst ohne Benutzung der Losungshinweise die zur Aktivierung des Gelern-
ten gedachten Aufgaben in Angriff zu nehmen, um eine Kontrolle des eigenen
Verstandnisses zu haben. Auch die Einsendeaufgaben kniipfen direkt an den

Studientext an und dienen der Aktivierung des erarbeiteten Materials.

Jeder Kurseinheit sind kurze Studierhinweise beigefiigt, die [hnen das Lernziel
des entsprechenden Abschnitts deutlich machen sollen. Gleichzeitig finden Sie
einige Literaturangaben, in denen der jeweils vorliegende Stoff ebenfalls darge-
stellt ist und die Sie bei Versténdnisschwierigkeiten mit hinzuziehen koénnen.
Diese Literaturangaben sind natiirlich nicht umfassend, und die Reihenfolge
ist ebenfalls willkiirlich und nicht wertend. Ferner sind auch englischsprachi-
ge Lehrbiicher aufgenommen, da hier einige ausgezeichnete Darstellungen des

Stoffs vorhanden sind.
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Studierhinweise zu Kurseinheit 1

Wir behandeln in dieser ersten Kurseinheit einige wichtige Typen gewohnlicher
Differentialgleichungen erster Ordnung und ihre Losungsmethoden. Gleichzei-
tig werden die wichtigsten Grundbegriffe eingefiihrt. Sie sollten deshalb die
Rechnungen zu den vorgefiihrten Beispielen in allen Einzelheiten nachvollzie-
hen und die eingefiigten Aufgaben nach den dargestellten Methoden zu l16sen
versuchen. Nach der Bearbeitung dieser Kurseinheit sollten Sie in der Lage
sein,

1) den Begriff einer gewohnlichen Differentialgleichung zu erlautern sowie die
damit verbundenen Begriffe wie Ordnung und Dimension der Differentialglei-
chung, Losung, Losungskurve usw.,

2) das Anfangswertproblem fiir explizite Differentialgleichungen erster Ord-
nung zu formulieren und bei den speziellen behandelten Beispielen Existenz-
und Eindeutigkeitsfragen zu beantworten,

3) vorgelegte Differentialgleichungen erster Ordnung vom Typ her zu erken-
nen und einzuordnen, sowie ihre Losungsansétze zu beherrschen.

Machen Sie sich stets klar, dass man sich mit den geschilderten Methoden
Losungen verschaffen kann, dass aber im allgemeinen nichts iiber das maxima-
le Existenzintervall ausgesagt wird. Dies muss man bei jedem Beispiel gesondert

betrachten und sollte nach Loésung jeder Aufgabe getan werden.
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§ 1

1.1

1.1.1

1.1.2

1.1.3

Elementare Integrationsmethoden

Einleitung, Grundbegriffe

Differentialgleichungen treten in den unterschiedlichsten Bereichen auf, in de-
nen mathematische Modelle und Theorien zur Beschreibung benutzt werden.

Zur Einfithrung beginnen wir mit einem einfachen Beispiel aus der Physik.

1. Der radioaktive Zerfall

Man habe eine radioaktive Substanz, die zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Masse my
hat. Ist m(t) die zur Zeit ¢ noch vorhandene Masse, so ist fir h > 0 die
Differenz m(t) — m(t + h) der im Zeitintervall von ¢ bis ¢ + h zerfallene
Anteil der Substanz, und die physikalische (idealisierte) Annahme ist, dass
dieser Anteil proportional der vorhandenen Masse m(t) und der Zeitspanne h

ist, also
m(t) — m(t+ h) = ahm(t).

Der Proportionalitatsfaktor o > 0 bestimmt sich aus den physikalischen Ei-
genschaften der Substanz. Unter der weiteren Annahme, dass m eine differen-
zierbare Funktion ist (was eine weitere Idealisierung des Modells ist), erhalten
wir aus 1.1.1 durch Grenziibergang h — 0, dass m(t) fiir alle ¢ der Gleichung

m/(t) = —am(t) geniigen muss, d.h., es muss

erfiillt sein. Eine solche Gleichung, in der Funktionen und ihre Ableitungen

vorkommen, nennt man eine Differentialgleichung.

at

Fiir reelle p ist durch y(t) := pe=*" eine auf R differenzierbare Funktion y

definiert, die der Differentialgleichung 1.1.2 geniigt. Wir zeigen, dass man fiir
ein geeignetes p die gesuchte Funktion m erhélt. Dazu betrachten wir die
Funktion ¢, erklart durch

B(t) == e*mf(t).
Sie ist fiir t > 0 differenzierbar, und wegen 1.1.2 gilt

¢'(t) = e (m/(t) + am(t)) = 0.
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1.1.4

1.1.5

1.1.6

Daher ist ¢ eine konstante Funktion, deren Wert wir durch Einsetzen von
t =0 ermitteln. Es folgt

o(t) = ¢(0) =m(0) =: mg fiir jedes ¢ >0;

also ist nach 1.1.3

m(t) = moe™®
Die Zeitspanne T', in der die Substanz zur Hélfte zerfillt, heifit die Halbwert-
zeit. Sie bestimmt sich aus der Gleichung

mo _
= mye aT’
2

1
und damit ist T'= —log2. Die Konstante a wird im Experiment bestimmt.
Q@

So findet man z.B. fiir Radon die Halbwertzeit von 3,8 Tagen und fiir Plutonium
die von 24 000 Jahren.

Bemerkung

Ist z eine auf einem Intervall J definierte differenzierbare Funktion, die dort
der Gleichung 1.1.2 geniigt, so ergibt sich mit der gleichen Schlussweise wie fiir
m , dass mit einem geeigneten p fiir t € J

—at

z(t) = pe

gilt. Insbesondere kann also z durch 1.1.5 zu einer auf ganz R differenzierbaren

Funktion erweitert werden, die fiir alle ¢ € R der Gleichung 1.1.2 geniigt.

Bemerkung

Gibt man Zahlen 7 und 7 vor, so gibt es genau eine auf ganz R differenzier-
bare Funktion z, die fiir alle ¢ € R der Gleichung 1.1.2 geniigt und fiir 7 den
Wert 7 annimmt. Denn nach Bemerkung 1.1.4 erhélt man sdmtliche Losun-
gen von 1.1.2 durch 1.1.5. Die Bedingung z(7) = n ergibt fiir p notwendig
p = ne®” . Also gibt es hochstens eine Losung mit z(7) = n. Umgekehrt erhalt

man fiir dieses p eine Losung mit der verlangten Eigenschaft.

10



Einleitung, Grundbegriffe GD 1.1/3

1.1.7

2. Eine logistische Gleichung

Fiir jeden Zeitpunkt ¢ bezeichne p(t) eine Menge von Fischen in einem Teich,
— beispielsweise gemessen durch das Gesamtgewicht der Fische — die durch
Einsetzen aus einer Anfangsmenge po zum Zeitpunkt ¢ = 0 herangewachsen
ist, und e > 0 bezeichne eine konstante Entnahmerate (z.B. 100 kg Fische pro
Monat). Unter der Annahme, dass p eine differenzierbare Funktion ist — was
natiirlich eine idealisierte Approximation ist — erfiillt sie nach einem einfachen

Wachstumsmodell die Differentialgleichung

p=ap—ep’—e

und die Anfangsbedingung p(0) = py. Dabei sind a und ¢ positive Kon-
stanten, und normalerweise ist ¢ klein gegen a. Mit der Funktion f(p) =

ap — ep* — e kénnen wir 1.1.7 als p’ = f(p) notieren.

Die Losungen der Differentialgleichung 1.1.7 lassen sich wegen der konstan-
ten Entnahmerate e noch durch explizite Formeln gewinnen — siehe Abschnitt
1.2. — Wenn aber die Entnahmerate e eine Funktion e(t) der Zeit ist, geht das
im Allgemeinen nicht mehr. Dennoch kann man oft das ,,qualitative® Verhalten
der Losungen sehr gut beschreiben, und wir wollen dies fiir den Fall der kon-
stanten Entnahmerate erlautern. Wir benutzen dabei, dass jede beschréankte
Losung fiir alle ¢t > 0 existiert, was wir spéter zeigen. Ebenso benutzen wir,
dass die Graphen zweier Losungen entweder disjunkt oder identisch sind. Auch

das folgt spiter aus Eindeutigkeitssétzen fiir 1.1.7.

Wir bestimmen zunéchst die Nullstellen der rechten Seite von 1.1.7, das heif3t
von f. Man nennt sie die kritischen Punkte der Differentialgleichung. Die

quadratische Gleichung f(p) = ap — ep? — e = 0 hat die Losungen

1
P ¢ :|:2—\/a2—456.
£

T2

Die Anzahl der kritischen Punkte ist fiir das Verhalten der Losungen von ent-
2

a
scheidender Bedeutung. Wir setzen noch e* := — und beginnen mit

Fall 1: a? — 4ece > 0, das heifit e < e*. Wir haben dann die zwei kritischen
Punkte

1
ki a i2—\/a2—4ee.
€

T2

Diese Werte fithren zu den beiden konstanten Losungen

11
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1.1.8

p:l:(t) = k:l: fiir ¢ Z 0,

und die Graphen dieser Losungen teilen den ersten Quadranten der (t¢,p) -

Ebene in drei horizontale Streifen

L = {(t,p)|p<k_},
Iy = {(t,p) k- <p <k},
Iy = {(t,p) ks <p}

mit der Eigenschaft, dass f(p) positiv ist fiir (¢,p) € I und negativ fur
(t,p) € I U I3. Das hat zur Folge, dass jede Losung von 1.1.7 verschieden
von py und p_ streng monoton ist und den jeweiligen Streifen nicht verlassen

kann.

Wir betrachten zuerst die Losung p(t) mit einem Anfangswert py > k. Die
Existenz und Eindeutigkeit dieser Losung folgt aus den Existenz - und Ein-
deutigkeitssitzen, die wir in der Kurseinheit 2 beweisen werden. Diese Losung
verlduft im Streifen I3 monoton fallend und ist daher beschrénkt. Folglich exis-
tiert sie fiir alle ¢ > 0, und es gilt tlirglo p(t) = k4 . Die Existenz des Grenzwertes
folgt aus der Monotonie und der Beschrinktheit nach unten. Aus der Diffe-
rentialgleichung 1.1.7 folgt dann, dass auch der tlirgo p'(t) existiert und nicht
positiv ist. Da p beschrankt ist, gilt tllglo p/(t) = 0, und damit ist tlg?o p(t)
eine Nullstelle von f, die gréfler oder gleich k, sein muss und damit gleich
k. . SchlieBlich gilt auf Grund der Differentialgleichung fiir die Losung p noch
die Beziehung

/!

p'=fp)p = (a—2ep)yp,

so dass fiir diese Losung p” > 0 gilt und daher der Graph dieser Losungskurve

konvex verlauft.

Jetzt betrachten wir die Losung, deren Anfangswert p, der Bedingung k_ <
po < ki geniigt. Sie kann den Streifen I nicht verlassen und ist daher be-
schriankt. Also existiert sie fiir alle ¢ > 0, ist streng monoton wachsend und
es folgt mit gleicher Schlussweise wie zuvor die Beziehung tlgglo p(t) = ki, die

Existenz des Grenzwertes eingeschlossen. Wegen der Beziehung 1.1.8 ist die

Losungskurve konvex, solange p(t) < 22 und konkav, wenn p(t) > 22 ist .
€ £

12
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Verbleibt zuletzt der Fall 0 < py < k_ . Die Losungskurve verlduft streng mo-
noton fallend im Streifen I; und ist wegen der Beziehung 1.1.8 konkav. Daher
hat sie genau eine Nullstelle. Die nachfolgende Abbildung 1.1.9 veranschaulicht
den Verlauf. Sie ist erstellt mit Maple zu den Parameterwerten a = 1, = 0, 2
und e = 0,3, der kleiner als e* = 1,25 ist.
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\» > =
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—
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—
—
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—
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—
—
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———
—
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7

P

Abbildung 1.1.9

Fall 2: a® — 4ee = 0, das heifit e = e*. Dann hat f genau eine Nullstelle

k=—,
2e

die zu der konstanten Losung
a ..
pr(t) = % firt>0

fithrt. Der Graph dieser Losung teilt den ersten Quadranten der (¢,p) - Ebene

in die beiden horizontalen Streifen

L = {(t,p)|p <k},
Iy = {(t,p) |k <p},

und f(p) ist negativ in I; U I3. Das hat zur Folge, dass alle Losungen ver-
schieden von pj; streng monoton fallend sind und den jeweiligen Streifen nicht

13
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verlassen konnen.

Betrachten wir die Losung p(t) mit einem Anfangswert py > k. Diese Losung
ist monoton fallend und daher beschrinkt. Daher existiert sie fiir alle ¢ > 0,
und wir erhalten wie im Fall 1, dass 1tlim p(t) = k. Wegen 1.1.8 ist p”(t) > 0,

also verlauft die Losungskurve konvex.

e s T S e e N e e e e e e I N e N

5+ N

t
_—es .4 . . 15 . 2
‘ ] ‘

h SECICIG IR RN S R
N e N N NN
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-10%

——
———
—————
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———
—————
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—
—————
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——————
7
7
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e — — —_ P

-

- 154

Abbildung 1.1.10

Ist nun p(t) die Losung mit einem Anfangswert py < k, so ist die Losungskurve
wieder streng monoton fallend, und wegen 1.1.8 ist der Graph nun konkav.
Daher besitzt p genau eine Nullstelle, wenn py > 0 ist. Die Abbildung 1.1.10,
die mit Maple zum Wert e = e* = 1,25 erstellt wurde, veranschaulicht den
Verlauf.

Fall 3: a? —4ee < 0, das heiit e > e*. Jetzt hat die Differentialgleichung 1.1.7
keine kritischen Punkte, und f(p) ist stets negativ. Daher sind alle Losungen
streng monoton fallend und jede Losung mit positivem Anfangswert p, hat
genau eine Nullstelle. Denn gébe es eine Losung p(t) zu positivem Anfangswert
ohne Nullstelle, so existiert wegen der Monotonie der tlgg p(t) =: p>0. Auf
Grund der Differentialgleichung konvergiert dann auch p/(t) gegen einen nicht

positiven Grenzwert. Dieser mufl dann aber Null sein, weil sonst wegen

plt) = plto) + (r)dr

to

14



Einleitung, Grundbegriffe GD 1.1/7

p(t) gegen —oo streben miisste. Die Differentialgleichung fiir p liefert dann
f(p) = 0, und wir haben einen Widerspruch. Den Verlauf der Losungen fiir
diesen Fall enthélt die nachfolgende Abbildung 1.1.11. Sie zeigt den Verlauf
einiger Losungen zum Wert e = 4,25.

T T N NN

s ) S e e e e e N N N N XN N N N NN

p(t)

e/
———— )
)
)
—————— 7/

Abbildung 1.1.11

Bevor wir ein weiteres Beispiel behandeln, wollen wir die Ergebnisse erldautern,
die dieses Wachstumsmodell liefert. Wir bezeichnen e* als die kritische Ent-
nahmerate. Fiir 0 < e < e* liegt der erste Fall vor, und fiir jede Anfangsbe-
dingung py > k_ entwickelt sich mit der Zeit ein Grenzbestand von k, kg.
Dabei haben wir ein monotones Absinken auf den Grenzbestand, wenn die
Anfangsmenge grofler als k, war, und ein monotones Anwachsen, wenn der
Anfangsbestand zwischen k_ und k, liegt. Wenn jedoch py < k_ ist, so
stirbt die Population aus, so klein man auch die Entnahmerate wahlt. Fiir
die kritische Entnahmerate e* entwickelt sich in der Zeit monoton fallend ei-

ne Grenzpopulation von 22 kg, wenn der Anfangsbestand pg > QE ist. Fiir
€ €
Py < 22 stirbt die Population aus. Schliellich zeigt das Modell noch, dass fiir
€

Entnahmeraten e > e* die Population immer ausstirbt, gleichgiiltig wie grof3

die Anfangspopulation ist.
3. Die Volterra-Lotka Gleichungen

Als letztes Beispiel betrachten wir ein sogenanntes Riuber-Beute Modell

15
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1.1.12

1.1.13

1.1.14

mit konstanter Wachstumsrate. Hier bezeichne x(t) die Dichte einer Beutepo-
pulation und y(¢) die einer Rauberpopulation (z.B. Karpfen - Hechte in einem
See). Bei unserem Modell wird angenommen, dass die Réuber sich nur von
den Beutetieren ernéhren, wogegen fiir die Beutetiere unbegrenzt Nahrung zur

Verfiigung steht. Ferner nehmen wir an, dass x und y differenzierbare Funktio-
/

x
nen sind, was natiirlich eine Idealisierung darstellt. Den Quotienten — (x > 0
vorausgesetzt) nennt man die Wachstumsrate der Beutepopulation, und es
wird angenommen, dass

/

T—a-py, a,f>0
z

ist. Dieses Modell geht also davon aus, dass bei Abwesenheit von Hechten
(y(t) = 0 fiirt > 0) die Beutepopulation eine konstante Wachstumsrate «
hat, die sich aber verringert, wenn y(t) > 0 ist, ja sogar negativ wird, wenn
y(t) groB wird, so dafl die Populationsdichte der Beutetiere dann sinkt. Fir

/

die Wachstumsrate 2 der Réauberpopulation wird entsprechend angenommen,
Y
dass

/

2:—7+5x, v,0 >0
Y

ist. Fir z(t) = 0 fir ¢ > 0 ist die Wachstumsrate der Réuber negativ, die
Dichte der Rauber sinkt also, und die Wachstumsrate wird erst positiv, wenn

die Anzahl der Beutetiere geniigend anwéchst.

Aus 1.1.12 und 1.1.13 folgt, dass x und y dem Differentialgleichungssys-

tem

¥ = ar — PBry, a,0>0,

/

y = —yy+ovy, v,0>0

geniigen muss. Das System 1.1.14 nennt man das Volterra-Lotka Gleichungs-
system, weil es von Volterra und Lotka zur Beschreibung des obigen Modells

formuliert wurde.

Wir setzen

16
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definieren

FRE R fag = | T

—Yy + oy

und koénnen dann das System 1.1.14 in der Form

1.1.15 = f(p)

schreiben. Ist p : I C R — R? Losung von 1.1.15, — wir werden den Losungs-
begriff gleich definieren — so beschreibt p eine orientierte Kurve, die in jedem
Punkt p(¢) den Tangentialvektor f(p(t)) besitzt. Heftet man in jedem Punkt
p € R? den Vektor f(p) an, so entsteht das Richtungsfeld der Differenti-
algleichung 1.1.15, das schon einen Hinweis auf die moglichen Losungskurven

gibt.

Vol terra-Lotka d ei chungen

st | [ /e OO RO
S G NGNS NN NN N N NN
O A e S N N NN N N N N NN
O e 5 S S N N N N N N N NN
T | ] et m RO
| ] /e OOV R R R

| ] /et R R R R R R
B e R N R R R R R
I e S R R R

B O e N N L S N Y
IS NN N N N N N N TR
A e R R R R S S
T N A A A A A A A
HESER

il iiiJ\i?TTTTTTTTTTT
VNN 7T

L\ \oNsorr A A A A A A A A

E B e e B e e S

Abbildung 1.1.16

Die Gleichung f(p) = 0 € R? hat die beiden Nullstellen py = (0,0) und

p1 = %,% . pp liegt im ersten Quadranten, und man erhélt das in der

Abbildung 1.1.16 dargestellte Richtungsfeld.

17
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Dieses Richtungsfeld lasst vermuten, dass die Losungskurven im ersten Qua-
dranten geschlossene Kurven um den kritischen Punkt p; sind. Genauer ldsst
sich beweisen, dafi es zu jedem Punkt (zg,y0) # p1 mit 2o > 0 und yo > 0
genau eine Losung von 1.1.15 gibt, die eine geschlossene Kurve um p; defi-
niert. Diese Losung existiert fiir alle ¢ € R und ist periodisch. Unser Modell
liefert also fiir jede Population ein periodisches Langzeitverhalten, das man
aus dem Phasenportrait in Abbildung 1.1.17 sehr schon ablesen kann. Die
Beutepopulation nimmt ab, wenn die Rauberpopulation wéchst, und wenn die

Réuberpopulation abnimmt, wéchst die Beutepopulation an.

Vol terra-Lotka d ei chungen

———

-~

A AAAAAAAAAAT
AAAAAAAANNSI A

I S

Abbildung 1.1.17

Unsere drei Beispiele fithren jeweils auf eine Differentialgleichung bzw. auf
ein Differentialgleichungssystem fiir eine Funktion einer reellen Verénderlichen.
Andere Aufgaben, wie etwa Wirmeleitungsprobleme, ergeben fiir die Tempera-
tur T'(z,y,z,t) an der Stelle (z,y,z) des dreidimensionalen Raumes zur Zeit

t eine Differentialgleichung der Form

aT 0*T o*T 0*T
1.1.18 E + al(x’i%Z)ﬁ + GQ(I,y, Z)a—yz + a;;(x,y,z)@ =0.

18
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1.1.19

1.1.20

Wegen des Auftretens partieller Ableitungen nennt man 1.1.18 eine partielle
Differentialgleichung. In diesem Kurs werden nur Differentialgleichungen fiir
Funktionen einer reellen Variablen betrachtet, die gewdhnliche Differenti-

algleichungen genannt werden.

Bemerkung

Wir werden von jetzt ab Punkte im R* (also Vektoren) generell mit lateini-

schen Buchstaben wie a,b,- - - - x,y, z bezeichnen und Abbildungen
f:DcR —R

Funktionen nennen. Die Dimensionen k£ und [ ergeben sich nachfolgend im-
mer aus dem Zusammenhang. Nur wo es notwendig wird, schreiben wir deut-

licher
T k
$:<.T1,x2,...,33'k) eR

bzw.

f(x) = (fu(@), ..., fila)" = (fi(z1, o 28), ooy fi(2n, oy 1)) € R

Mit dieser Vereinbarung lassen sich die vorangehenden Beispiele alle in der

Form

mit einer Funktion f schreiben.

Wir beginnen nun mit der Einfithrung der Grundbegriffe.

Definition

m und n seien natirliche Zahlen und
F:DCRxR®D™ __ Rpm
eine Funktion. Dann bezeichnet man eine Gleichung der Form

F<x7y7 y,7 "'Jy(n)) = 07

19
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1.1.21

1.1.22

1.1.23

1.1.24

1.1.25

Losung einer
Differential-
gleichung

in der eine unabhdingige Variable x , eine R™ -wertige Funktion y und endlich
viele Ableitungen der Funktion vorkommen, als eine gewdhnliche Differen-
tialgleichung. Die hochste Ordnung der vorkommenden Ableitungen heifst die
Ordnung der Differentialgleichung wund m die Dimension der Diffe-

rentialgleichung.

Nach dieser Definition sind 1.1.2 und 1.1.7 Differentialgleichungen 1. Ordnung
der Dimension 1, und 1.1.15 ist eine Differentialgleichung 1. Ordnung der Di-

mension 2. Weitere Beispiele sind:
v 2y’ v =0,
(y')> + 2y =0.

1.1.21 ist eine Differentialgleichung 3. Ordnung und 1.1.22 eine 1. Ordnung,

beide mit der Dimension 1.

Ist eine Differentialgleichung n-ter Ordnung in der Form

F(‘,'U? y’ y/7 ) y(n)) = 0

gegeben, so nennt man sie eine implizite Differentialgleichung.

Ist diese Gleichung nach der héchsten Ableitung aufgeltst, also von der Form

y™ = flz,y,y, ..,y ),

so nennt man sie eine explizite Differentialgleichung n—ter Ordnung.

Bemerkung:
Falls m > 1 ist, findet man in den meisten Lehrbiichern die Bezeichnung

explizites Differentialgleichungssystem n-ter Ordnung.

Definition

Fine im Intervall J definierte R™ —wertige Funktion y heifit eine Losung
der Differentialgleichung 1.1.23 m Intervall J, wenn y in J n-mal dif-
ferenzierbar ist, F fiir alle * € J im Punkte (z,y(x),...,y™(2))" definiert

1st und
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1.1.26

F(z,y(2),y (), ....y" () = 0

fiir x € J gilt.

Beispiele

L . T
1) y(z) = tan z ist eine Losung von ¢/ =1+ y? im Intervall [ =] — > 5[
2) y(x) = exp(—x?) ist eine Losung von 3y = —2xy auf ganz R. O

Beide Differentialgleichungen sind explizite Differentialgleichungen der Form
y = f(x,y), und f ist jeweils auf ganz R? definiert. Im ersten Fall kann man
jedoch die Losung nicht zu einer auf einem gréferen Intervall erklarten Losung
fortsetzen, wogegen im zweiten Fall die Losung auf ganz R gegeben ist. Auf

dieses Phénomen gehen wir spéter noch ein.

Bezeichnung

Jede Losung einer Differentialgleichung nennt man auch ein Integral der Dif-
ferentialgleichung. Der Graph einer Losung heiffit Losungskurve oder Inte-

gralkurve.

Diese geometrische Veranschaulichung ist besonders niitzlich bei expliziten Dif-
ferentialgleichungen 1. Ordnung der Dimension m = 1, was wir nachfolgend
erlautern. Hierfiir sei D eine Teilmenge der (z,y)—Ebene und f eine auf D
erklarte Funktion. Nach unserer Definition 1.1.25 ist eine auf einem Intervall J
definierte Funktion ¢ in J genau dann eine Losung der Differentialgleichung

y' = f(z,y) , wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(1) ¢ ist auf J differenzierbar.
(2) (x,¢(x)) € D furallez e J.
(3) ¢'(x) = f(x,p(x)) furallex € J.

Das ergibt aber sofort folgende geometrische Interpretation: Die Funktion f
ordnet jedem Punkt (z,y) € D einen Wert f(z,y) zu. Wir ziehen durch
den Punkt (z,y) die Gerade mit dem Anstieg f(x,y), d.h. ist o der Winkel
zwischen der positiven x-Achse und der Geraden, so ist tan o = f(x,y) . Die
Funktion ¢ ist nun genau dann eine Losung, wenn in jedem Punkt (z,¢(x))
des Graphen von ¢ die Ableitung ¢'(x) mit dem durch f in diesem Punkte

bestimmten Anstieg iibereinstimmt. Man wahlt deshalb folgende
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1.1.27

das Rich-
tungsfeld

Bezeichnung

Das Tripel (z,y, f(z,y)) wird als Linienelement in (z,y) bezeichnet und
die Gesamtheit dieser Linienelemente in D als ein durch die explizite Diffe-

rentialgleichung

/

Y :f(l',y)

in D definiertes Richtungsfeld.

Die geometrische Darstellung nehmen wir durch Anheften eines kleinen Gera-
denstiickes im Punkte (x,y) vor. Eine Losung ist dann gerade dadurch gekenn-
zeichnet, dass der Graph der Funktion auf dieses Richtungsfeld passt. Umge-
kehrt kann man durch Betrachten des Richtungsfeldes manchmal eine Losung

ablesen. Wir geben Beispiele:

Hier ist f(z,y) =y, und wir kénnen fir D die ganze Ebene wihlen. Auf den
Kurven f(z,y) = const , die Isoklinen genannt werden, erhalten wir in allen
Punkten jeweils den gleichen Anstieg. Dies liefert das in der Abbildung 1.1.28
dargestellte Richtungsfeld. Wir sehen natiirlich, dass die Differentialgleichung

VA S S S S S VA AV S S S S S SV AV A
O S S S SV A S S S S S S S A AV S S A4
LSS LSS S S S S S S SSSSSS
S S S S S S SSSSSSSSSS
S S S S S SSSSSSS
o A
S S S S S SSSSSSSS
S S S S S S s

/ I I I
/ i

S S S S S S SO S S S S SO
R NN NN N N NN R NN NN N N NN
AR AN N N N N N N T N N U N N N NN NN
AR N N N N N N N N N N U N N N N NN NN
A N N N N e N N N N N N U N NN
A VR N N N N N N N N N N U N N N N
N N S A A A N N N N U N U NN
L N N N N N N N N N N N N U N U VR N
Abbildung 1.1.28
1.1.2 mit @ = —1 vorliegt und wissen daher, dass mit ¢(x) = pe” samtli-

che Losungen vorliegen. Diese passen auf das dargestellte Richtungsfeld. Fer-
ner wissen wir schon, dass durch jeden Punkt (£,7) genau eine Losungskurve
geht. U
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1.1.30

1.1.31

Hier ist f(x,y) = _r ,und f definiert aulerhalb der x-Achse ein Richtungs-
feld. Die Isoklinen siI:1yd die Geraden durch den Nullpunkt. Sie liefern z.B. sofort
in der oberen Halbebene das in der Abbildung 1.1.29 dargestellte Richtungs-
feld. Man sieht, dass offenbar die Halbkreise ¢(z) := +v/72 —22 (r > 0) auf

dieses Richtungsfeld passen. Man bestétigt aber auch fir |z| < r sofort

1 T
¢ (r) = ——(—22) = ———. O
)= 55 ™ = o)
S S S S S S s e — O N N L\
S S S S S s~ SO0 N N\
S S S S S S S =0 L\
/oSS S S S S s> N\
////////'y(x)/\\\\\\\\\\
(A s L U N N NN
[ L)/ ——=>N N\ L
R SRR
I I Y A A I Y LR (O O A I
3 | 20 lal Ve /7 Tl T°77 242 1T 1 3
vy NN N~/ L
VLV NN N NN N~
VYN NNNN NN~
VAN NNNNNNg—— S]]
VAN NNNNNN~N——— S S
VAN ANANNNN~———— S S S
NANNNNNN~——o S S
NN NN NN N — S S S
NN NN N2—— — S S

Abbildung 1.1.29

Aufgabe

Man bestimme die Isoklinen der Differentialgleichung

1
/P .3
Yy = 23/-

Bemerkung

In unseren Beispielen fiir Differentialgleichungen 1. Ordnung erhielten wir —
und dies liegt an den Eigenschaften von f — stets eine von einem reellen
Parameter ¢ abhéngige Schar von Loésungen, die eine Schar von Kurven im
Definitionsbereich von f darstellen. Man kann aber auch umgekehrt von einer
einparametrigen Schar von Kurven ausgehen und nach einer Differentialglei-

chung fragen, die diese Kurvenschar als Losungen besitzt. Da uns diese Frage
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1.1.32

das Anfangs-
wertproblem
bei expliziten
Differential-
gleichungen

1. Ordnung

nicht weiter interessieren wird, wollen wir uns mit einem einfachen Beispiel

begniigen.

Beispiel
xy=c (Hyperbelschar) .

Als Losungen fiir eine Differentialgleichung ist diese Gleichung nach y auf-
zulosen. Wir setzen die Auflosung y(x) ein und differenzieren die entstehende
Identitat. Das ergibt

y+ay =0,

also

y’:—% (x #0). O

In den néchsten Paragraphen wollen wir einige spezielle Typen von Differenti-
algleichungen 1. Ordnung betrachten, fiir die es gewisse ,einfache” Methoden
gibt, mit denen man Lésungen mit Hilfe von ,elementaren“ Funktionen an-
geben kann. Da dies meist durch Aufsuchen von Stammfunktionen geschieht,
spricht man auch von Integration der Differentialgleichung. Insbesondere
soll gezeigt werden, wie man bei diesen Gleichungen zu einer Losung des An-
fangswertproblems kommt, das wir fiir explizite Differentialgleichungen 1.

Ordnung jetzt formulieren.

Das Anfangswertproblem

Gegeben ist auf einem Gebiet D C R x R" die Funktion f : D — R" und
(&,m) € D. Gesucht ist eine in einem Intervall J definierte Funktion ¢ : J —
R™ die folgenden Bedingungen geniigt:

(i) ¢ ist in J Losung der Differentialgleichung v = f(z,y) ,
(i) €€ und B€) =7 .
(ii) nennt man die Anfangsbedingung.

Fiir den eindimensionalen Fall bedeutet dies geometrisch, ein Kurvenstiick
im R? durch den Punkt (£,7) zu finden, das Losungskurve der Differenti-
algleichung ist. Hat man auf den Intervallen J; und J; zwei Losungen des
Anfangswertproblems, so werden sie als gleich angesehen, wenn sie auf dem

Durchschnitt J; N J, iibereinstimmen.
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1.2

1.2.1

1.2.2

1.2.3

Differentialgleichungen mit getrennten Variablen

In diesem und auch in den weiteren Abschnitten betrachten wir nur explizite

Differentialgleichungen der Dimension 1. Wir beginnen mit der

Definition

Die Differentialgleichung y' = f(x,y) hat getrennte Variable, wenn f ein
Produkt der Form f(x,y) = h(x)g(y) ist. Die Bezeichnung rihrt daher, dass

, = h(x)

man fir g(y) # 0 die Differentialgleichung auch in der Form W)
gy
schreiben kann, in der die Variablen getrennt erscheinen.

Wir behandeln jetzt fiir diese Differentialgleichung das Anfangswertproblem

und orientieren uns an einem einfachen Beispiel.

Beispiel

y =y,

y§ = n , n#0.

Nehmen wir an, ¢ sei eine Losung des Anfangswertproblems. ¢ ist dann auf

einem Intervall J differenzierbar, und es gelten

Wegen 1.2.3 ist mit ¢ auch ¢’ auf J stetig. Ferner ist ¢(§) # 0, und wegen
der Stetigkeit von ¢ konnen wir durch Verkleinern von J erreichen, dass
¢(x) #0 ist in J. Somit gilt dort

¢'(x)

¢*(x)

Wir integrieren diese Gleichung in den Grenzen von £ bis x und erhalten

T x

J = Jamss

3 3
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1.2.4

1.2.5

Existenz- und
Eindeutigkeits-

satz

Auf der linken Seite fithren wir die neue Variable u = ¢(t) ein, und mit der

Substitutionsregel der Integralrechnung folgt unter Beachtung von n = ¢(¢)

b(x)

1
/ Edu:x—f.

n
1 - . : 1 o
— besitzt fiir u# 0 die Stammfunktion —> und damit gilt
u

1 1

——+-=x-¢.
¢(z) 7
Wir 16sen diese Gleichung noch nach ¢(x) auf und finden
Ui
o(r) = ———.
T

Diese Rechnung zeigt uns, wie eine Losung des Anfangswertproblems aussehen

muss. Wir wahlen daher das Intervall J als

il

1
J = < =)=
{z]|= ﬂ<mﬁ i3 »

und erklaren dort die Funktion

B n
www_l—mx—ﬂ‘

v ist auf J differenzierbar, und man bestétigt leicht, dass 1 eine Losung
des Anfangswertproblems ist. Da jede Losung des Anfangswertproblems ent-
sprechend unserer Rechnung in einer Umgebung von £ mit ¢ iibereinstimmen
muss, ist die lokal eindeutige Losbarkeit des Anfangswertproblems gezeigt. Ist
n =0, so kann man sofort y(x) = 0 als eine Losung des Anfangswertproblems
angeben. Am Schluss dieses Abschnitts zeigen wir noch, dass auch in diesem
Fall die Eindeutigkeit gegeben ist. O

Die bei diesem Beispiel durchgefithrten Uberlegungen lassen sich auch im all-

gemeinen Fall anwenden. Es gilt:

Satz

Sei h stetig im Intervall J, :=]a,b] und g stetig im Intervall J, = ]c,d|.
(&,m) sei ein Punkt aus J, x J, mit g(n) # 0. Dann gibt es ein Intervall
J C Jp mit £€J und eine Losung ¢ in J des Anfangswertproblems
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y(€) = n,

die sich in J implizit durch die Gleichung

b(z) z
/ﬁds:/h(t)dt
] §

bestimmt. Ist b in J eine weitere Lisung des Anfangswertproblems, so stim-
men ¢ und ¥ auf JNJ dberein.

Beweis

Da g in n stetig ist, gibt es ein abgeschlossenes Intervall I C J,, das 7 als
inneren Punkt enthélt und auf dem ¢ nicht verschwindet. Auf den Intervallen
I und J, erkldren wir die beiden Funktionen G und F' durch

Nach dem Hauptsatz der Integralrechnung ist G auf I stetig differenzierbar
1
9(y)
streng monotone Funktion und besitzt auf dem Bildintervall L := G(I) eine
stetig differenzierbare Umkehrfunktion G~! mit der Ableitung (G~!)(z) =

1
GG = g(G7(z)). Wegen G(n) =0 ist 0 ein innerer Punkt von L.
Da F auf J, differenzierbar ist und F(£) = 0 ist, gibt es ein Intervall J mit

& € J derart, dass fir x € J durch

und wegen G'(y) = ist G’ positiv oder negativ. Daher ist G auf I eine

¢(x) == (G~ o F)(z)

in J eine differenzierbare Funktion erklirt ist mit ¢(¢) = G HF(§)) =
G~1(0) =n. Ferner ist
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1.2.6

Trennung der

Variablen

Damit ist ¢ eine Losung unseres Anfangswertproblems in J . Wir zeigen jetzt,
dass es keine weitere Losung gibt. Sei also 1 eine Losung des Anfangswert-
problems. ¢ ist dann in einem Intervall J differenzierbar, &€ € J, (&) =17,
und ¢ erfiillt in J die Gleichung '(x) = g(¢(z)) h(z) . Wegen g(¥(€)) # 0
kénnen wir durch Verkleinern von J gleich g(1(z)) # 0 in J und t(z) € I

voraussetzen. Daher gilt dort

so dass in einer Umgebung von ¢ gilt

¥(x)

ﬂ@:/h@ﬁ:/gwaﬂhi/z%%:way
3

13 n

xT

Daraus folgt ¢ (z) = G™1(F(x)) = ¢(z) auf Grund der Injektivitit von G auf
I . Damit ist auch die Eindeutigkeit bewiesen. U

Bei der Bestimmung der Losung des Anfangswertproblems durch die Gleichung
Y d x
/ o / h(t) dt
9(s)
n 3

werden die Integrale durch Aufsuchen von Stammfunktionen bestimmt. Be-
zeichnet man mit [ f(z)dz eine Stammfunktion zu f, so bestimmt sich die

Losung unseres Problems aus der Gleichung

/g;wz/m@w+c

mit einer geeigneten Konstanten c¢. Auf diese Gleichung kommt man auch,

indem man g’ mit d_y bezeichnet, also die Differentialgleichung in der Form
x

Y~ sw)h(x)
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1.2.7

1.2.8

schreibt. Multipliziert man formal mit dx und dividiert durch g¢(y), so ergibt

sich

und man erhélt 1.2.6 durch Integration. Erst unsere Uberlegungen zu Satz
1.2.5 zeigen, dass man durch dieses formale Rechnen zu sinnvollen Ergebnissen

kommt.

Wir betrachten jetzt noch den Fall g(n) = 0 . Hier hat man sofort die Losung
y(x) =n fir x € J,. Ob es noch weitere Losungen gibt, héngt von den Eigen-
schaften von g ab. Wir geben fiir jeden Fall ein Beispiel an:

Beispiel 1 ¢ =3, y(0)=0.

Ist 2z eine Losung dieses Problems, so gilt in einer Umgebung von 0 die Glei-

chung

Also ist 2’ in einer Umgebung von 0 differenzierbar, und wir erhalten mit der

Kettenregel

Mit vollstandiger Induktion folgt so, dass z in einer Umgebung von 0 beliebig

oft differenzierbar ist und die Gleichung
2 (x) = nl(z(a)"

gilt. Sei n € N und z aus dem Existenzintervall. Dann gibt es nach dem

Taylorschen Satz ein t, zwischen 0 und = so dass

- Z(V)(O) v Z(nJrl)(tfc) n+1
z(x) :Z @ +7(n+1)! "
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1.2.9

Es ist 2(0) = 0, und z ist stetig. Wir beschrdnken x auf eine solche Umge-

1
bung, wo |z(z)| <1 und |z] < 5 Dann folgt aus 1.2.8 die Abschétzung

also ist z(z) = 0 in einer Umgebung von 0. Damit haben wir die lokal ein-

deutige Losbarkeit fiir dieses Anfangswertproblem. O

Beispiel 2 ¢ = /|y , y(0)=0.

Man hat sofort die Losung y(x) = 0 fir z € R. Wir betrachten dann die
Funktion ¢, definiert durch

0 fiir z <0.

¢ ist auf ganz R differenzierbar, ¢(0) =0 und fir z € R gilt

¢'(x) =+ lp(@)]-

Diese Losung des Anfangswertproblems ist in jeder Umgebung von 0 verschie-
den von der ersten Losung, also ist fiir dieses Problem keine lokale Eindeutigkeit

gegeben. O

Bemerkung

Wir haben fiir stetige h und ¢ nur die Existenz einer Losung des Anfangs-
wertproblems gezeigt, aber keine Aussage iiber die Grofie des Existenzintervalls
gemacht. Im Falle ¢g(y) # 0 kann man dies zwar mit den obigen Methoden er-
reichen, meistens ergibt sich aber in konkreten Féllen das maximale Exi-

stenzintervall der Losung direkt aus der gefundenen Darstellung.

Beispiel
y=— , y@=n, n>0.

Als Intervalle J, und J, wéhlen wir J, := R und J, :=]0, 00[. Die Trennung
der Variablen fiihrt auf die Gleichung
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1.2.10

1.2.11

1.2.12

also
Lo ov 1.5
Wir setzen &2 + 7% = r? mit » > 0 und erhalten

v =r?— 2%,

Somit ist ¢(x) = +v/1r?2 — 22 die eindeutige Losung des Anfangswertproblems.
Der maximale Existenzbereich ist offensichtlich das Intervall | —r,+r[ . O

Aufgabe
Man bestimme eine Losung des Anfangswertproblems

et™Y

:1—1—(2””

y , y(0)=1.

Ist die Losung eindeutig bestimmt? Wie grofl ist das maximale Existenzinter-
vall?

Eine wichtige Methode zur Integration einer Differentialgleichnung besteht dar-
in, nach einer Transformation zu suchen, mit der man eine gegebene Differenti-
algleichung auf einen bekannten Typ transformieren kann. So lésst sich zeigen,

dass man die Differentialgleichung

-y (alx—l—agy—l—ag)
Y bia + bay + bs

stets auf eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen transformieren
kann. Fiir einen allgemeinen Beweis verweisen wir auf das Lehrbuch von W.
Walter, Seite 18 - 20, und begniigen uns hier damit, die Methode an zwei

Beispielen vorzufiihren.

1. Man bestimme die Losung des Anfangswertproblems

y = (2z+2y-1)°

y(0) = 1
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1.2.13

1.2.14

Offenbar ist die Differentialgleichung vom Typ 1.2.11. Wir fiihren fiir differen-

zierbares y die Transformation
u(x) =2z +2y(z) — 1

ein und erhalten
u'(z) =2+ 2y (x).

Also ist y Losung der Differentialgleichung von 1.2.12 genau dann, wenn
u' =2+ 227 + 2y — 1)? = 2 + 2u?

ist und y(0) = 1 ist dquivalent zu u(0) = 1. y ist daher genau dann Losung

des Anfangswertproblems 1.2.12, wenn u Losung des Anfangswertproblems

u’ = 2+ 2u?,

u@0) = 1

ist. Trennung der Variablen ergibt

u 1 T
/ 2ds:/ 2dt
1 1+5 0

also

arctan(u) = arctan(1) 4+ 2z = % + 2.

Damit lautet die Losung des Anfangswertproblems 1.2.14

u(zr) = tan <2x + Z) :
3T T
88
wir noch die Transformation 1.2.13 nach y auf und finden damit als Losung

Sie besitzt das maximale Existenzintervall J = ] — [.Anschlieﬁend losen

des Anfangswertproblems 1.2.12

y(z) = % (tan (2:13‘ + %) +1- 2:17) O
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1.2.15

1.2.16

1.2.17

2. Man bestimme die Losung des Anfangswertproblems

=R
<R

y(1) =

Die Differentialgleichung ist vom Typ 1.2.11 mit f(¢)

wir fiir differenzierbares y die Transformation

1
t — T Jetzt fithren

u@w) = yle) (@ #£0)

ein und erhalten

W (a) = ——gy(e) + /() = ~ula) + o/ (@)

Daher ist y eine Losung des Anfangswertproblems 1.2.15 genau dann, wenn

, 1 1( 1) 11
U=—ut—-—|u——|=———.
x T

und y(1) =1 ist dquivalent zu u(1) = 1. y ist daher genau dann eine Losung
des Anfangswertproblems 1.2.15, wenn u eine Losung des Anfangswertpro-

blems

u(l) =1

ist. Trennung der Variablen fiihrt fiir z > 0 zu

u Il
/ sds:—/ —dt
1 1t

also

Es folgt

u?* =1—2log|z| =1 — log(z?)
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1.2.18

1.2.19

1.2.20

und damit lautet die gesuchte Losung

u(z) = /1 —log(x?).

Jetzt 16sen wir noch die Transformation 1.2.16 nach y auf und erhalten damit

als Losung des Anfangswertproblems 1.2.15

y(r) = x4/1 — log(2?). O

Bemerkung

In unserem ersten Beispiel war die Differentialgleichnung von der Form
y' = flax + by + ¢)

und im zweiten Beispiel von der Form
1-12).

Auf diese beiden Fille lasst sich die Differentialgleichung 1.2.11 stets transfor-

mieren, und zwar auf 1.2.18, wenn

aq b1
det =0

az by

und auf die Form 1.2.19, wenn

a; b

det #0.
(05} bg

Aufgabe

Man bestimme die Losung des Anfangswertproblems

y = 7
x+2y’
y(1) = 0.
Hinweis: Man benutze die Transformation u(z) = y(z) .
T
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1.3

1.3.1

Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Differentialgleichung

Y+ f(x)y = g(x).

Wir setzen voraus, dass f und ¢ in einem Intervall J stetig sind. 1.3.1 heif3t
lineare Differentialgleichung. Die Bezeichnung erklart sich aus der Tatsa-
che, dass die fiir differenzierbare Funktionen durch Ly|(z) := ¢/(z) + f(z)y(x)
erklarte Abbildung linear ist. Es gilt also

Lioqys + asys] = a L{yi] + coLys] .

Wir betrachten zunéchst den Fall g(z) = 0 fiir alle x € J. Man bezeichnet
dann 1.3.1 als homogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung. Es
liegt der Fall getrennter Variablen vor. Wir bestimmen die fiir £ € J eindeutige
Losung yo, die die Anfangsbedingung yo(§) = 1 erfiillt. Man beachte, dass
die Voraussetzungen fiir Satz 1.2.5 erfiillt sind. Trennung der Variablen ergibt

die Bedingung

/;dy:—/f(x)dx—kc

oder
10g|y\:—/f(t)dt+c.
3

Man setzt die Anfangsbedingung ein und erhélt
c=log|l| =0.

Wenn wir beriicksichtigen, dass ¥y, lokal um £ das Vorzeichen nicht wechselt,

erhalten wir als Losung

T

o) = exp / F(t)dt)

3

Yo ist in ganz J (stetig) differenzierbar und geniigt dort der Differentialglei-
chung L[yo] = 0. Nun folgt sofort
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1.3.2

Existenz- und
Eindeutig-
keitssatz

1.3.3

1.3.4

1.3.5

1.3.6

Satz

f sei stetig in J, € € J und n € R. Dann gibt es genau eine auf ganz J

(stetig) differenzierbare Losung des Anfangswertproblems
y' + flx)y =0,
y(§) =n.

Diese Lésung ist gegeben durch
y(z) = nexp ( - / f(t)dt) = nyo() .
13

Beweis

1.3.5 definiert auf J eine stetig differenzierbare Funktion, die wegen L[y] =
L{nyo] = nLlyo] = 0 der Differentialgleichung 1.3.3 geniigt. Ferner ist y(§) =
n-1=mn. Sei nun z eine weitere Losung des Anfangswertproblems. z geniigt
dann in einem Intervall I C J der Differentialgleichung 1.3.3, wobei & € [
und z(§) =n gilt. Auf I ist die Funktion ¢, definiert durch

x) = exp ( / f(t)dt)z(:c)
3

differenzierbar, und es gilt

) = fayexn ( / F(1)dr) 2(x) + exp / ey

3
= exp /f dt z)+ f(x >

Damit ist ¢ auf I konstant, und es folgt

Mit 1.3.6 ist also z(z) = nexp (— i f(t)dt) . Das zeigt zunéchst die eindeu-
£

tige Losbarkeit des Anfangswertproblems. Ferner folgt, dass die Losung J als

maximales Existenzintervall besitzt. O

Da man offenbar alle Losungen der Differentialgleichung durch Variation von

¢ und 7 erfasst, ergibt sich die
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1.3.7

Losungs-
gesamtheit im
homogenen

Fall

1.3.8

Folgerung

Alle Losungen der Differentialgleichung 1.3.3 haben J als maximales Fxis-

tenzintervall, und simtliche Losungen werden gegeben durch 1.3.5.

Beispiel
y +2%y=0.

Hier ist f(z) = 2%; f ist stetig auf R. Also haben alle Lésungen R als maxi-
males Existenzintervall. Wir wéhlen in 1.3.5 £ = 0 und erhalten die Losungs-

gesamtheit

x

1
y(r) =mn exp < - / tgdt> = ne_gmg : d

0

Bemerkung
Fiir jede Losung y einer homogenen Differentialgleichung 1. Ordnung gilt ent-
weder y(x) # 0 fiir alle z € J oder y(x) =0 fiir alle z € J.

Wir betrachten jetzt den Fall g(z) # 0 fiir mindestens ein x € J. Wir be-

zeichnen dann die Differentialgleichung

Y+ f(2)y = g(x)

als inhomogene Differentialgleichung. Wir zeigen zunéchst, dass 1.3.8 stets
mindestens eine in ganz J definierte Losung 2z, besitzt. Dies geschieht mit
der als ,,Variation der Konstanten* bezeichneten Methode, die folgendes

besagt: Sei ¢ € J und gy, die spezielle Losung von 1.3.3 mit (&) = 1.
Nach 1.3.5 ist sie gegeben durch yo(z) = exp(— [ f(¢)dt). Dann erhalten wir
§

samtliche Losungen von 1.3.3 in der Form

y(x) =cyo(z) , ceR.

Man ersetzt jetzt hier die Konstante ¢ durch eine differenzierbare Funkti-
on ¢(x) — man variiert die Konstante — und versucht, durch Einsetzen in die
Differentialgleichung 1.3.8 ¢(x) so zu bestimmen, dass eine Losung der Diffe-

rentialgleichung entsteht. Das ergibt fiir ¢(z) die Bedingung

¢ (w)yo(x) + c(@) (yo(x) + f(2)yo(2)) = g(x),
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also wegen Ly =0

3
Diese Bedingung wird erfiillt, wenn wir
x x t
o(z) = / C(t)dt = / g(t) exp( / f(T)dT)dt

wéhlen. ¢ ist auf J sogar stetig differenzierbar, und wir erhalten mit

2o(x) := </g(t)exp</f(7‘)d7‘>dt> exp(—/f(t)dt)
3 3 3

eine Losung von 1.3.8 mit J als maximalen Existenzintervall.

Das Ergebnis fassen wir zusammen in dem

1.3.9 Satz

Methode der  f wund g seien stetig in J und £ € J. Ist yo die in J definierte, eindeutiq

Variation der  pestimmte Losung des Anfangswertproblems
Konstanten

Y+ f(z)y=0,
y(€) =1,

so qibt es in J eine Losung zy der inhomogenen Gleichung
y + f(@)y = g(x)
der Form
20(z) = c(x)yo()
mit differenzierbarem c. Die Funktion ¢ wird bestimmt durch Einsetzen in

die Differentialgleichung. Man bezeichnet diese Methode als ,,Variation der
Konstanten®.
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1.3.10

Beispiel
11
x x
Die Koeffizienten sind stetig im Intervall J = 0, co[. Die zugehérige homogene

Gleichung ist

, 1
y+—-y=0.
x

Durch Trennung der Variablen erhalten wir fiir Losungen y die Beziehung

1 1
/—dy:—/—dx—i-é
Yy T
mit ¢ € R oder

log [y| +log |z| = ¢,

bzw. log |y|lz = ¢ wegen = > 0. Es folgt |y|z = e°. Hieraus ergibt sich dann

c
weiter y(z) = — mit ¢ € R fiir # € ]0,00[. Wir machen nun den Ansatz
T

y(x) = — und finden die Bedingung

1
c(x) = logx ist eine Losung fiir x > 0, und damit ist —logx eine Losung
x

der Differentialgleichung fiir z > 0. O

Wir erhalten nun einen einfachen Zusammenhang zwischen den Losungen der

homogenen und der inhomogenen Differentialgleichung.

Satz

Sei zy eine Liosung der Gleichung 1.3.8 in J. Dann ist y in J genau dann

ewne Losung von 1.3.8, wenn y — zy in J eine Ldsung von 1.3.3 ist.

Beweis
Sei y in J definiert und z :=y — zy. 2 ist genau dann in J differenzierbar,

wenn y in J differenzierbar ist. In diesem Falle ist
L[z] = Lly — zo] = Lly] — Llz0] = L[y] — g,

und somit ist L[y] = ¢ genau dann, wenn L[z] = 0 ist. O
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1.3.11

1.3.12

Losungen der
homogenen
und inhomo-
genen Glei-
chung

1.3.13

1.3.14

Existenz- und
Eindeutig-
keitssatz

1.3.15

Folgerung

Jede Lésung y der inhomogenen Differentialgleichung hat J als mazimales

FExistenzintervall.

Beweis

Sei zp eine Losung von 1.3.8 mit Existenzintervall J. Ist y im Intervall I C J
eine Losung der inhomogenen Gleichung, so ist z :=y — 25 in [ eine Losung
der homogenen Gleichung. Da diese J als maximales Existenzintervall besitzt,

folgt aus y = z + z9 die Behauptung. O

Folgerung

Ist zy eine Lisung der inhomogenen Gleichung und yo # 0 eine Ldsung der

homogenen Gleichung, so erhdlt man samtliche Lisungen der inhomogenen

Gleichung in der Form

y(r) = nyo(x) + 2(x), nE€R.

Beweis

y durchlauft nach Satz 1.3.10 genau dann alle Losungen der inhomogenen
Gleichung, wenn y — 2, alle Losungen der homogenen Gleichung durchlauft,
d.h.

y(r) — z0(x) = nyo(x), neR,

was zu zeigen war. O

Satz

Sei £ € J und n € R. Dann hat die inhomogene Differentialgleichung genau
eine Losung y mit y(§) =n. Sie ist gegeben durch

T t

/g(t)exp(/f(7)d7'>dt+n

3 3

() = exp ( / F(#)dt)
3

Beweis

T

la) = exp ([ rio)ir)

3
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1.3.16

1.3.17

1.3.18

ist die Losung der homogenen Differentialgleichung mit yo(§) = 1, und

T

so(x) = / o(t)exp ( / F(r)ar )t | o)
3

3

ist eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung mit z5(§) = 0. Dann

ist
y(x) == nyo(z) + 20(x)

eine Losung der inhomogenen Gleichung mit

y(&) = nyo(§) + 20(&) = 7.

Das zeigt die Existenz und die Darstellung geméaf} 1.3.15. Ist nun z eine weitere
Losung des Anfangswertproblems, so ist w := z—y eine Losung der homogenen
Gleichung mit w(§) = 0. Dann ist aber w(z) = 0 fir jedes x € J (vgl. die
Bemerkung nach 1.3.7) und daher z =y. U

Bemerkung
Man nennt z; eine partikulidre Losung und 1.3.16 die allgemeine Ldsung.
In den Anwendungen versucht man meist, eine partikuldre Losung durch einen

speziellen Ansatz zu finden.

Aufgabe

Man bestimme die allgemeine Losung der Differentialgleichung

1
Y+ -~y =a.
X

Wie lautet die Losung mit y(1) = 1, und welches maximale Existenzintervall

besitzt sie?

Aus Satz 1.3.14 erhilt man die
Folgerung

Sind y1,y2 in J Lésungen der inhomogenen Differentialgleichung, so gilt ent-

weder y,(x) = yo(x) fiir x € J, oder es ist stets yi(x) # ya(x) .
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1.3.19

Beweis

Ist y1(&) = y2(§) =: n fiir ein & € J, so sind y; und y» zwei Losungen
eines Anfangswertproblems fiir die inhomogene Gleichung und sind deshalb in
J identisch. U

Aufgabe

yp und y, seien zwei im Intervall J verschiedene Losungen der inhomogenen
Differentialgleichung. Fiir jede weitere Losung y der inhomogenen Differenti-

algleichung ist dann

y(z) = y1(2)

yQ(x) — y1(x) = const.
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1.4

1.4.1

1.4.2

1.4.3

Die Bernoullische Differentialgleichung

Als Bernoullische Differentialgleichung bezeichnet man die Gleichung

y = f(x)y+g(x)y*, aeR.

Von den Funktionen f und g verlangen wir die Stetigkeit in einem Intervall
J, und da 2z fiir beliebiges reelles « nur fiir z > 0 erklart ist, ist die rechte
Seite der Differentialgleichung 1.4.1 im Gebiet Jx ]0,00[ definiert. Fiir o =0
oder o = 1 liegt eine lineare Differentialgleichung vor, mit der wir uns im
Abschnitt 1.3 befasst haben. Wir setzen deshalb a # 0 und a # 1 voraus,
und wir werden zeigen, dass die Integration von 1.4.1 auf die Integration einer
linearen Differentialgleichung zuriickgefithrt werden kann. Sei ¢(x) > 0 in

einem Intervall I C J . Wir definieren dann die Funktion 1 durch

Hierdurch wird eine bijektive Abbildung aller auf I definierten differenzierba-

ren und positiven Funktionen auf sich erklért. Es ist

() = (1= a)p(x) "¢ (z)

und damit

Damit ist ¢ in I eine positive Losung von 1.4.1 genau dann, wenn die durch
1.4.2 in I definierte Funktion ¢ dort eine positive Losung der linearen Diffe-

rentialgleichung

Z=1=a)f(z)z+ (1-a)g(z)

ist. Damit ist die Reduktion gezeigt.

Zusammenfassend folgt also
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1.4.4 Satz

Transformation Seien f und g im Intervall J stetigund o« € R\{0,1}. I sei ein Teilintervall
der Bernoulli- o J € € I und n > 0 . Dann ist eine auf I positive Funktion y in I eine

schen Diffe- Lisung von 1.4.1 mit y(£) =n genau dann, wenn z = y'=* in I eine positive
rentialgleichung . . 1

Losung von 1.4.3 ist mit z(§) =n'~*.
1.4.5 Bemerkung

Da eine lineare Differentialgleichung eine eindeutige Losung des Anfangswert-
problems besitzt, hat auch die Bernoullische Differentialgleichung fiir n > 0

genau eine Losung des Anfangswertproblems.
Beispiel

1
v=—y+ay’ , yl)=1.

Es liegt der Fall o = 3 vor. Die Transformation 1.4.2 ist also anzusetzen mit

-2

2=y
Dann folgt
Z, — _2y—3yl
31 3
= 2y~ (Cy+ay’)
1
= —2—y?-2z
x
= ——2z—2
x

in Ubereinstimmung mit 1.4.3. Eine partikulire Losung 2z, dieser Differential-

1
gleichung ist zo(z) := —§x2 . Die Losung der homogenen Gleichung bestimmen

1 2
/—m——/—m+a
z X

wir aus

also
1 N
log |z| = log <—2) +¢
T
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1.4.6

1.4.7

1.4.8

bzw. log(|z|z?) = ¢. Es folgt |z|2? = e®. Hieraus ergibt sich weiter

mit ¢ € R fiir x € ]0,00[. Die allgemeine Losung ist damit gegeben durch

c 1,

2(x) = = — =x

x2 2
. . . : 9 o 3
Die Anfangsbedingung fiir z ist z(1) = (y(1))* = 1, und damit ist ¢ = 3"
Daher ist

33—zt
2x2 7

z(x) =

und die Riicktransformation auf y liefert uns als Losung unserer Aufgabe

Vaz
V3—at

Bemerkung (zum vorangehenden Beispiel)

labell.4.6 Obwohl z als Losung einer linearen Differentialgleichung |0, co[ als
maximales Existenzintervall besitzt, reicht das Existenzintervall von y nur
bis zur kleinsten positiven Wurzel von z* — 3 = 0. Das liegt einfach daran,
dass z dort das Vorzeichen wechselt und damit die Voraussetzungen an die
Transformation 1.4.2 nicht mehr gegeben sind.

Bemerkung

Beschrinkt man o auf ganze Zahlen, so kann man auch noch eine Losung des

Anfangswertproblems fiir n < 0 finden.

Aufgabe

Man priife nach, dass fiir ganzzahlige negative o Satz 1.4.4 auch fiir n < 0
giiltig bleibt.

45



Elementare Integrationsmethoden GD 1.5/1

1.5

1.5.1

1.5.2

1.5.3

zugeordnete
lineare Dif-
-ferentialglei-
chung 2.
Ordnung

Die Riccatische Differentialgleichung

Wir haben bislang nur Differentialgleichungen behandelt, deren Lésungen man
durch Bestimmung von Stammfunktionen ermitteln konnte. Formeln fiir Losun-
gen von Differentialgleichungen, die so gewonnen werden, nennt man Quadra-
turformeln. Beispiele sind die Formeln aus Satz 1.2.5 und 1.3.15. Es gibt
aber auch Differentialgleichungen erster Ordnung, deren Lésungen man nicht
mehr durch Quadraturformeln finden kann. Hierzu gehort die Riccatische
Differentialgleichung , die wir in diesem Abschnitt behandeln. Es ist die
Differentialgleichung

Y = f(@)y* + g(x)y + h(z).

Von den Koeffizienten nehmen wir an, dass sie in einem Intervall J stetig
sind. Ferner setzen wir f(z) # 0 fiir mindestens ein x € J voraus, da sonst
eine lineare Differentialgleichung vorliegt, deren Behandlung in Abschnitt 1.3
erledigt ist. Man kann zeigen, dass bei beliebigen f,¢g und h 1.5.1 nicht mehr
durch Quadraturformeln gelost werden kann. Falls man jedoch eine Losung
kennt, lassen sich weitere Losungen durch Quadraturen finden. Ein weiteres

Phénomen von 1.5.1 machen wir uns an dem Beispiel
y/ — 1 _|_ yQ

deutlich. Die Koeffizienten f(z) = h(z) = 1 und g(x) = 0 sind stetig auf
J =R, und fiir £ € R erhalten wir die Losung y(z) := tan(x — ). Im Ge-

gensatz zur linearen Differentialgleichung finden wir als maximales Existenz-

intervall das offene Intervall |€ — g JE+ g[ , obwohl die Koeffizienten auf ganz
R stetig sind.

Unter zusétzlichen Voraussetzungen an f kann ein einfacher Zusammenhang
zwischen den Losungen 1.5.1 und den Losungen einer linearen Differentialglei-

chung zweiter Ordnung hergestellt werden. Es gilt ndmlich

Satz

[ sei stetig differenzierbar in J und f(x) # 0 fir jedes v € J. Ferner sei

la,b[C J. Dann hat 1.5.1 in |a,b] genau dann eine Lisung, wenn
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1.5.4

1.5.5

1.5.6

f@)y" = (f'(2) + g(z) f(2))y' + f*(2) h(z)y = 0

eine Losung hat, die in la,b| nicht verschwindet.

Beweis
Wir withlen ein ¢ €]a, b| fest. Mit C* (Ja,b[) bezeichnen wir den Vektorraum
aller auf ]a, b k-mal stetig differenzierbaren Funktionen. Fiir z € C* (Ja, b[)

definieren wir die Funktion
(T2)(z) == exp <— /g " rn)=() dt) |

T liefert dann eine bijektive Abbildung von C! (Ja,b[) auf die Menge
V= {ue C*(a,b]) | u(z) #0 in Ja,b[ und w(§) =1} .

Denn fiir z € C* (Ja,b]) gilt sicher Tz € V. Ist dann T'z; = T'29, so ist nach
Definition 1.5.5

exp (- /:f(t)zl(t) dt> ~ exp <— /:f(t)22(t) dt) |

Wir differenzieren und erhalten mit Tz; = Tz

—(T21)(x) f(z)21(2) = =(Tz1)(x) f(2)2(2),

und wegen f(z) # 0 in Ja,b] folgt z; = 2. Also ist T injektiv. Sei dann
u € V. Wir betrachten dann die Funktion

1
Zzi=—=—.
U
Dann gilt
!/
u

und Integration von & bis z liefert

_ /; f)z(t) = log(u(x)) —log(u(&))
= log (u(z)).
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1.5.7

1.5.8

1.5.9

1.5.10

Daraus folgt

u(z) = exp (— /5 ' f<t>z<t>dt) |

und das beweist die Surjektivitit von 7. Fiir 2 € C! (Ja,b[) folgt
(Tz) = =(Tz) f =
und damit

(Tz)" = —(Tz)fz—(T2)f'z—(Tz)f2
= (T2)f*:*—(Tz)f'z— (T=)f~.

Hiermit bestéitigt man sofort die Gleichung
f(Tz)" = [f'+ gf|(T2) + f*h(Tz)
= fAT2) -2 +gz+ f2*+ h]

und wegen f?(x) # 0 und (Tz)(x) # 0 fiir jedes z €|a,b| folgt aus dieser
Gleichung sofort, dass z eine Losung von 1.5.1 genau dann ist, wenn Tz eine

Losung von 1.5.4 ist. U

Bemerkung

Fir w eV galt u =Tz, wobei z mit 1.5.6 gegeben ist. Das bedeutet

1 /
Tu=—— "

fu

Diese bijektive Beziehung zwischen den Lésungen von 1.5.1 und 1.5.4 wenden

wir jetzt an auf das

Beispiel
Das ist eine Riccati-Gleichung mit f(z) = 1, g(x) = 0 und h(z) = 1 fir

x € I =R. Also lautet die Gleichung 1.5.4 hier
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1.5.11

1.5.12

1.5.13

1.5.14

y'=-y.

z(x) = tan x ist eine Losung von 1.5.10 im Intervall | — g, +g[ Wir bestim-

men Tz und erhalten wegen — [ tan(t)dt = log(cosz),
0

Tz = exp (— /0 mtan(t)dt)

= exp (log(cosx))

= cosuz,

was in der Tat in |— g, g[ eine Losung von 1.5.11 ist, die dort nicht verschwin-

det. ] — gg[

groferen Intervallen treten jetzt Nullstellen von Tz auf.

ist zwar nicht das maximale Existenzintervall fiir Tz, aber in

1.5.10 ist ein Beispiel dafiir, wie man aus einer Losung einer Riccatischen Dif-
ferentialgleichung eine Losung ohne Nullstelle der zugeordneten linearen Dif-
ferentialgleichung 1.5.4 erhélt. Eine Anwendung fiir die umgekehrte Richtung
stellt die nachfolgende Aufgabe dar.

Aufgabe

Man bestimme durch Ubergang zur Differentialgleichung 1.5.4 eine Losung

des Anfangswertproblems

/

y =—€e"y* +y—5e ",
y(0) =n.

Man begriinde zugleich die Eindeutigkeit.

Wir zeigen jetzt, dass die vollstiandige Losung der Riccatischen Differentialglei-
chung durch Quadratur gelingt, wenn man eine partikuldre Losung der Diffe-
rentialgleichung kennt. Bei Anwendungen versucht man dies meist dadurch zu
erreichen, dass man mit einem speziellen Ansatz eine Losung zu raten versucht,
was natiirlich nur bei einigen einfachen Beispielen gelingt. Wir setzen von f
jetzt nur noch voraus, dass f in J stetig ist und dort in keinem Teilintervall

identisch verschwindet. Dann gilt
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1.5.15

1.5.16

1.5.17

1.5.18

1.5.19

Satz

yo sei im Intervall I := |a,b] C J eine Lisung von 1.5.1. Sind u und y auf

I differenzierbare Funktionen mit

u(@)(y(x) = yo(w)) =1

fir x € I, soist y in I eine Losung von 1.5.1 genau dann, wenn u in [

eine Losung von

u' = —(2f (@)yo(x) + g(x))u — f(x)

15t.

Beweis

Sei zunédchst y in I eine Losung von 1.5.1. Wir setzen

2(x) = y(x) — yo(2).

z ist in [ stetig differenzierbar, und es gilt

Z(x) = y(z) —y()
= f@)(@) = y5(2) + g(2)((y(x) = yo(2)).

Wegen y*(z) — ya(z) = 2(z)(2(z) + 2yo(x)) erhalten wir fiir z die Differenti-
algleichung

= f(2)2? + (2f (2)yo(x) + g(2))z.

Dies ist eine Bernoullische Differentialgleichung mit o = 2. Wegen 1.5.16 ver-
schwindet z auf I nicht, und deshalb ist nach Abschnitt 1.4 u := 1 in I eine
Losung der Differentialgleichung 1.5.17. Geniigt nun umgekehrt 5 in [ der
Differentialgleichung 1.5.17, so ist wegen 1.5.16 u in I von Null verschieden,

1
und deshalb gentigt nach Abschnitt 1.4 2z := — in [ der speziellen Bernoulli-
u

schen Differentialgleichung 1.5.19. Wegen 1.5.16 ist z = y — yo, und Einsetzen
in 1.5.19 liefert
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1.5.20

weitere
Losungen bei
bekannter
partikulérer
Losung

1.5.21

1.5.22

y'(z) = yo(@) + f(@)y?(x) — 2f (2)yo(x)y(z) + f(2)y5(x)
+2f(@)yo(2)y(z) + 9(z)y(z) — 2f(2)y5(z) — g(z)yo()
= f(@)y*(z) + g(@)y(z) + yolx) — f(2)y5(x) — g(2)yo(2)
= f(@)y?(x) + g(x)y(x) + h(x),

und somit ist y in [/ Losung von 1.5.1 . U

Bemerkung

Hat man in I eine Losung vy, der Riccatischen Differentialgleichung, so erhélt
man mit Satz 1.5.15 sdmtliche in ganz [ von y, verschiedene Losungen in der
Form

y(r) = yo(r) + ——,

wobei u sédmtliche, in I nirgends verschwindende Losungen von 1.5.17 durch-
lauft.

Beispiel
y =vy?+ 2zy + 2.

1

Wir haben fiir  # 0 die partikuldre Losung yo(x) := ——. Die Differential-
T

gleichung 1.5.17 lautet hier

2
u’-—(———i—Qx)u—l
T
, 2
u=|—-—2zlu—1.
T

Die Losungen der homogenen Gleichung bestimmen wir geméafl Abschnitt 1.2

oder

aus der Formel

/ldu:/ (E—Q:U)dx—i-c,
u x
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GD 1.5/7

1.5.23

Eindeutigkeits-
satz

woraus sofort

folgt. Eine Losung der inhomogenen Gleichung bestimmen wir mit der Methode

der Variation der Konstanten. Setzen wir noch

T

E(z) = / e’ dt

0

so findet man fiir die inhomogene Gleichung die partikuldre Losung

up(x) =z — 2% E(x).
Die allgemeine Losung der Gleichung 1.5.22 ist somit
u(z,c) = x4 2% (¢ — 2B(x)).

1
Alle von —— verschiedenen Losungen erhalten wir damit durch
x

1
ylw.e) = R + x2e%*(c — 2E(x))

e "(c—2E(x))
1+ ze—*(c — 2E(x))

0

Nach der in Satz 1.5.15 beschriebenen Methode erhalten wir in I nur solche

Losungen, die in ganz [ von y, verschieden sind. Dass es aber keine weiteren

Losungen in [ gibt, folgt aus

Satz

Sei I :=la,b| C J, und y1,ys seien in I Ldsungen von 1.5.1. Dann gilt

entweder y,(x) = yo(x) fir alle x € I oder y,(x) # yo(x) fiir alle x € 1.

Beweis

Nehmen wir an, die Behauptung sei falsch. Dann kann man wegen der Stetigkeit

der Losungen in I ein xy € I und ein nichtleeres offenes Teilintervall I, C [

finden mit folgenden Eigenschaften:
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1.5.24

1.5.25

die allgemeine
Losung bei
bekannter
partikulérer

Losung

(1) = ist Eckpunkt von [; ,
(2) wi(zo) = ya(xo)
(3) w(z) # yolx) fiir x € I .

Auf I; betrachten wir dann die Funktion

1

)= T @

Sie ist nach Satz 1.5.15 in [; eine Losung der linearen Differentialgleichung
1.5.17. u hat dann nach der Folgerung 1.3.11 das maximale Existenzintervall

J, und daher existiert lim u(x) = u(zg). Das aber steht wegen 1.5.24 im
Tr—T0

Widerspruch zu

lim (y1(z) — y2(x)) = y1 (o) — ya(zo) = 0. 0

T—x0

Zusammen mit Satz 1.5.15 erhalten wir die

Folgerung

Sei I :=la,b] C J wund yo in I eine Lésung von 1.5.1. uy sei in I ei-
ne Losung der linearen Differentialgleichung 1.5.17 und vy eine nichttriviale
Losung der zugehdrigen homogenen Differentialgleichung. Dann gilt in I fir
jede weitere Losung y der Gleichung 1.5.1: Entweder ist y(z) = yo(x) fir
x €1, oder es gibt ein ¢ € R, so dass fir v € I gqilt

1
up(x) + cvg(x)

y(r) = yo(x) +

Beweis
Nach Satz 1.5.23 gilt entweder y(z) = yo(z) fiir alle z € I oder y(z) # yo(x)

fiir alle x € I. Im zweiten Fall ist dann

1

o) = O @)

in [ eine Losung der linearen Differentialgleichung 1.5.17. Also gibt es ein

(eindeutig bestimmtes) ¢ € R, so dass
u(z) = uo(z) + cvp(x) ,

was dann die Behauptung ergibt. U
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1.5.26 Aufgabe

L Man bestimme alle Lésungen von
yl — y2 + 1 — x2
und gebe jeweils die zugehorigen maximalen Existenzintervalle an.

(Hinweis: y(x) = x ist eine partikuldre Losung.)

1.5.27 Aufgabe

L y, (v =0,1,2,3) seien in einem offenen Intervall I C J vier verschiedene
Losungen der Riccatischen Differentialgleichung. Man zeige, dass der Quotient

(Doppelverhéltnis)

in I konstant ist.
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1.6

1.6.1

1.6.2

Exakte Differentialgleichungen, integrierende Faktoren

Zur Einfithrung betrachten wir im Gebiet G := R? die Differentialgleichung

(mit getrennten Variablen)
r+yy =0.

Ist ¢ in einem Intervall I eine Losung, so gilt dort
z+ p(x)p () =0.

Die linke Seite ist nun die Ableitung der Funktion
o) = 5" + ().

also gilt mit einer Konstanten ¢ € R die Identitét
2+ p*r)=c firalle z€l.

Besteht I nicht nur aus dem Nullpunkt, so ist ¢ > 0, und wir erhalten fiir die

Losung ¢ :
o(r) =+tVve—a?.

Die Losungen der Differentialgleichung 1.6.1 bestimmen sich also durch Auf-

16sen der Gleichung

Fz,y):=a2"+y*=c

nach y , und 1.6.1 ist gerade die Differentialgleichung

OF OF ,

Entsprechend diesem Beispiel gehen wir nun vor:
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1.6.3

1.6.4

1.6.5

1.6.6

Losungen
exakter
Differential-

gleichungen

Definition

G sei ein Gebiet in R% und die Funktionen P und Q seien stetig in G .
Dann heifit die Differentialgleichung

P(z,y) + Qz,y)y’ =0
in G exakt (oder total), wenn es eine in G stetig differenzierbare Funktion
F gibt mat

OF _ OF

Q—x— 7a—y:Q

Bemerkung
Man nennt F' eine Stammfunktion zu (P, () in G oder auch eine Stamm-

funktion der Differentialgleichung in G .

Beispiel
1
Fla.y) = 5 + )

ist in R? eine Stammfunktion zu P(z,y) = =, Q(z,y) = y. Also ist die
Differentialgleichung 1.6.1 in R? exakt. U

Fiir die Losung exakter Differentialgleichungen erhalten wir den

Satz

Die Differentialgleichung 1.6.4 sei in G exakt und F in G eine Stammfunkti-
on. Ferner sei ¢ im Intervall I differenzierbar und (z,o(x)) € G fir v € I.
Dann ist ¢ in I genau dann eine Lisung von 1.6.4, wenn es ein ¢ € R gibt

mat
F(z,p(x)=c fir zel.

Beweis

Nach der Kettenregel ist F(x,p(x)) in I differenzierbar, und es gilt

FFEe) = G @) + 5 (@ pla) ¢ @

= P(z,0(x) + Q(z,0(x)) ¢'(x) .
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1.6.7

Integrabilitéats-

kriterium

1.6.8

Daher verschwindet die rechte Seite genau dann in I, wenn F(z,p(z)) in [
konstant ist. 0

Es schlieflen sich jetzt zwei Fragen an.

1. Wie erkennt man, ob eine gegebene Differentialgleichung exakt ist?

2. Ist eine Differentialgleichung exakt, wie findet man eine Stammfunktion?

Bei den Anwendungen sind die Funktionen P und () meist sogar stetig diffe-
renzierbar. Gibt es also in G eine Stammfunktion F', so ist diese in G dann
zweimal stetig differenzierbar, und nach dem Satz von Schwarz sind die ge-
mischten Ableitungen zweiter Ordnung vertauschbar. Damit erhalten wir die

notwendige Bedingung

OP  PF  OF  0Q
dy  Oydxr Oxdy Ox

Diese Bedingung ist z.B. in 1.6.1 erfiillt. Aus der Analysis ist bekannt, dass bei
beliebigen Gebieten diese Bedingung nicht hinreichend ist. Beschrinkt man sich

jedoch auf einfach zusammenhéngende Gebiete, so gilt auch die Umkehrung:

Satz

Die Funktionen P und Q) seien in dem einfach zusammenhdngenden Gebiet

G stetig differenzierbar. Dann gibt es in G genau dann eine Stammfunktion,

wenn dort
or _ 2
oy  Ox
gilt.

Zum Beweis wird auf die Kurse iiber Analysis verwiesen. Dieser Beweis enthélt
zugleich eine Antwort auf die zweite Frage. Ist namlich (£,7) € G, so erhilt

man lokal eine Stammfunktion durch die Formel

x

F(z,y) :—/P(t,n)dt—l—/@(x,t)dt.

3
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1.6.9

1.6.10

Bemerkung
In den Anwendungen werden als Gebiete meist Rechtecke, Kreisscheiben oder
auch konvexe Gebiete betrachtet. Sie sind einfach zusammenhéngend, so dass

auf sie Satz 1.6.7 anwendbar ist.

Beispiel
Gegeben sei die Differentialgleichung

2y(x — 1
log(l + y2) + 1(+—y2)y' =0

Die Koeffizienten P und @ sind stetig differenzierbar auf R?, und wegen

0 2y
— (log(1+ %)) =
ay(og( +4%)) e
0 (2y(x=1)\ _ 2y
Or \ (1+y2) ) 14972
ist die Bedingung von Satz 1.6.7 erfiillt. Eine Stammfunktion ist
f [ 2tz — 1
F(z,y) = / log(1 4+ 0)dt + / % dt = (z — 1)log(1 +y?).
0 0

Damit erhalten wir alle Losungen durch Auflésung der Gleichung
(z—1)log(1 + %) = ¢

nach y. U

Bemerkung
Ist F' in G eine Stammfunktion, so geniigen nach Satz 1.6.6 alle Losungen ¢
der Gleichung F(z,¢(z)) = ¢ mit einem geeigneten ¢ € R. Man erhilt also

alle Losungen durch Auflésen einer Gleichung der Form
Fla,y)=c
nach y mit einem geeigneten c € R.

Aufgabe

Man bestimme eine Stammfunktion fiir die Differentialgleichung

(32% +y*) + 22yy’ = 0.
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1.6.11

Existenz- und
Eindeutigkeits-

satz

Wir kommen nun zur Losung des Anfangswertproblems bei exakten Differen-

tialgleichungen. Es gilt:

Satz

Die Differentialgleichung 1.6.4 sei in G exakt. Sei (§,m) € G und Q(&,n) # 0.
(€)

Dann gibt es genau eine Lésung y von 1.6.4 mit y(&) =n.

Beweis

Sei F' in G eine Stammfunktion von P und @ . Dann erfiillt die Funktion

folgende Bedingungen:

(i) ¢ istin G stetig differenzierbar,

(i) g—j@,m — Qe £0,

(iii) o(&,m) = 0.

Nach dem Satz {iber implizite Funktionen gibt es ein Intervall I und genau

eine auf I stetig differenzierbare Funktion y mit folgenden Eigenschaften:

1) y(&) =mn,

2) ¢(z,y(x)) = F(z,y(z)) = F(§n) =0 fir ze 1.

Nach Satz 1.6.6 ist y daher Losung von 1.6.4, und dies zeigt die Existenz
einer Losung des Anfangswertproblems. Da umgekehrt jede Losung z des An-
fangswertproblems in einer Umgebung von ¢ die Gleichung ¢(z,z2(x)) = 0
erfiillt, liefert der Satz iiber implizite Funktionen zugleich die Eindeutigkeit

der Losung. U

Ist die Differentialgleichung 1.6.4 in GG nicht exakt, so kann man versuchen, sie
durch Multiplikation mit einer geeigneten Funktion p(z,y) exakt zu machen.
Solche Multiplikatoren, mit denen man die Differentialgleichung exakt machen
kann, nennt man integrierende Faktoren. Da durch g = 0 jede Differen-
tialgleichung 1.6.4 exakt wird, wird diese Funktion ausgeschlossen, und man

erklart:
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1.6.12

Multiplikator,
integrierender
Faktor

1.6.13

1.6.14

Definition

Sei p stetig in Gy C G und p(x,y) # 0 fir mindestens ein (z,y) € Gy .

i heiffit in G ein integrierender Faktor fir 1.6.4 genau dann, wenn

w(z, y) Pz, y) + p(z,y)Q(x, y)y' =0

m G exakt ist.

Ist G, einfach zusammenhéngend und sind g, P und ) in G stetig diffe-
renzierbar, so gilt als Integrabilitédts-Kriterium: p ist in G integrierender

Faktor genau dann, wenn

0 0
a—y(ﬂp) = %(MQ%
was zu

o p_ o 0Q 0P
dy ox or Oy

aquivalent ist.

Beispiel
y—ay =0.
oP 0
Hier ist also P(z,y) =y, Q(z,y) = —x. Wegen Pl 1, 8—Q = —1 ist 1.6.14
Y x

nicht exakt. Wir versuchen, aus 1.6.13 integrierende Faktoren zu bestimmen.

Die Bedingung lautet

o ou
x% +y 3y = —2u.

Man bestétigt sofort, dass folgende Funktionen als Losungen in Frage kommen:

1) p(r,y) = %
2) wz,y) = yi
3) wz,y) = %
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1.6.15

Im 1. Fall ist & im Gebiet {(z,y) | > 0} ein integrierender Faktor # 0. Die

Differentialgleichung lautet nach Multiplikation mit —
x

1
i__y/:07

2

und eine Stammfunktion in diesem Gebiet ist =. Auch im Gebiet {(z,y) |

x <0} ist Y eine Stammfunktion.
T

Der 2. Faktor fithrt im Gebiet {(x,y) | y > 0} oder {(z,y) | y < 0} auf die
exakte Differentialgleichung

xr ,

< | =
<

Eine Stammfunkion ist F(z,y) = z, und wir erhalten alle Losungen durch
Y

Auflésen der Gleichung

|
I
o

Der letzte Faktor fithrt auflerhalb der Koordinatenachsen zu der exakten Dif-

ferentialgleichung
1 1
———y' =0.
r oy

Eine Stammfunktion ist F(x,y) = log|z| —log|y|, und F(z,y) = c¢ fiithrt auf

—=c.
Y

Im ersten Quadranten sind in allen 3 Fiéllen die entstehenden Differentialglei-
chungen exakt. Als Losungskurven erhélt man in allen 3 Féllen die Halbstrahlen

durch Null. Man hat nur jeweils die Konstante geeignet zu wéhlen. O

Aufgabe

Man zeige, dass im Gebiet J x R die Funktion

pla.y) = exp / F(#)dt)
13
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1.6.16

1.6.17

mit £ € J ein integrierender Faktor der linearen Differentialgleichung

f@)y —g(x)+y =0

ist. f und g werden dabei als stetig vorausgesetzt.

Durch Multiplikation der Differentialgleichung mit u(x,y) wird jede Funktion
y, die durch Auflosung der Gleichung p(z,y) = 0 entsteht, Losung der exakt
gemachten Differentialgleichung, ohne dass dies eine Losung der Ausgangsdif-
ferentialgleichung sein muss. Man muss also noch nachpriifen, ob man notfalls
diese Losungen noch wegnehmen muss. Andererseits gewinnt man die Aus-
gangsgleichung durch Multiplikation mit p~! zuriick, und daher sind Auflésun-

gen von u~'(x,y) =0 nach y noch hinzuzunehmen.

Beispiel
y—ay =0
ist nicht exakt. Ein integrierender Faktor ist pu(z,y) = — , der uns die exakte
Y

Gleichung

x /
=y =0

< |+
<

liefert. Die Losungsgesamtheit wird gegeben durch Auflosen von
x
—=c <= y=ar, aecR\{0}.
Yy

nach y. Da pu(x,y) # 0 ist, braucht man keine Losung von 1.6.16 wegzu-
nehmen. p~!(z,y) = 0 fiihrt auf y = 0. Dies ist eine Losung der Differen-
tialgleichung, die in 1.6.16 nicht enthalten ist. Sie muss noch hinzugenommen

werden.

Aufgabe

Man zeige: Ist Q(x,y) in G von Null verschieden und

L ) - )
. = = p(a)
Qz,y) 7
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1.6.18

1.6.19

eine nur von z abhéngige Funktion, so ist jede Losung von

ein nur von = abhéngender integrierender Faktor.

Zum Abschluss dieses Abschnitts betrachten wir nochmals das einleitende Bei-
spiel 1.6.1

r+yy =0.

Wir fanden die Losungen y(z) = +vec—22, ¢ > 0, die Halbkreise um
den Nullpunkt in der oberen bzw. unteren Halbebene darstellen. In den End-
punkten (£+/c,0) sind die Losungen nicht mehr differenzierbar, da 3" dort
entsprechend den senkrechten Tangenten die Werte £oo haben miisste. Diese
Ausnahmestellen kommen deswegen zustande, weil wir y gegeniiber x da-
durch auszeichnen, dass wir die Halbkreise als Funktionen von x beschreiben.
Wir wollen dementsprechend die Differentialgleichung 1.6.1 auch deutlicher mit

d
:z:+ydy 0

notieren.

Die gleichen Halbkreise kénnen wir auch beschreiben durch

{(x(y) =+ve—y?,ye |- \f+ﬂ}

x(y) ist differenzierbar bis auf die Eckpunkte, wo wir jetzt eine waagerechte

Tangente haben, und z(y) ist Losung der Differentialgleichung

@ =0
r— =0.
dy 4

Nach dem Satz iiber die Ableitung der Umkehrfunktion ist

1
2(y) = :
) y'(x)
/ : . . . . dx 1 .
solange y/'(z) # 0 ist. Dies schreibt man deutlicher mit iR Man sieht
y =4

dx
so, dass die Differentialgleichung 1.6.19 aus 1.6.18 formal entsteht durch Multi-
plikation mit dx und Division durch dy . Eine strenge Rechtfertigung folgt aber
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1.6.20

1.6.21

1.6.22

nur mit unseren Uberlegungen zur Ableitung der Umkehrfunktion. SchlieBlich
konnen wir eine Darstellung der Kreise um Null angeben, die keine der Koor-

dinaten x oder y auszeichnet. Dies leistet z.B. die Parameterdarstellung
z(t) = v/ccost , y(t) =+/csint,
t €10,2n].

x und y sind stetig differenzierbar und geniigen der Differentialgleichung

d d
x—x+ LA

YW_y.
T

d
Solange d—:: # 0 ist, kann die Gleichung = = z(¢) nach t aufgelost werden

und ¢t = t(z) in y(t) eingesetzt werden. Fiir die Integralkurven erhalten wir

so die Darstellung

(x(t),y(t) = (z,y(t(x))) = (z, §(x)) .
y ist differenzierbar, und es gilt bekanntlich

dy dy dx

dr dtdt
y geniigt der Differentialgleichung 1.6.18, die wir also formal aus 1.6.21 erhal-
ten durch Multiplikation mit dt und Division durch dx .
Aus der Parameterdarstellung 1.6.20 erhalten wir weitere Parameterdarstellun-
gen, indem wir ¢ = h(7) setzen mit einer differenzierbaren Funktion A. Dann

gilt fiir die Funktionen

#(r) = wlh(n), i) = ylh(r),
il de ooy i ,
51 = )R, o) = () R (7).

Diese geniigen der Differentialgleichung

dx dy
T — — =0.
ade + ydT
Bis auf Umbenennung der Variablen ¢ liegt also wieder die Differentialglei-
chung 1.6.21 vor. 1.6.21 ist also invariant gegen Parametertransformationen,

und man notiert sie daher auch in der parameterfreien Form
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1.6.23

1.6.24

parameter-
invariante
Form der
Differential
-gleichung
1.6.25

1.6.26

rdr+ydy =0,

in der keine der Koordianten x und y ausgezeichnet ist. Entsprechend diesem

Beispiel erklaren wir

Definition

Die Funktionen P und @) seien stetig im Gebiet G . Als Lisungen der Diffe-

rentialgleichung

P(z,y)dx + Q(z,y)dy =0

bezeichnet man jede Kurve (x(t),y(t)) mit t € |o, B[, die dort den folgenden
Bedingungen geniigt:

(1) z,y sind stetig differenzierbar,
(2) (2z(t),y(t) € G,
(3) P (x(t),y(t) & (t) + Q (x(t),y(t) ¥(t) = 0.

Dabei ist

Aufgabe

Man ermittle die Losungskurven der Differentialgleichung
2eydx +dy = 0.

Man gebe die Kurve an, die durch den Punkt (0,2) geht.

Entsprechend der Definition 1.6.3 nennt man die Differentialgleichung 1.6.25
in G exakt, wenn es in G eine Stammfunktion zu (P,Q) gibt. Dann folgt

ganz analog zu Satz 1.6.6
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1.6.27

Satz

1.6.25 set in G exakt und F sei in G eine Stammfunktion. Dann ist die
Kurve (z(t),y(t)) in I mit stetig differenzierbaren Funktionen x und y sowie

(z(t),y(t)) € G genau dann eine Losung der Differentialgleichung, wenn
F(z(t),y(t)) =c firjedes tel

mit einem ¢ € R gilt.
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Losungen zu den Aufgaben

Losungen zu 1.1

1.1.30 Die Isoklinen sind die Parallelen zur x—Achse. Sie liefern das in der nachfol-
genden Abbildung dargestellte Richtungsfeld. In der oberen Halbebene ist der
Anstieg in jedem Linienelement negativ und in der unteren Halbebene ist der

Anstieg jeweils positiv.

_— T~ — — — — — — — —

— Y Y — — —  — — —

//////////_1//////////

A
m
A
[
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Losungen zu 1.2

1.2.10 Die Differentialgleichung ist
!/ ex -y
Y 1+e” ‘

und hat getrennte Variable. Es ist (£,17) = (0,1) mit g(n) = g(1) = e ! # 0.
Nach 1.2.5 hat das Anfangswertproblem genau eine Losung, und diese ist be-

stimmt durch

y T

et
/edT:/mClt7

1 0

d.h.
e —e = log(l+e”)—log(2)

— log (%(Hew)) |

Damit lautet die Losung

(o) = tog(log (51 +)) +0).

Das maximale Existenzintervall ist offenbar R.

1.2.20 Man wihle die Transformation

_ Yy

u==.

x

Dann ist 3’ = v + x4’ und wir erhalten fiir u die Differentialgleichung

, 11 —2u—2u?
Uyv=———"
T 1+ 2u

und die Anfangsbedingung fiir y ergibt die Bedingung
u(l) =0.

Trennung der Variablen ergibt die Beziehung
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14 2u 1
———du= [ —d .
/1—2u—2u2u /x THe

1+2u 1
T = —2 log |1 — 2u — 22
/1—2u—2u2“ 5 10g [l —2u—2u,

folgt

2|:

1
—3 log |1 —2u —2u log |z| + c.

1
Wegen der Anfangsbedingung u(1) = 0 finden wir fir ¢ : ~5 log(1) = ¢, also

¢ =0, und somit gilt fiir die gesuchte Losung

log|l —2u—2u?| = —2logz

— —logle?)
so dass
log| (1 —2u—2u?)2* =0.
Da u(1) =0, gilt — zumindest lokal um 1 —

1
1—2u—2u2:—2.
X

Auflésung dieser quadratischen Gleichung ergibt dann fiir u

1 1
u(z) = —5 + 2—\/3x2 - 2.
x

und daher fiir y

1 1
y(x) :—§:E+§\/3:B2—2.

Man bestétigt die Richtigkeit des Ergebnisses leicht durch Einsetzen in die
Differentialgleichung.
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Losungen zu 1.3

1.3.17 Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung bestimmt man durch Tren-

nung der Variablen zu (vgl. das Beispiel nach Satz 1.3.9)

d 1
/—y—i-/—dx—cl,
Yy x

also
log |yz| = ¢
und damit
Co
y=—.
x

Eine Losung der inhomogenen Gleichung bestimmen wir durch den Ansatz

und die allgemeine Losung ist
c 14
y(z) = -t

3
Einsetzen der Anfangsbedingung y(1) = 1 ergibt ¢ = 1 Die gesuchte Losung
ist daher

y(z) = % (fw%) |

Sie existiert im Intervall |0, oof.

1.3.19 2o sei in J eine nichttriviale Losung der homogenen Gleichung. Dann gibt es

Konstanten ¢; und ¢3 € R mit ¢y # 0 und
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y(r) = yi(x) +ecrzo(),
Y2(7) = yi(w) + c2z0(w)

fir x € J.

Damit ist

y(@) —pil@) _a

ya(z) —wn(x) e
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Losungen zu 1.4

1.4.8 Wesentlich ist, dass durch die Gleichung
U=y

eine in beiden Richtungen stetig differenzierbare Abbildung des Gebietes y < 0
auf das Gebiet u > 0 bzw. u < 0 (a ungerade bzw. « gerade) erklért wird.
Damit sind alle Schliisse zu Satz 1.4.4 durchfiihrbar.
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1.5.12

Losungen zu 1.5

Esist f(z)=—€", g(z)=1 firz eR, h(z)=—be .

Die Voraussetzungen an f sind erfiillt. Die zugeordnete lineare Differential-

gleichung lautet
u' —2u +5u=0.

Wie wir spéter noch zeigen werden, erhédlt man sdmtliche Losungen dieser Dif-

ferentialgleichung mit
u(z) = ae® cos2x + be® sin2zx, a,b € R.

(Man bestétigt durch Einsetzen, dass u Losung ist.) u erfiillt die Anfangsbe-

dingungen
w(0)=a , u(0)=a+2b.
Man bekommt alle in einer Umgebung von Null definierten Losungen der Ric-

catischen Differentialgleichung in der Form

1w
Y@ = =50 ule)

wobei u alle in einer Umgebung von Null nicht verschwindenden Losungen der

Differentialgleichung zweiter Ordnung durchléuft. Es ist also a # 0, und die
Anfangsbedingung fiir y ergibt die Bedingung

o W(0)  a+2b

Wegen a # 0 ergibt sich fiir b die Formel

a
b_§(77_1)7

und die Losung des Anfangswertproblems ist

_.(a+2b)e* cos 2z + (b — 2a)e” sin 2z
ae® cos 2x + be* sin 2z ’

y(z) =e

Hiermit folgt
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a+ 2b=na,
a
b—2a=—=-(n—>5
a=5(n->5)
und damit
1 .
1 cos 2z + 5(77 — 5)sin 2z
y(z) = 1
e* cos 21 + 5(77 — 1)e*sin 2x
Man sieht, dass man fiir jedes a # 0 die gleiche Losung erhélt. Das zeigt
zugleich die Eindeutigkeit.
1.5.26 Man erhélt zundchst die partikuldre Losung

yo(z) =x

mit R als maximalem Existenzintervall. Weitere von yq verschiedene Losungen

bestimmen wir durch die Transformation

1 1
Yy=%+t—=x+— , U#O
u u

Dann ist

I /
Yy = 1 - Eu )
und u geniigt der Differentialgleichung

u = —2zxu—1.

Die homogene Gleichung hat die allgemeine Losung

eine Losung der inhomogenen Gleichung. Die allgemeine Losung ist daher
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u(w) = e [c = E(x))
und damit
1:2
y(z) = 24+ -—Fprs B
_ z(c—E(x)) + v’
B ¢c— E(x)
¢ — E(x) hat genau eine Nullstelle a, also sind die maximalen Existenzinter-
valle
| —o0,af und o, 00].
1.5.27 Wir betrachten in I die Funktionen

(x) L 1,2,3
u,(r) = ———-——— ,v=123.
yo(x) = yo()
Nach Satz 1.5.14 sind dies in I Losungen einer linearen Differentialgleichung,
die nach Voraussetzung paarweise verschieden sind. Nach Aufgabe 1.3.19 ist

dann

Nun ist

yo(x) — 31 (2)

u, () —uy(z) = _ul(x)yy(x) — Yo()

Y

und das liefert die Behauptung.
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Losungen zu 1.6

1.6.10 Es ist

oP 0Q

REE— — =2
ay y Y ax y Y

also ist die Differentialgleichung in R? exakt. Eine Stammfunktion findet man

mit

F(z,y) =

C—x

(3t?)dt + f 2zt dit
0
= 2+ xy’.
Also findet man alle Losungen durch Auflésen von
3+ xy2 =c

nach y.
1.6.15 Es ist

P(x,y) = f(z)y—g(w),

Qr,y) = 1.
Da f und ¢ in J stetig sind, existieren die partiellen Ableitungen %(MP)
und (%(u@) , sind in J x R stetig und erfiillen

SoP) = W =i

0 5y HQ) = uf@+qu nf -

Damit ist die Behauptung gezeigt. Eine Stammfunktion ist

F(z,y) = yexp /f dt / ) exp /f dT
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1.6.17 Sei p eine Losung der Differentialgleichung
W= p(x)p
Dann gilt
0 o, oQ
oy P = 1@+ o
0Q
= (pQ)p+p-
(9P _0Q\ 00
N oy Oz pH ox
or 0
= pu— = —(uP).
"5y ay<“ )
Das ist die Behauptung.
1.6.26 Esist P(z,y) =22y , Qz,y)=1.

opP _ 9Q _
oy 7 oxr

chung fiir integrierende Faktoren lautet hier

Da 2z 0, ist die Gleichung nicht exakt. Die Differentialglei-

ol ol
20y— + 2zp = — .
Wy T = os

Jeder nur von z abhéngige integrierende Faktor ist Losung der Differential-

gleichung
W= 2xu.

Wir wéhlen die Losung
p(x) = e,

und damit ist
2xye“2da: + eIQdy =0

exakt. Eine Stammfunktion ist
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Flz,y) = / (uP) (£,0)dt + / (4Q) (. t)dt

72

= ye
Alle Losungen erfiillen damit die Gleichung
y(t) exp ((a(6))?) = c.

Man wihlt z(t) = ¢ und erhilt y(t) = ce~ . Die Kurve durch den Punkt
(0,2) erfiillt

2 =1y(0),
und daher ist ¢ = 2 zu wahlen. Dies liefert die Kurve

o(t)=t, yt)=2e".
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