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Kurzreferat

In der vorliegenden Arbeit wird, ausgehend von der Harsanyi-Dividenden-Darstellung der
Weighted-Shapley-Values, eine neue Klasse von T'U-Values in Dividenden-Darstellung
eingefiihrt, die die Weighted-Shapley-Values zusétzlich auf zur Koalitionsfunktion pro-
portionale Varianten erweitert. Wir erhalten so u.a. ein proportionales Analogon zum
(symmetrischen) Shapley-Value. Eine weitere neue Klasse gewichtet nicht nur mit Ge-
wichten und Koalitionswerten von Einerkoalitionen, sondern von allen Koalitionen, die
einen Spieler enthalten, dhnlich dem Proportional-Value ([Ortmann 2000]), allerdings in
Dividenden-Darstellung. Auch diese Klasse enthélt den Shapley-Value. Neu ist hier das
Konzept der Value-Dividenden, die unter anderem eine dquivalente Charakterisierung des
Shapley-Values zu der aus [Myerson 1980], Erfiillung des Balanced-Contributions-Axiom
in Verbindung mit der Pareto-Optimalitat, erlauben.

Die T'U-Values aus dem ersten inhaltlichen Kapitel werden, mit Erweiterung der Myer-
sonschen Graphen-Koalitionsfunktion zu einer Hypergraphen-Koalitionsfunktion, zu neu-
en Hypergraphen-Values modifiziert, wobei die erste Klasse von ihnen den Myerson-Value
enthélt. Anhand eines Beispiels von [Deng und Papadimitriou 1994] wird untersucht, in-
wieweit mit diesen Values Spiele auf Graphen und Hypergraphen effizient 16sbar sind.

Der Hauptteil der Arbeit liegt auf Losungskonzepten von Level-Structures, das sind
hierarchisch aufgebaute Folgen von Partitionen, in denen von Stufe zu Stufe die Zusam-
menarbeit steigt und somit die Anzahl der Komponenten sinkt. Mithilfe von Algorithmen
erweitern wir die anfangs entwickelten T'U-Values zu LS-Values, die den Level-Structure-
Value ([Winter 1989]) einschliefen. Auch fiir den Proportional-Value ([Ortmann 2000])
geben wir eine Level-Structure-Variante an, wobei sich allgemein alle Pareto-effizienten
TU-Values erweitern lassen, sogar Kombinationen von unterschiedlichen TU-Values. Als
Nebenprodukt erhalten wir eine neue kompaktere Charakterisierung des Proportional-
CS-Values aus [Huettner 2015]. Mit der Algorithmus-Variante fiir Nested-Partitions, das
ist eine spezielle Koalitionsbildung innerhalb der Level-Structures, ist eine effiziente Aus-
zahlungsberechnung moglich, wenn der Grad der Level-Structure begrenzt ist. Zusétzlich
werden weitere neue Klassen von LS-Values in Dividendenform eingefiihrt, wobei zwei
den Level-Structure-Value einschlieen und die dritte den Shapley-Value enthélt.

Zum Abschluss stellen wir einen Ansatz vor, der allgemein auf beliebige, fiir die Spielsi-
tuation relevante, Koalitionsbildungen anwendbar ist. Dabei wird bei der Auszahlungsbe-
rechnung mit den neu eingefiithrten TU- und LS-Values in Dividendenform eine relevante
Koalitionsfunktion verwendet. Es wird gezeigt, dass, wenn die Anzahl der relevanten Ko-
alitionen durch ein Polynom k-ten Grades beschréinkt ist, eine effiziente Auszahlungsbe-
rechnung moglich ist.
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Symbol- und Abkiirzungsverzeichnis

|A| Die Kardinalitéit einer Menge A

|z], [z] Untere bzw. obere Gauflklammer

oN Die Menge aller Teilmengen von N

Cp Die Menge aller Komponenten C* € P*, P‘ € P, fiir 0 < ¢ < h,
C*(i) Die Komponente des /-ten Levels P’ von P, die Spieler i enthélt
C’S Die g-te Komponente des ¢-ten Levels P¢ € P

Cs(4) Die Komponente C™ (i) mit m = max ¢ (5.7.15

0<e<h—1,C (i)CS

Cs Die Menge {C's(j) : j € S} (.7.15)

CL(4) Die Koalition, die die Schnittmenge C*(i) N T ist (5.7.8))
C\Jrf}Z Die Menge {C*NT : C* C CM1(i),C*NT # 0} (5.7.8)

CF — Spiel Ein Spiel (V,v) zusammen mit einer Conference-Structure (2.0.10))
CO — Spiel Ein Spiel (IV,v) zusammen mit einer Cooperation-Structure ([2.0.10))

A (T) Die Harsanyi-Dividende der Koalition 7" im Spiel v

gV Die Menge aller T'U-Spiele der Spielermenge N

gf n Die Menge aller positiven T'U-Spiele der Spielermenge N

GLsy Die Menge aller LS-Spiele der Spielermenge N

(IA) Induktionsannahme

H Eine Menge von Hyperkanten

HY Die Menge aller Hyperkanten auf N

H|r Die Restriktion der Hyperkantenmenge H auf 7' C N

Kr Koeffizienten fiir die Berechnung von Sh™® bzw. ShKNF (5.3.4))

L Eine Menge von Kanten (2.0.10))

LSY Die Menge aller Level-Structures P auf N

1 Der Myerson-Value

N* Die Indexmenge N = {1,...,m(l)} der Komponenten eines Levels
P'={C1,....Ch}

N} Die Indexmenge {s € N*: Ct C C/™'}

Nle Grundlegende Spielermenge der Spieler ¢ € N einer Komponente C' € Cp



pP/P*

Qf(v,w),T
Qoaw)r
Qv
Qlosw).r
Qo7

Q’U,T

R, R
Sh

Symbol- und Abkiirzungsverzeichnis vii

Eine Conference-Structure bzw. ein Hypergraph

Eine Cooperation-Structure bzw. ein Graph

Ein TU-Spiel, auch kurz v

Ein CS-Spiel, auch kurz (v, P)

Ein LS-Spiel, auch kurz (v, P)

Die Gesamtheit aller Spieler

Die Menge der nicht relevanten Koalitionen (j5.3.1)

GrofB3-O-Notation bzw. Landau-Symbol

Der Owen-Value (2.5])

Der Proportional-Value ,

Der Proportional-Value- LS-Value (5.5.1])

Der Proportional-Value- NP-Value (|5.5.7))

Der Owen-Type-Proportional-Value

Die Menge aller Partitionen von N

Diejenige Komponente der Partition P, der Spieler ¢ angehort

Eine Partition von /N in maximal zusammenhéngende Teilhypergraphen
Eine Level-Structure, eine Folge von Partitionen auf N

Der /-te Level von P bzw. die /-te Partition der Folge P = (P°, P*,..., P")
Die Restriktion einer Partition auf N auf eine Partition auf T C N durch
Elimination der Spieler von N\T, gegeben mit P|y = {C NT|C € P}\{0}
Die Restriktion einer Level-Structure auf N auf eine Level-Structure auf
T C N durch P|lp = (P°|p, P!z, ..., P"|7) mit (T, v|r, P|r) als Restriktion
des LS-Spiels (N, v, P) durch eine Teilmenge T C N

Die Level-Structure, die von P induziert wird, wenn wir die Komponenten
von P* als Spieler betrachten

Das totale f-gewichtete Anteilsverhéltnis

Das fA-gewichtete Anteilsverhéltnis

Das totale fiir Hypergraphen f-gewichtete Anteilsverhéltnis

Das fl-gewichtete Anteilsverhéltnis

Das fS-gewichtete Anteilsverhéltnis

Das total zu v proportionale Anteilsverhéltnis

Die positiven reellen Zahlen

Die Menge der relevanten Koalitionen (|6.0.1]

Der Shapley-Value ([2.2)
Die Shapley-Auszahlung fiir den Spieler i (analog fiir alle Values)



Symbol- und Abkiirzungsverzeichnis viii

Sh' Der zu f(v,w) zugehorige f-Weighted-Shapley-Value ((3.4.1))

ShFALS Der f-Weighted-ALS-Shapley-Value

Shit Der f-Weighted-Shapley-Value-For-Hypergraphs

Sh/ES Der f-Weighted-ILS-Shapley-Value (5.7.1))

ShISLS Der f-Weighted-SLS-Shapley-Value

Shi Der Shapley-Value-For-Hypergraphs

Shid Der Level-Structure-Value

ShNP Der Nested-Partitions-Shapley-Value (|5.3.1])

ShP Der Proportional-Shapley-Value (3.3.1])

ShrH Der Proportional-Shapley-Value-For-Hypergraphs (siehe nach
ShPNP Der Proportional-Nested-Partitions-Shapley-Value

ShPo Der Proportional-Weighted-Shapley-Value

Sh¥ Der zu f(v,w) zugehorige Totally- f-Weighted-Shapley-Value
ShiH Der Totally- f-Weighted-Shapley-Value-For-Hypergraphs (4.3.1))
ShiR Der Totally- f-Weighted-Shapley-Value-For-Relevant-Coalitions (6.0.3])
Sh'P Der Totally-Proportional-Shapley-Value (|3.6.1))

ShirH Der Totally-Proportional-Shapley-Value-For-Hypergraphs
Shis Der Totally-Symmetric-Shapley-Value

ShisH Der Totally-Symmetric-Shapley-Value-For-Hypergraphs

Sh¥ Der zu w zugehorige Weighted-Shapley-Value )

Oy, (v) @éiv) Die zum Value p(v) fiir den Spieler i zugehorige Value- bzw.
LS-Value-Dividende (3.6.3),
t(F,),t(W,), Anzahl der Elementaroperationen innerhalb der For-Schleife, der
t(Z,)  While-Schleife und der Zuweisung von Zeile r

v Die Koalitionsfunktion v, manchmal auch kurz fiir das TU-Spiel (N, v)

vl Die Hypergraphenkoalitionsfunktion ([2.19)

VP Eine von v induzierte Koalitionsfunktion fiir Nested-Partitions

v B Die relevante Koalitionsfunktion (6.0.1])

(v, P) Ein LS-Spiel, auch (N, v, P)

v/P* Das auf der Partition P‘ definierte Zwischenspiel (N*,v/P*, P/P") mit den
Komponenten von P als Spielern

vl Restriktion oder Einschrénkung von v auf die Menge T

w Ein Vektor von positiven Gewichten

w;, Wr Koordinaten eines Gewichtsvektors w, die Gewichte der Spieler ¢ bzw. T’



Abbildungsverzeichnis

[>.1 Baum mit ausgezeichneter Wurzel| . . . . . . . ... ... 00 37
b2 Atomare Partitionl . . . . . . .. .. ... ... 37
(.3 Partitionen auf Ebene 11 . . . . . . . . . ... ... 38
(.4 Partitionen auf Ebene 20 . . . . . . . .. ... L 38
(5.5 Nested-Partitions . . . . . . . . . . . .. 39
5.6 Geschachtelte Partitionen auf einem Baum mit Blattern in unterschiedli- I
[ chen Ebenenl. . . . . . . . .. 39
B.7 Tevel-Structurel . . . . . . . .. ... 40
[5.8  Koalitionsstruktur des Rechenbeispiels| . . . . . ... ... ... ... ... 46




Kapitel 1
Einleitung

1.1. Problem

Ein grofler Vorteil der kooperativen Spieltheorie gegeniiber der in Anwendungen bisher
viel weiter verbreiteten nichtkooperativen Spieltheorie besteht darin, dass man sich nicht
um verfahrenstechnische Einzelheiten wie Strategien und Aktionen der einzelnen Spieler
kiimmern muss. So duflert sich Robert Aumann in einem Interview mit Eric van Damme
[van Damme 1998]:

”And I agree with you that an important advantage of the cooperative theory
is that it takes a broader, more fundamental view, that it is not so obsessed
with procedural details; its fundamental parameters are the capabilities of
players and coalitions.”

Statt sich mit Strategien, wie in der nichtkooperativen Spieltheorie, zu befassen, ori-
entieren wir uns in der kooperativen Spieltheorie an der Auszahlungﬂ Dabei sind in
den Anwendungen meist eindeutige Auszahlungen erwiinscht. Wir betrachten deshalb
nur punktwertige Losungskonzepte, also eine Vorgehensweise, die immer genau zu einer
einzigen Losung fiithrt. Greifen wir beispielsweise als zentrales Verfahren den Shapley-
Value heraus. An ihm wird deutlich, zu welchem Problem es in der Praxis kommen kann.
Gewohnlich sind bei der Berechnung des Shapley-Values die Koalitionswerte aller mogli-
chen Koalitionen der Akteure zu beriicksichtigen. Bei n Akteuren sind dies (mit der leeren
Menge) 2" viele Koalitionen. D.h. fiir den Shapley-Value ergibt sich im Allgemeinen ei-
ne exponentielle Laufzeit im Bezug zur Anzahl der Spieler. Es stellt sich die Frage, fiir
welche Anwendungen dieses grundlegende Problem gelost werden kann. Als Abhilfe wére
eventuell einerseits eine Reduzierung der Eingabeldnge geeignet, in dem in bestimmten
Einsatzbereichen nur praktisch relevante Koalitionen herangezogen werden miissen oder
dass bei der Durchfithrung der Berechnung selbst nicht alle Koalitionen einzeln Verwen-
dung finden. Vielversprechend erscheinen in diesem Zusammenhang Strukturen auf der
Spielermenge wie Partitionen oder Graphen mit entsprechenden Losungskonzepten, da
hier nur ein Teil aller moglichen Koalitionen eine préferierte Stellung besitzen.

ISiehe gleiches Interview wie vorher [van Damme 1998].
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1.2. Aufgabenstellung

In seinem Aufsatz ”Values of games with a priori unions” [Owen 1977] stellt Guilliermo
Owen eine Verallgemeinerung des Shapley-Values auf Partitionen vor, den Owen-Value.
Owen weist in diesem Aufsatz darauf hin, dass sein Value in dem Sinne erweitert werden
konnte, indem er auch auf kleinere Untereinheiten der Komponenten und wieder auf noch
kleinere Untereinheiten dieser Untereinheiten usw. angewendet wird. Auf diesen Gedan-
ken macht auch Frank Huettner in seiner Bachelorarbeit [Huettner 2010] aufmerksam.
Bezugnehmend auf Owen, schldgt Huettner fiir seinen Owen-Type-Proportional-Value ei-
ne analoge Verallgemeinerung ebenfalls auf solche Strukturen vor, die aus in sich immer
tiefer verschachtelten Partitionen bestehen. Diese Erweiterungen des Owen- bzw. Owen-
Type-Proportional-Values fiihren uns unmittelbar zur Aufgabenstellung:

Wir betrachten eine Menge von n Spielern, deren Organisationsstruktur durch einen
Baum mit ausgezeichneter Wurzel (Definition beschrieben werden kann. Wir den-
ken z. B. an eine hierarchisch gegliederte Verbandsstruktur, mit Landes-, Kreis- und Orts-
verbénden, eine entsprechend aufgebaute Vereins- oder Parteistruktur oder dhnliches. Die
eigentlichen Spieler sind nur die Elemente der Einheiten, die keine weiteren Untereinhei-
ten besitzen, im Baummodell also die Blatter des Baums. Die Auszahlung soll so gestaltet
werden, dass am Anfang die oberste Einheit die Gesamtauszahlung besitzt und an alle
néchstoberen Einheiten weiterreicht, diese geben ihre Anteile an die ihnen untergeordne-
ten Einheiten weiter usw. bis am Schluss die Einzelspieler ihre Auszahlung erhalten. Um
in Worten der Verbandsstruktur zu sprechen: Der Gesamtverband (Wurzel) schiittet seine
Gewinne an die Landesverbénde (Kinder der Wurzel) aus, dann iibergibt jeder Landes-
verband seinen ihm zugewiesenen Anteil an die ihm zugeordneten Kreisverbénde (Kinder
der Kinder der Wurzel), die wiederum reichen ihre erhaltenen Anteile an die Ortsverbénde
weiter und zu guter Letzt erhalten alle Mitglieder (Blétter) ihre Auszahlung. Die Kom-
plette Auszahlung wandert vollstéindig von der Wurzel durch den Baum zu den Bléattern.

Um dieses Auszahlungsschema anzuwenden, bilden wir Partitionen im Sinne des oben
aufgefiihrten erweiterten Owen-Values und ermitteln mit diesem innerhalb jeder Partition
eine Auszahlung fiir die Elemente der einzelnen Komponenten. Die Auszahlungen der
einzelnen Elemente bilden die jeweils zur Verfiigung stehende Gesamtauszahlung fiir die
Elemente der néchstkleineren Partitionen usw. bis am Ende alle Spieler ihre Auszahlung
erhalten haben. Analog soll anschlieSend der Owen-Type Proportional Value anstatt des
Owen-Values fiir eine Erweiterung verwendet werden. Ausgangspunkt dieser Arbeit war
Professor Hochstéttlers Idee, dass es moglich sein miisste, durch diese Vorgehensweise die
Auszahlungsberechnung in polynomialer Zeit im Verhéltnis zur Anzahl n der Spieler zu
ermitteln.

Des Weiteren untersuchen wir Graphen- und Hypergraphenstrukturen der Spielermen-
ge, die eine effiziente Berechnung zulassen konnten. Zusétzlich wird in dieser Arbeit ein
neuer Ansatz vorgestellt, der allgemein auf beliebige, fiir die Spielsituation relevante, Ko-
alitionsbildungen anwendbar ist.



Kapitel 2
Definitionen, Sitze und Vereinbarungen

Vereinbarung 2.0.1. Den Begriff ,,Koalitionsstruktur® aus dem Titel der Diplom-
arbeit interpretieren wir nicht, wie in der Literatur allgemein iblich, zwingend als die aus
dem Englischen (”coalition structure”) wortlich iibersetzte Bezeichnung fiir eine Partition
der Spielermenge. Vielmehr fassen wir ihn allgemeiner auf. In dieser Arbeit verstehen
wir darunter eine strukturierte Koalitionsbildung, d.h. von allen theoretisch mdglichen
Koalitionen werden nur bestimmte Koalitionen tatsdchlich eingegangen oder es werden
nur bestimmte Koalitionen als bedeutend angesehen, was sich in der Koalitionsfunktion
niederschligt.

Die folgenden Definitionen und Bezeichnungen entnehmen wir weitgehend aus einem Auf-
satz von Frank Huettner [Huettner 2015, der in weiten Teilen auf seiner oben zitierten
Bachelorarbeit autbaut, deutsche Bezeichnungen gehen meist auf [Wiese 2005] zuriick:

Definitionen und Bezeichnungen 2.0.2. Gegeben sei eine unendliche Menge N, die
Gesamtheit aller Spieler. Ein Koalitionsspiel (N,v) bei transferierbarem Nutzen (TU-
Spiel) ist eine nichtleere und endliche Menge N C N (die Spieler) zusammen mit einer
Abbildung (Koalitionsfunktion) v,

ve {f: 2N = R|f(D)

0},

i der englischsprachigen Literatur als ”characteristic function” bezeichnet. Hierbei be-
deutet 2V die Menge aller Teilmengen von N. Die TU-Spiele (kurz nur Spiel), erhalten,
wenn keine Verwechslungsgefahr mit der Koalitionsfunktion besteht, aus Vereinfachungs-
grinden ebenfalls das Symbol v. Die Menge aller TU-Spiele mit der Spielermenge N
bezeichnen wir mit G und die Klasse aller TU-Spiele mit G, die Menge aller positiven
Spiele auf N mit GY, = {v € G : v(S) > 0 fir alle S C N, S # 0}. Teilmengen S C N
nennen wir Koalitionen und fir eine Koalition S heifst v(S) der Wert von S.

Eine Partition P ist eine Menge von nichtleeren, paarweise verschiedenen und N
ausschopfenden Teilmengen von N, die auch als Coalition-Structure bezeichnet wird.
Die Menge aller Partitionen von N ist gegeben durch PN. Ein TU-Spiel zusammen mit
einer Partition ergibt dann ein Partitions-Spiel oder CS-Spiel (N, v, P), bzw. kurz (v, P)
wenn N klar ist. Mit GP bezeichnen wir die Menge aller C'S-Spiele, mit GP .. die Menge
aller positiven CS-Spiele. Die Elemente einer Partition P heiffen Komponenten und
P(i) = C € P ist diejenige Komponente, der ein Spieler i bei der Partition P angehirt.

Fir v € GN und T C N bezeichnen wir das TU-Spiel v|r, das mit (N,v) auf der
Spielermenge T' C N dibereinstimmt, und somit Teilmengen von T' dieselben Werte zuweist
wie v, formal v|p(S) = v(S) fir alle S C T, als die Restriktion oder Einschrinkung
von v aufT. Aus einer Partition auf N folgt eine Partition auf T C N durch Elimination
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der Spieler von N\T, gegeben mit Plr = {C NT|C € PY\{0}, (v|r, P|r) ist dann die
Restriktion des CS-Spiels (v, P) durch eine Teilmenge T C N. Ist klar, dass fir eine
Partition P; nicht die Spielermenge N die Grundmenge ist, sprechen wir von P; einfach
als Partition und die grundlegende Spielermenge der Partition P; bezeichnen wir mit
N|p,. Jedes CS-Spiel (v, P) induziert ein Zwischenspiel mit den Komponenten von P
als Spielern. Die zugehdorige Koalitionsfunktion v/ P ist gegeben durch

(v/P)(T) = v( U c), fiir alle T C P, (2.1)

cer

Als TU-Value, kurz nur Value oder punktwertiges Lésungskonzept, definieren wir
einen Operator ¢, der allen v € GV fiir alle N C N einen Auszahlungsvektor ¢(v) € RV
zuweist, mit der Bedeutung, dass ¢;(v) die Auszahlung des Spielers i im TU-Spiel v ist.
Wir definieren den Shapley-Value Sh [Shapley 1953b] in folgender Form:

(s —1D)l(n—s)! ,
Shi(w) =) T [0(8) = u(S\{i})] (22)
SCN,
55i
fiir alle N C N, v € GN undi € N, wobei wir s := |S| und n := |N| gesetzt haben. Der
Proportional- Value iy nach [Ortmann 2000] bzw. [Feldman 1999] ist rekursiv definiert
fiir alle N TN, SCN, vEgi\; und i € S durch

bi(v]s) = v() ' — fiir |S] > 1 (2.3)
ey ¥;(v]s\(iy)
IS\ i (s ()
und
Vi(vly) = v({i}) fir |S|=1. (2.4)

Ein CS-Value ist ein Operator o, der (v, P) fir alle N C N, P € PN und v € GV
einen Auszahlungsvektor o(v, P) € R™ zuweist. Der Owen-Value Ow [Owen 1977] ist

dann mit by, s = l("gl)f1 fiir alle NCN,PePN, vegN undie N gegeben durch

n

Owi(w, Py= 33" bpym - bieos [U(CLEJTC'USU{Z'}> —U<CU€TCUS)] .

TCP\P(i) SCP(i)\{i} 2:5)
2.5

Auf den Owen-Value bezieht sich Huettner bei der Konstruktion seines Owen-
Type-Proportional-Values  [Huettner 2010], den er spéter Proportional-CS-Value
[Huettner 2015] nennt:

Definition 2.0.3. Fir alle N C N,v € GY. P € PN und i € N bezeichne ¢ fiir das
zugehorige TU-Spiel (N,v) den Proportional-Value . Dann ist fir allei € N der
Proportional-CS-Value w rekursiv gegeben durch

Vst ((v]s)/Pls)

( |S\{2}7P|S\{ })
1+
dePls i\ {i} @i (v|s\g1: Pls\i3)

@i(vs, Pls) =

ir |(Pls(i))] > 2 (2.6)
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und

@i(vls, Pls) = vy ((vls)/Pls) fir Pls(i) = {i}. (2.7)
In der nachstehenden Definition beziehen wir uns auf [Huettner 2015]:

Definition 2.0.4. Lisungskonzepte fir Koalitionsspiele (N,v), fir die, wenn |[N| = 2,
i,jEN,i#] .
div) = v({i}) + 5 [o({i, 7}) — v({i}) — v({5})] (2.8)

gilt, werden als Standardlésungskonzepte bezeichnet; gilt v({i}) > 0 fir alle i € N
und

({i,7}) —v{i}) —v({j}) v({i j})
v({i}) +o({5}) ({i}) +v({5})

bezeichnen wir sie als proportionale Lésungskonzepte.

6i(v) = v({i}) + v({a}) = - v({i}),  (2.9)

Shapley verwendet in [Shapley 1953b] eine besondere Art von Spielen:

Definition 2.0.5. Fliir jede Menge T C N,N C N, T # 0, sind die Einmiitigkeits-
spiele ("unanimity game”) (N, ur) definiert durch

uT(S):{l’ falls T C S, (210)

0, sonst.

In [Shapley 1953b] wird gezeigt, dass die Koalitionsfunktion v jedes Spiels (N,v) € GV
eindeutig als Linearkombination der Koalitionsfunktionen der Einmiitigkeitsspiele mit

v=> A(T)ur (2.11)

AL(T) =) (=D 5l(s) (2.12)

gegeben sind. Manchmal ist es giinstig, ein Spiel nicht nur in der Darstellung mit einer
Koalitionsfunktion zu betrachten. Harsanyi verwendet dafiir die Koeffizienten aus Glei-
chung sogenannte Dividenden [Harsanyi 1959, [Harsanyi 1963], die oft eine bessere
Einsicht in die Struktur eines Spiels liefern:

Definition 2.0.6. (Nach [Macho-Stadler et al.2010]) Fiir N C N, v € GV und Ko-
alitionen S C N sind die Harsanyi-Dividenden (kurz Dividenden) A,(S) rekursiv
gegeben durch

AL(S) =v(8) = > A(R) fir|S|>1 und (2.13)
RCS
A,(S) =0 firS=0. (2.14)
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Wir kénnen eine Dividende als den tatséchlichen Beitrag interpretieren, den eine Koalition
zum Koalitionswert dieser Koalition beitragt. Dividenden fiir Koalitionen S mit A,(S) = 0
tragen nichts bei, deshalb nennen wir sie Dummy-Dividenden. Wir sagen, ein Value ¢
besitzt eine Dividendendarstellung, wenn fiir alle N C N, v € GV fiir alle i € N gilt

¢’L(/U) = Z Q(ZvTa /U)A’U(T)7

wobei Q(i,T,v) ein reeller Ausdruck ist, der von i und/oder 7" und/oder v abhéngt. Die
folgenden Axiome sind an [Wiese 2005] angelehnt:

Axiom 2.0.7. Ein Auszahlungsvektor ¢ = (¢;)ien erfillt das Pareto-Axiom (oft auch
Pareto-Effizienz oder nur Effizienz genannt) bzw. ist Pareto-optimal, falls gilt

> ¢ =v(N). (2.15)

1EN

Axiom 2.0.8. Fin Value ¢ erfillt das Axiom tber den unwesentlichen Spieler
(Dummy Player) genau dann, wenn jeder unwesentliche Spieler, d.h. jeder Spieler
i € N, der zu jeder Koalition S genau v({i}) beitrdgt, also v(SU{i}) = v(S)+v({i}), i ¢
S, S C N, den Wert seiner Einerkoalition erhdlt:

pi(v) = v({i}). (2.16)
Gilt zusdtzlich v({i}) =0, so isti auch ein Nullspieler.

Axiom 2.0.9. Das Monotonie-Axiom beziiglich der grofen Koalition ist genau
dann fir einen Value @ erfillt, wenn fir zwei Koalitionsfunktionen v und w mit

=w(Y), fir S C N,
v(S) {> w(S), fir S =N, (2:17)
i(v) > @;(w) fir alle i € N (2.18)

qgilt.
In den anschliefenden Definitionen folgen wir weitgehend [Casajus 2007]:

Definitionen und Bezeichnungen 2.0.10. Eine Conference-Structure ist fiir alle
(N,v), N C N, ein Hypergraph (N, H), bei dem H ein Mengensystem von Teilmengen
h C N ist, mit HC HY = {h C N : |h| > 2}. Die Elemente h € H nennen wir Hy-
perkanten, die Spieler i € N auch Knoten. Die Grofle einer Kante h entspricht der
Anzahl der Knoten in der Hyperkante h. H|p = {h € H : h C T} ist die Restriktion
von H auf eine Teilmenge T'C N und der Hypergraph (T, H|r) heifit Teilhypergraph. Ein
Kantenzug auf einem Hypergraphen (N, H) von einem Knoten i € N zu einem Knoten
J € N st eine nicht leere alternierende Folge von Knoten aus N und Hyperkanten aus
H (i = po, ho,p1, M1y ooy Bn—1,Pm = J) in der Art, dass die Hyperkanten hy die Knoten py
und pyy1 fir alle k € {0,...,m — 1} enthalten, ein Knoten i allein ist ein trivialer Kan-
tenzug. Fin Teilhypergraph heifst zusammenhdngend, wenn er fir je zwei seiner (nicht
notwendig voneinander verschiedenen) Knoten i,j einen Kantenzug von i nach j besitzt.
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Zu jedem Hypergraphen (N, H) gibt es eine Partition P(N, H) von N mit mazimal zu-
sammenhdngenden Teilhypergraphen C als Elementen, die wir Komponenten nennen.

Ein Spezialfall einer Conference-Structure ist eine Cooperation-Structure. Das ist
ein Hypergraph (N,L) mit L C LY = {h C N : |h| = 2}, den wir Graph nennen, die
Hyperkanten heiffen Kanten und verbinden genau zwei Spieler.

Fin CF-Spiel (N,v, H) ist ein Spiel (N,v) zusammen mit einer Conference-Structure
(N, H), ein CF-Value ist ein Operator ¢, der allen CF-Spielen (N,v, H) einen Aus-
zahlungsvektor o(N,v, H) € RNl zuweist. Entsprechend ist ein CO-Spiel (N,v,L) ein
Spiel (N,v) zusammen mit einer Cooperation-Structure (N,v, L) und ein CO-Value ein
Operator ¢, der allen CO-Spielen (N,v, L) einen Auszahlungsvektor o(N,v, L) € RN
zuweist.

Fiir jedes CF-Spiel (N,v, H) definieren wir ein TU-Spiel (N,v) durch eine Hyper-

graphenkoalitionsfunktion v mit
(T = Z v(S) fir alle T C N. (2.19)
SeP(T,H|r)

Dann ist der Myerson-Value p [Myerson 1977], mit L := H fiir |h| = 2, definiert durch
(N, v, L) = Sh(N,v"). (2.20)

Bei den von uns benoétigten allgemeinen Badumen mit ausgezeichneter Wurzel beziehen
wir uns auf [Giting 2003]:

Definition 2.0.11. FEin einzelner Knoten x ist ein Baum. Wenn x ein Knoten ist und
Ti, ..., Ty Bdume sind, dann ist auch das (k + 1)-Tupel (x, T}, ..., Ty) ein Baum.

x heifst Wurzel, T;,i € {1,....,k} Teilbaum. Die Wurzeln der Teilbdume T; sind die
Kinder von x, x ist ihr Elternknoten. Knoten, die keine Kinder besitzen, nennen wir
Blitter, Knoten, die Kinder desselben Elternknotens sind, Geschwister. Ein Pfad ist eine
Folge von Knoten po, ..., ps, so dass firi € {0,...,s — 1} jeweils p; Elternknoten von p;+1
ist. Die Knoten auf dem Pfad von der Wurzel zu einem Knoten p heiffen Vorfahren,
die Knoten auf Pfaden von p zu einem Blatt (Bldtter eingeschlossen) Nachfahren von
p. Jeder Teilbaum eines Baumes T" besteht aus einem Knoten zusammen mit all seinen
Nachfahren. Die Linge eines Pfades py, ..., ps ist s, die Hohe eines Baumes T ist die
Linge eines lingsten Pfades, der Grad eines Baumes ist die mazimale Anzahl der Kinder
eines Knotens im Baum.

Die folgende Definition ist an [Wiese 2005] angelehnt:

Definition 2.0.12. Eine Partition Py heifst feiner als eine Partition Ps, falls Py(i) C
Py(1) fir alle i € N gilt,sie heifit echt feiner, falls Pi(i) C Py(i) fir mindestens ein
i € N gilt. Die feinste Partition ist die so genannte atomare Partition {{1},...,{n}},
die Partition {{1,...,n}}, die Spieler bilden die sogenannte grof3e Koalition als einzige
Komponente, heifst triviale Partition.

Eyal Winter hat in [Winter 1989] die Idee von Owen [Owen 1977] aufgegriffen, den
Shapley- bzw. Owen-Value nicht nur auf eine einzelne Partition, sondern auf hierar-
chische Strukturen der Koalitionsbildung zu erweitern. Dazu bendtigen wir folgende
Definitionen, die wir iiberwiegend aus [Gémez-Rua, Vidal-Puga 2011] iibernehmen:
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Definitionen und Bezeichnungen 2.0.13. Fiir alle N C N besteht eine Level-
Structure P aus einer endlichen Folge P = (P° P!, ..., P") von Partitionen auf N
mit P € PN, h > 1 und 0 < ¢ < h. PY ist die atomare Partition und P" die triviale
Partition. Die einzelnen Folgenglieder P* sprechen wir auch als Elemente der Level-
Structure P an, also P* € P. Die Partition P wird als der (-te Level von P bezeichnet.
Dabei gilt fiir alle ¢ € {0,1,....h — 1}, dass P feiner ist als P*'. Die Elemente einer
Partition Pt = {Cf, “'?Cf;@(l)}7 P! € P, nennen wir Komponenten und definieren dazu

die Indezmenge N* mit N¢ = {1,...,m(l)}. Mit 2N° bezeichnen wir die Menge aller
Koalitionen, die die Komponenten C* € P* miteinander bilden kinnen. Die Menge Cp,
ist die Menge, die alle Komponenten C* aus allen Levels P' € P, 0 < ¢ < h enthiilt.
FEine Level-Structure P mit h + 1 Levels besitzt die Hohe h. Die grundlegende Spieler-
menge der Spieler i € N einer Komponente Cf € P!, P' € P, bezeichnen wir mit N’cf:

die Anzahl der Komponenten C’,ﬁ’l € P71 mit C,f’l - C’f, ¢>1, als Grad doe der Kom-

ponente C’f und den mazimalen Grad aller Komponenten der Partitionen P* € P, { > 1,
als Grad d der Level-Structure P.

Die Menge aller Level-Structures P wird mit LS, die Menge aller Level-Structures P auf
N wird mit LSY bezeichnet, ein TU-Spiel zusammen mit einer Level-Structure P ergibt
ein Level-Structure-Spiel oder LS-Spiel (N, v, P) bzw. kurz (v, P). Mit GLS™ bezeichnen
wir die Menge aller, mit QESL die Menge aller positiven LS-Spiele auf N.

Aus einer Level-Structure auf N folgt eine Level-Structure auf T C N durch Elimination
der Spieler von N\T, gegeben mit Plp = (P°|p, PY|r, ..., PP|7). (T, v|r, P|r) ist dann die
Restriktion des LS-Spiels (N,v, P) durch eine Teilmenge T C N. Fir eine gegebene
Partition P* € P definieren wir P/P* als die Level-Structure, die von P induziert wird,
wenn wir die Komponenten von P’ als Spieler betrachten. In diesem Fall werden die
Spieler von P* durch die zugehorigen Indizes der Komponenten angesprochen, das Spiel
selbst bezeichnen wir mit (v/P* P/P*). D.h. wir kénnen P/P* als die Level-Structure
interpretieren, die man aus P erhdlt, wenn die Kooperationen aus niedrigeren Levels als
{ gestrichen werden. Das Zwischenspiel (N¢,v/P* P/P") ist das Spiel v/P* € GLS, das
auf der Partition P® definiert ist mit der Koalitionsfunktion

(v/PH(Q) = v( U C’é), fiir alle Q C N*. (2.21)

q€eqQ

Ein LS-Value ist ein Operator @, der (v, P) fir alle N C N, P € LSY und v € GV
einen Auszahlungsvektor o(v, P) € RN zuweist.

Eine zusétzliche Definition aus [Winter 1989] ermdéglicht es uns nun, den Level-Structure-
Value axiomatisch einzufiihren:

Definition 2.0.14. Sei m eine Permutation der Spielermenge N und P = (S!, ..., S¥)
eine Partition. Dann bezeichnen wir mit «P die Partition (wS',..,7S*). Wenn
P = (PO,...,Ph) eine Level-Structure ist, bezeichnen wir mit P die Level-Structure

(7P°, ..., wP"). Fiir ein Spiel v € GV ist wv das Spiel, in dem fiir jede Teilmenge S C N
mv(S) = v(r~LS) gilt.

Satz 2.0.15 ([Winter 1989]). Fir alle N C N,v € GV, P € LSY sei (v, P) ein LS-
Spiel. Dann ist eindeutig ein LS-Value, bezeichnet als Level-Structure- Value Sh™®,
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definiert, wenn folgende 5 Axiome erfillt sind:

Pareto-Aziom: Fiir alle P € LS und alle v € GV gilt: Z ShES(v, P) = v(N).
iEN

Additivitits-Aziom: Seien v,w € G~ und P € LSV,
Dann gilt: Sh*S (v +w, P) = Sh*% (v, P) + Sh*® (w, P).

Symmetrie-Aziom: Fir alle P € LSY und fiir alle v e GV gilt fiir jede Permutation m
auf N : nSh*5 (v, P) = Sh*S (7v, 7 P).

Symmetrie-Axiom

auf Komponenten: Sei P = (P, ..., P") eine Level-Structure. Fiir jeden Level

0 < ¢ < h gilt fir symmetrische Spieler S,T € P* im Spiel
(v/P*, P/P"), wenn S und T Teilmengen der gleichen
Komponente in jedem Level P’ sind fiir j > ¢,

> ShES(w,P) =Y Shi®(v,P).
ieS ieT

Nullspieler-Axiom: Wenn i, i € N, ein Nullspieler in v ist, d.h. fir jede
Teilmenge S C N gilt v(S) = v(S U{i}), dann erhilt i eine

Auszahlung von null, also Sh*®(v, P) = 0.

Der folgende Satz besagt, dass die Summe der Auszahlungen an die Spieler aus N, die sich
in einer Komponente eines Levels ¢ einer Level-Structure befinden, beim Level-Structure-
Value vollkommen unabhéngig von der Koalitionsstruktur der niedrigeren Levels ist.

Satz 2.0.16 ([Winter 1989]). Sei P eine Level-Structure und P* der (-te Level von P.
Dann gilt fiir jede Komponente C* € P*

ShgZ(v/P',P/PY) = > Shi®(v,P). (2.22)

i€Ct

Bemerkung 2.0.17 ([Winter 1989)]). Sei P = (P°, ..., P") eine Level-Structure. Gilt h =
2, ist der Level-Structure-Value identisch mit dem Owen-Value Ow , gilt h =1 st
er identisch mit dem Shapley-Value Sh .

Bezeichnung 2.0.18. Mit t(A) bezeichnen wir die Anzahl der Elementaroperationen des
Algorithmus A, mit t(F,.) die innerhalb der Schleifendurchliufe der For-Schleife von Zeile

r, mit t(W,)) der While-Schleife von Zeile v und mit t(Z,) die innerhalb der Zuweisung
von Zeile .

Vereinbarung 2.0.19. Im Allgemeinen bezeichnet man ein Problem als effizient ldsbar,
wenn es in polynomialer Zeit im Verhdltnis zur Eingabegrofie losbar ist. Im Gegensatz dazu
werden wir in dieser Arbeit ein Losungskonzept, bzw. den dafiir benutzten Algorithmus,
angewendet auf ein Spiel, das als Eingabegrifie die komplette Potenzmenge 2V verwendet,
nicht als effizient betrachten. Bezeichnen wir einen Algorithmus eines Losungskonzeptes
als effizient, meinen wir immer, dass er in polynomialer Zeit in Bezug zur Anzahln = |N|
der Spieler, also in Zeit O(n*) mit einer Konstanten k > 1, die Auszahlung berechnet.



Kapitel 3
T U-Values

3.1. Infrage kommende T'U-Values

Wir schrinken die fiir unsere Untersuchungen verwendeten TU-Values (also punktwertige
Losungskonzepte) auf bestimmte Eigenschaften ein. Wir wollen, dass das Losungskon-
zept Pareto-optimal ist. Im Besonderen interessieren uns Standardlosungskonzepte und
proportionale Losungskonzepte .

Bei bestimmten Koalitionsstrukturen haben nur einige Koalitionen eine relevante Be-
deutung. Dabei liefern die nichtrelevanten Koalitionen keinen positiven Beitrag im folgen-
den Sinn: Als tatsdchlichen Beitrag einer Koalition S kénnen wir den Anteil auffassen, der
mit dem Koalitionswert v(5), abziiglich aller tatséachlichen Beitrige aller echten Teilmen-
gen von S, iibereinstimmt. Dieser Interpretation eines tatséchlichen Beitrags entsprechen
die Harsanyi-Dividenden A, (2.0.6): Der tatséichliche Beitrag einer Einerkoalition {i}
ist gerade ihr Wert, A,({i}) = v({i}), und fiir jede Koalition S, |S| > 1, ergibt sich
rekursiv A, (S) = v(S) — Y peg Au(R). Wenn nicht relevante Koalitionen einen tatséchli-
chen Beitrag von null liefern, sind ihre Harsanyi-Dividenden Dummy-Dividenden. Wie
sich spéater herausstellt, ist es komplexitatsméafig oft von Vorteil, wenn ein Value eine
Dividenden-Darstellung besitzt. Wir konnen dann bei der Auszahlungsberechnung die
Dummy-Dividenden sozusagen , links liegen lassen“. Deshalb liegt unser Hauptaugenmerk
auf der Entwicklung von T'U-Values in Dividenden-Darstellung.

3.2. Weighted-Shapley-Values

Bei vielen Anwendungen ist die Annahme von Symmetrie der Spieler fiir das zugrundelie-
gende Modell unrealistisch, z. B. wenn die Verhandlungsmacht oder das eingesetzte Kapi-
tal der Spieler unterschiedlich sind oder unterschiedlich grofle Gruppen selbst die Spieler
sind. In [Shapley 1953a] befindet sich fiir solche Fille, zusétzlich zum (symmetrischen)
Shapley-Value, eine nicht symmetrische Verallgemeinerung, die Weighted-Shapley-Values:

Definition 3.2.1. (Nach [Macho-Stadler et al. 2010/) Sei N C N. Dann ist fiir alle
v € GN mit einem Vektor w € RNl von Gewichten w;, w; > 0 fiir alle i € N, der zu w
zugehorige Weighted-Shapley- Value ([Shapley 1953d]) Sh* gegeben durch
ShE(w) = Y e —A(S) fiir alle i € N, (3.1)
SCN, Z]ES w]
ey
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wobei die A, (S) die Harsanyi-Dividenden aus bezeichnen.

Von Varianten mit Spielergewichten von Null sehen wir ab. Weigthed-Shapley-Values
wurden u. a. von [Kalai und Samet 1987] und [Hart und Mas-Colell 1989] axiomatisiert.
In [Myerson 1980] ist sinngeméf folgendes Axiom aufgestellt:

Axiom 3.2.2. Fir alle N C N, v e G, einen Vektor w € RN von Gewichten w;, w; >
0 fir alle i € N, alle S C N und alle Spieler i,j € S, i # 7, erfillt ein Losungskonzept
¢ das Weighted-Balanced-Contributions-Axiom genau dann, wenn gilt:

pi(vls) —wilvls\y) _ eilvls) —ei(vlsua) (3.2)

w; w;

Das heifit, die Auszahlung fiir den Spieler ¢ dndert sich, wenn Spieler j nicht am Spiel
teilnimmt, proportional im Verhéltnis zu seinem Gewicht w;, wie sich die Auszahlung fiir
den Spieler j im Verhéltnis zu dessen Gewicht w; dndert, wenn Spieler 7 nicht am Spiel
teilnimmt. In [Myerson 1980] wird dann gezeigt:

Satz 3.2.3. Sei N C N, v e GN und w € RN ein Vektor von Gewichten w;, w; > 0 fiir
allei € N. Dann ist jeder TU-Value @, der Pareto-optimal st und das Weighted-Balanced-
Contributions-Axiom erfillt, gleich dem zu w zugehorigen Weighted-Shapley-Value Sh®.

Der Shapley-Value besitzt eine Darstellung in Dividendenform:
Satz 3.2.4 ([Harsanyi 1959]). Fiir alle N C N, v € GN undi € N gilt

Shi(v) =Y Au(S) (3.3)

s 15l
531

Bemerkung 3.2.5. Gleichung zeigt, dass der (symmetrische) Shapley-Value einem
Weighted-Shapley- Value entspricht, bei dem alle Gewichte w;, w; > 0, gleich sind.

Nicht zuletzt aufgrund seiner zahlreichen und vielfiltigen Axiomatisierungen (siehe z. B.
[Shapley 1953a],[Shapley 1953b], [Young 1985], [Hart und Mas-Colell 1989], [Chun 1989)])
gilt der Shapley-Value bei den meisten Spieltheoretikern und Wirtschaftswissenschaftlern
als das Hauptlosungskonzept fiir TU-Spiele. Wir verwenden den Shapley-Value als Stan-
dardlosungskonzept: Der tatséchliche Beitrag, d.h. die Harsanyi-Dividende, jeder Koali-
tion S C N wird symmetrisch, also gleichméfig, auf alle Spieler, die sich in .S befinden,
aufgeteilt. Somit gilt fiir ein Zwei-Spieler-Spiel ({i,7},v),1 # 7,

Sh) = 3 5rddl) = AUiD + 3A )

Sg{l7]}7
S>i

= v({i}) + %[v({i,j}) —v({i}) —v({5})].

Das spezielle Weighted-Balanced-Contributions-Axiom fiir den Shapley-Value lautet dann
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Axiom 3.2.6. (Nach [Myerson 1980]) Fiir alle N C N, alle v € GV, alle S C N und
alle Spieleri,j € S, 1 # j, erfillt ein Losungskonzept p das Balanced-Contributions-
Axiom genau dann, wenn gilt:

wi(vls) = pi(vls\gy) = wi(vls) — @ (vls\y)- (3.4)

Das heifit, die Auszahlung fiir den Spieler ¢ dndert sich, wenn Spieler j nicht am Spiel
teilnimmt, um den gleichen Betrag, wie sich die Auszahlung fiir den Spieler j &ndert,
wenn Spieler 7 nicht am Spiel teilnimmt. Dann gilt als Spezialfall von Satz fiir den
Shapley-Value, was schon in [Myerson 1980] gezeigt wurde:

Bemerkung 3.2.7. Fiir alle N C N und v € GV ist jeder TU-Value @, der Pareto-
optimal ist und das Balanced-Contributions-Aziom erfillt, gleich dem Shapley-Value Sh.

In der Literatur fehlte bisher ein Value, der die Anteile der Dividenden auf alle Spieler ei-
ner Koalition proportional nach deren Einerkoalitionswert verteilt und ein proportionales
Losungskonzept ist. Dazu definieren wir einen Spezialfall der Weighted-Shapley-Values:

Definition 3.2.8. Fiir alle N C N, alle v € GV und ein festes v € GN mit v({i}) > 0
fiir alle 1 € N st der zu T zugehérige Proportional- Weighted-Shapley- Value ShP"™"
definiert durch

PO () = —_({}) tir alle ©
Shi ()_Sgy’zjes =T Ay(S) fiir alle i € N. (3.5)

Fiir jedes Zwei-Spieler-Spiel ({i,7},7),7 # j, ergibt sich

I o Aol )
sE = 2 s~ D s )

As({i, j}) +v({i}) +5({j})) v({i,j})
o({i}) +o({s}) v({ih) +v({i}h)

Da wir es in den Anwendungen typischerweise nur mit einem einzigen speziellen Problem
zu tun haben (siehe z. B. [Hart und Mas-Colell 1989] oder [Neyman 1989]), verwenden wir
fiir jede solche Anwendung immer genau eine Koalitionsfunktion v bzw. eine Restriktion
davon und koénnen U := v setzen. Wie soeben vorgefiihrt, verhélt sich der Proportional-
Weighted-Shapley-Value in diesem Fall wie ein proportionales Losungskonzept.

=v({i})

@I

= ({i)(

3.3. Der Proportional-Shapley-Value

Mit Theorem 2.11. aus [Ortmann 2000] wird indirekt gezeigt, dass es keinen Weighted-
Shapley-Value geben kann, der ein proportionales Losungskonzept ist. Wenn uns der
Aspekt ein proportionales Losungskonzept zu verwenden wichtiger ist, als die komplette
Palette aller Axiome der Weighted-Shapley-Values zur Verfiigung zu haben, z. B. wenn im
selben Zusammenhang verschiedene Koalitionsfunktionen vorliegen, konnen wir folgenden
neuen 7'U-Value verwenden.
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Definition 3.3.1. Fiir alle N C N und v € GV mit v({i}) > 0 fiir alle i € N ist der
Proportional-Shapley- Value Sh? definiert durch

Plv) = —({Z}) tir alle 1
Sh?(v) S%:V S ool Ay(S) fir alle i € N. (3.6)

S3i

Bemerkung 3.3.2. Aus dem Vergleich von Gleichung[3.6 mit Gleichung[3.3 folgt, dass
der Proportional-Shapley-Value ein proportionales Analogon zum Shapley-Value darstellt:
Der Shapley-Value verteilt den tatsdchlichen Beitrag einer Koalition gleichmdf$ig, der
Proportional-Shapley- Value proportional zum Koalitionswert jedes Mitglieds auf alle Mit-
glieder der Koalition.

Bemerkung 3.3.3. Der Proportional-Shapley-Value ist ein Pareto-optimales und pro-
portionales Losungskonzept.

Beweis. Wir zeigen die Pareto-Optimalitét: Nach Definition gilt:

> ShE(v) ZZZ INGEYY U({i}). A(S)

iEN ienN Sc, 2wjesV {J}> JASCN ic8 Zjesv({]})
EY]
YA = = D) A9 = v(N).
0£SCN ieS des {J} SCN m

Wir verifizieren, dass Sh” ein proportionales Losungskonzept ist: Fiir ein Zwei-Spieler-
Spiel ({7,7},v),i # j ergibt sich mit dem Proportional-Shapley-Value

) Ao({i, 7})
Shi(v) = v({i}) Z des ({j}) ol })( ({i})+v({j})>

v({w}) +o({i}) +v({J})> _ v({i,j})
v({i}) +o({5}) v({i}) + o)

v({i})
O

Bemerkung 3.3.4. Aus dem Vergleich von Definition mit Definition folgt,
dass der Proportional-Shapley- Value ShP fiir eine spezielle Koalitionsfunktion v = v iden-
tisch mit dem zu U zugehdrigen Proportional-Weighted-Shapley-Value ShP*™ ist. Damit
tibernimmt der Proportional-Shapley-Value jedes Axiom eines Weighted-Shapley- Values,
bei dem in der Formulierung nur eine Koalitionsfunktion v bzw. Restriktionen von v be-
nutzt werden und bei dem ein zugehoriger Beweis existiert, der ebenfalls nur diese Ko-
alitionsfunktion v bzw. Restriktionen von v verwendet, um zu zeigen, dass ein Weighted-
Shapley-Value dieses Axiom erfiillt.

Fiir den Proportional-Shapley-Value existiert eine zum Balanced-Contributions-Axiom
(Gleichung analoge proportionale Eigenschaft:
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Axiom 3.3.5. Fiir alle N C N, alle v € G~ mit v({i}) > 0 fiir allei € N, alle S C
N wund alle Spieler i,7 € S, i # j, erfillt ein Losungskonzept ¢ das Proportional-
Balanced-Contributions- Axiom genau dann, wenn gilt:

pi(v]s) — @i(vls\yy) _ wi(vls) — @i(v]s\y)
, = . . (3.7)
v({i}) v({s})
Das heifit, die Auszahlungsdnderung fiir den Spieler ¢, proportional zum Einerkoalitions-
wert von 4, ist gleich der Auszahlungsénderung des Spielers j, proportional zum Einerko-
alitionswert des j, wenn jeweils der andere Spieler nicht teilnimmt. Damit gilt folgende
Axiomatisierung des Proportional-Shapley-Values:

Satz 3.3.6. Fir alle N C N und alle v € G~ mit v({i}) > 0 fiir alle i € N ist jeder
TU-Value o, der Pareto-optimal ist und das Proportional-Balanced-Contributions-Aziom
erfiillt, gleich dem Proportional-Shapley-Value ShP.

Beweis. Dass der Proportional-Shapley-Value Pareto-optimal ist, wurde schon in Bemer-

kung bewiesen.
Wir zeigen, dass Sh” das Proportional—Balanced—Contributions—Axiom erfiillt. Es gilt:
Shf(v|5) Shp ’S\{]} Z AU(R)
v({i}) S ZkeRv {k}) & Sierv({k})

R>i RafjgéR

1;5' ZkeRv { 1) };q ZkeRU {k} };g ZkeRU {k} };g ZkeRU {k})
{1, ]}CR R>1, R>1, {1, ]}CR
J¢R i¢R

_ Ao A,(R)
I;q ZkeRv {k} I;g ZkeRU {k}) RCs, > kerV({k})

{1, ]}CR R>j, Z¢R R>3j,i¢R

_ Z A(R) A, (R) _ Sh¥(v|s) — Sh(v]s\(iy)
= 2 kerv({BY) A Ykerv({ED) v({j})
R>j R3j,i¢R

Die Eindeutigkeit zeigen wir durch Induktion iiber die Anzahl n = |N| der Spieler. Seien
dazu zwei beliebige Values ¢ und ¢ gegeben, die beide Pareto-optimal sind und das
Proportional-Balanced-Contributions-Axiom erfiillen.
Induktionsanfang:

Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Sei n = 2. Dann gilt wegen des Proportional-Balanced-
Contributions-Axioms

o1(0) — uly) o) — ealoley) o) —o{1})  ealv) — v({2})
Ty e T ey (38)
©1(v) ©a(v) p1(v)  @a(v) (3.9)

CU)) " u(qzy demales e s =Ly

Zusammengefasst ergibt sich aus den beiden Gleichungen von

o1(v)  alv)
5(0) ~ Galv); (3.10)
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Wegen der Pareto-Optimalitét folgt aus

p1(v) _ v(N) — oi(v)
B1(v) ~ o(N) — ba(0)

< @1(0)o(N) = 1 (v)¢1(v) = 1 (V)o(N) = P1(v)P1(v)
< p1(v) = ¢1(v) und daraus auch 9(v) = ¢o(v). (3.11)

Induktionsschritt:
Gelte jetzt die Aussage fiir ein beliebiges n — 1, n — 1 > 2 (IA). Dann folgt aus dem
Proportional-Balanced-Contributions-Axiom

pi(v) — ilvingy) _ i) = 0ivng)
v({i}) v({j})

(3.12)

und

9i(v) = Pivlmngy) _ 45(v) = &(vlnvg)
v({i}) ({J})

Wir subtrahieren Gleichung von Gleichung
pi(v) — di(v)  pilvivgy) = Siinmgy) _ @) —d5(v) i (ina) — di(vlnga)

(3.13)

v({i}) v({i}) v({7}) v({5})
o #i0) = i) _ p(v) — 4(v)
aa  v({i}) v({s})
& pil) = i) = L 1o ) 6,00)]. (3.14)
Z Z v({7}) !
Da Gleichung fiir beliebige 7,5 € N mit ¢ # j gilt, folgt aus Gleichung
o) — ()] = v({i}) il
2 [e0) = i) [g\jv({j}) +1][p3(0) = 65(v)] (3.15)

und, da die linke Seite von |3.15 wegen der Pareto-Optimalitét gleich null ist,
;(v) = ¢;(v) fir alle j € N mit |[N| =n. (3.16)

Damit ist Satz [3.3.6l bewiesen. N

3.4. f-Weighted-Shapley-Values

Die Definition |3.3.1] des Proportional-Shapley-Values fiihrt uns auf eine neue Klasse von
TU-Values, von denen der Proportional-Shapley-Value ein Spezialfall ist. Statt der Einer-
koalitionswerte v({i}), i € N, konnen als Gewichte die Funktionswerte von reellwertigen
Funktionen, die als Argumente den Einerkoalitionswert und ein positives Gewicht w; eines
Spielers ¢ besitzen, verwendet werden:

Definition 3.4.1. Fiir alle N C N, eine Funktion f mit f: RY, — R . oder f: R x
Ry, — Ry, allev e GN mit
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o v({i}) >0 fir allei € N, falls f : RY, — Ry,
o v({i}) beliebig, falls f : R xRy — Ry,

und einen Vektor w € RNl von Gewichten w;, w > 0 fir alle i € N, ist der zu f(v,w)
zugehirige f- Weighted-Shapley- Value Sh’ definiert durch

Fow) (o f(v({i}), w:)
S SQNZ,Sai Yies F(0({7}), wy)

Zur Axiomatisierung der f-Weighted-Shapley-Values formulieren wir:

A,(S) fir alle i € N. (3.17)

Axiom 3.4.2. Fir alle NCN, eine Funktion f mit f: R3, —Ry\ oder f: Rx R4y —
R, alle v € GV mit

o v({i}) >0 fir allei € N, falls f : R%, — Ry,
o v({i}) beliebig, falls f : R x Ry — Ry,

einen Vektor w € RNl yon Gewichten w;, w; > 0 fir alle i € N, alle S C N und
alle Spieler i,7 € S, i # j, erfillt ein Lisungskonzept ¢ das f- Weighted-Balanced-
Contributions- Axiom genau dann, wenn gilt

pilv]s) — pilvls\iy) _ eilvls) — @i(vlsvy) (3.18)

f(w{i}), w;) fw{7}), w;)

Damit charakterisiert folgender Satz die f-Weighted-Shapley-Values:

Satz 3.4.3. Fir alle N C N, eine Funktion f mit f: R, - Ry, oder f: R x Ry —
R, alle v € GV mit

o v({i}) >0 fir allei € N, falls f : R%, — Ry,
o v({i}) beliebig, falls f : R xRy, — Ry,

einen Vektor w € RIN! von Gewichten w;, w; > 0 fiir allei € N, ist jeder TU-Value ¢, der
Pareto-optimal ist und das f-Weighted-Balanced-Contributions-Aziom[3.4.9 erfiillt, ein zu
f(v,w) zugehiriger f-Weighted-Shapley- Value Sh.

Beweis. Der Beweis ergibt sich aus analogen Beweisen zum Proportional-Shapley-Value

(Def. B:3.1). O

Bemerkung 3.4.4. Bei den f-Weighted-Shapley-Values handelt es sich nicht um
Weighted-Shapley- Values, wvielmehr bilden die Weighted-Shapley-Values eine eigene
Klasse innerhalb der Klasse der f-Weighted-Shapley-Values. Die zu w zugehorigen
Weighted-Shapley-Values Sh™ entsprechen zu f(v,w) zugehirigen f-Weighted-Shapley-
Values ShY mit f(v({i}),w;) = w; fir alle i € N. Insbesondere ist der Shapley-
Value Sh ein f-Weighted-Shapley-Value Sh! mit f(v({i}),w;) := ¢, ¢ > 0, fir alle
i € N. Der Proportional-Shapley-Value ShP? ist ein f-Weighted-Shapley-Value Sh? mit
fo({i}), w;) :== v({i}) fiir allei € N.

2 Wenn f eine Abbildung in die positiven Zahlen ist, kénnten beliebige Gewichte w; € R benutzt werden.
Wir gehen nicht weiter darauf ein.
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3.5. Der Proportional-Value

Ortmann und Feldman haben zeitgleich unabhéngig voneinander den Proportional-Value
2.3 entwickelt ([Ortmann 2000] bzw. [Feldman 1999]). Thre Idee dabei war, ein pro-
portionales Losungskonzept mit einer d&hnlichen Axiomatisierung, wie die von Myerson
fiir den Shapley-Value [Myerson 1980], durch ein analoges proportionales Axiom zum
Balanced-Contributions-Axiom zu finden. Dabei verwendeten sie folgende Eigenschaft:

Axiom 3.5.1. Fiiralle N CN, allev € G, alle. S C N und alle Spieleri,j € S, i # j,
erfillt ein Value ¢ das Preservation-Of-Ratios-Axiom genau dann, wenn gilt:

pilvls) _ pivls) (3.19)

ei(vls\gy)  eiWls\iy)

Ortmann deutet diese Eigenschaft so, dass der relative Beitrag eines Spielers j auf einer
Restriktion v|g fiir die Auszahlung des Spielers i gleich dem relativen Beitrag eines Spielers
i fiir die Auszahlung des Spielers j auf derselben Restriktion ist. Durch dieses Axiom lésst
sich der Proportional-Value kompakt charakterisieren:

Satz 3.5.2 ([Ortmann 2000]). Fir alle N C N und v € GY, ist jedes Lisungskon-
zept @, das Pareto-optimal ist und das Preservation-Of-Ratios-Axiom erfiillt, gleich dem

Proportional- Value 1 .

3.6. Der Totally-Proportional-Shapley-Value

Wie wir in den Kapiteln [4] und [6] sehen werden, ist es oft von Vorteil, wenn ein Value
eine Dividendendarstellung besitzt. Fiir den Proportional-Value ist eine solche nicht be-
kannt. Folgender neuer Value in Dividendendarstellung gewichtet so, dass jede Dividende
einer Koalition 7', an der ein Spieler i beteiligt ist, immer proportional zu allen seinen
proportionalen Anteilen von Koalitionswerten von Koalitionen S, die Teilmengen von T’
sind (”totally-proportional”), in seine Auszahlung eingeht.

Definition 3.6.1. Fiir alle N C N, alle v € G, und alle i € N definieren wir fir alle
T CN, T >1, das total zu v proportionale Anteilsverhdlinis (), eines Spielers
i € N an einer Dividende A, (T) rekursiv mit folgenden Ausdriicken:

Yser Qus(iu(S)
Qur(i) = = fir |T)|>1 und (3.20)
’ ng:r v(S5)
Qur(i) =1 firT = {i}. (3.21)
Dann bezeichnen wir den TU-Value Sh'?, gegeben durch
ShP(w) = Y Qur()A,T) fir alle i € N, (3.22)
TCN, T3i

als den Totally-Proportional-Shapley- Value.

Satz 3.6.2. Der Totally-Proportional-Shapley- Value besitzt folgende Figenschaften:
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I. Sh' st ein proportionales Lisungskonzept, ist

1I. Pareto-optimal, erfiillt

II1. das Aziom diber den unwesentlichen Spieler,

IV. das Monotonie-Aziom beziiglich der groffen Koalition und ist
V. homogen.

Beweis. 1. Fir |[N| = 2 ist der Totally-Proportional-Shapley-Value identisch mit dem
Proportional-Shapley-Value und somit ein proportionales Losungskonzept, denn es gilt

WD e
o + o ) T

II. Zunéchst zeigen wir durch Induktion iiber ¢ := |T'|, dass fiir alle T C N, T # 0, gilt:

> Qurli) =1. (3.23)

€T

Shi(v) = v({i}) +

Induktionsanfang: Fiir t = 1 ist nichts zu zeigen. Sei ¢t = 2. Dann gilt mit 7' = {1, 2}

_ ZSS%Tl Qu,s(1)v(S) ZSS%E Qu,5(2)v(S)
;QU,T(Z) = Qur(l) + Qur(2 ) ZSQTU(S) + Zs;TU(S)
v({1}) v({2})
v({1} +U({2}) v({1} +v({2})

Induktionsschritt: Gelte jetzt Gleichung fiir ein beliebiges t — 1 > 2 (IA). Dann folgt

>oscr, Qu,s(1)v(S) S Qus(i)v(S)
?: _ S €S XV S —
iEZT Qur (1) ZGZT > ger 0(S) SCZT dscrv(S) A L.

Daher gilt Gleichung und es folgt aus Definition [3.6.1

Z Shfp(v) = Z Z QuT(Z)Av(T) = Z ZQU,T(Z)AU(T) 5:223 Z A’U(T) = U(N)7

1€EN 1€N TCN, TCN €T TCN
T3

und damit die Pareto-Optimalitét.
III. Fiir einen unwesentlichen Spieler i ¢ S, S C N gilt nach Axiom 2.0.§]

v(SU{iY) =v(S) +o({i}) & D AR =D AJR)+A({i}).
RCSU{i} RCS
Daraus folgt

dDTOAM =D AM = D AMR=A{}) = > A(R) =

RCSU{i} RCS RCSU{i}, RCSU{i},
R>i R>i,R#{i}
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Da die letzte Gleichung fiir alle S C N\{i} gilt, folgt fiir einen unwesentlichen Spieler i

A,(R) =0 fiir alle R C N mit R > ¢ und R # {i}. (3.24)
Damit erhalten wir
ShiP(v Z Qur()A(T) = A,({i}) = v({i}), was zu zeigen war.
TCN,T>i

IV. Wir beweisen die Monotonie beziiglich der grofien Koalition (Axiom?2.0.9). Es gelte

o(S) {:w(S), fir S C N,

3.25
> w(S), fir S = N. (3.25)

Fir |[N| = 1 ist nichts zu zeigen. Sei nun |N| > 1. Dann folgt A,(S) = A,(S) fiir alle

S C N und damit wegen
Ay (N) =v(N) =) A(S5)
SCN

auch A,(N) > A, (N). Deshalb ergibt sich
ShP(w) = > Qur(MAT) > > Qur(i)Ay(T) = Shi(w).
TCN, T>i TCN, T>i

Damit ist die Monotonie beziiglich der grolen Koalition gezeigt.

V. Ein Value ¢ ist homogen, wenn fiir alle v € GV und fiir alle Skalare « die Identitéit
w(av) = ap(v) gilt. Da der Definitionsbereich unseres Values eingeschrénkt ist, gilt a > 0.
Wir zeigen durch Induktion iiber s := |S|, dass die Harsanyi-Dividenden homogen sind:

Ay (S) = aA,(5) fir alle S C N. (3.26)

Induktionsanfang: Fiir die leere Menge ist nichts zu zeigen. Fiir s = 1 gilt A,,({i}) =
av({i}) = aA,({i}). Sei s = 2, dann gilt

Aaw({i;5}) =, av({i, j}) - Y Aw(B) = av({i j}) = Aa({i}) = Aau({i})

RC{i.5}
= OéU({Z,j}) o aAv({Z}) - &Av({]}) = Oév({%]}) -« Z AU(R)
RCAi,j}
I:EEQAU({Z’j})

Induktionsschritt: Wir nehmen an, dass Gleichung fiir ein beliebiges s > 2 gilt (IA).
Dann folgt fiir [T = s+ 1

Aoo(T) = ov(T) = > Aaul(S) = ) = Yol oy (D).
scT ScT
Wir zeigen mit Induktion iiber ¢ := |T'|, dass fiir die total proportionalen Anteilsverhélt-

nisse @, r eines Spielers ¢ € T, T' C N, gilt:
Qav T( ) Qv T( ) (327)
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Induktionsanfang: Fir t =1 gilt Quur(i) =1 = Q,r(i). Fiir t = 2 gilt dann

Sser Qusav(S)  Tser Qus(i)o(s)

i) — 531 =
Qav,T( ) ZSQT OzU(S) ZSQT U(S)

Induktionsschritt: Wir nehmen an, dass Gleichung fiir ein beliebiges S € N, S >
i, |S| = s> 2 gilt (TA). Dann folgt fir T C N, T 314, |T| = s+ 1,

2.5¢T, Qoo s()av(S) - 2ser, Qus(i)v(S)

= Qv,T(i)'

Qav,T(i) = ==l = . = Qv,T(i)-
> scr v (S) (14) > scr v(S)
Damit ist auch die Homogenitét gezeigt und Satz bewiesen. L]

Zur Charakterisierung dieses Values fithren wir neu zu definierende ,, Value-Dividenden“
ein. Die Harsanyi-Dividende einer Koalition S C N koénnen wir als Mehrwert des Koaliti-
onswertes der Koalition S gegeniiber der Summe aller Mehrwerte der Koalitionswerte aller
echten Teilmengen von S auffassen. Analog dazu definieren wir fiir jeden Spieler ¢, i € N,
die zu ¢(v) zugehorige Value-Dividende einer Koalition S C N, S 3 i, als die Mehraus-
zahlung an den Spieler i im Spiel (v|g) gegeniiber der Summe aller Mehrauszahlungen an
den Spieler ¢ von allen Spielen (v|g) mit R C S, R > i. Formal gilt:

Definition 3.6.3. Fliir alle N C N, allev € GV, alle i € N, alle Koalitionen S C N mit
S > i und alle TU-Values ¢ sind die zu p(v) zugehirigen Value-Dividenden O, (S)
rekursiv gegeben durch

Opi)(S) = @ilvls) = D Opw(R) fiir |S| > 1, und (3.28)
RCS, R>i
@@z‘(v)(s) = 301'(1)’{1'}) ﬂiT’ S = {Z} (329)

Damit kénnen wir, da (), > 0 (siche Definition [3.6.1)) gilt, ein Axiom formulieren:

Axiom 3.6.4. Fiir alle N C N, allev € g1+V+, alle T C N und alle Spieleri,j € T, i # j,
erfillt ein Losungskonzept ¢ das Totally- Proportional- Balanced- Value-Dividends-
Axiom genau dann, wenn

@SO'L(U)(T) _ @%(v) (T)
Qv,T(i) Qv,T(j)

gilt, wobei die Q, 1 die rekursiven Ausdriicke aus Definition bezeichnen.

(3.30)

Dieses Axiom besagt, dass fiir zwei Spieler 7, j einer Koalition 7" die Mehrauszahlung an
den Spieler 7 im Spiel (v|r) gegeniiber der Summe aller seiner Mehrauszahlungen von allen
Spielen (v|g) auf echten Teilmengen S C 7', die den Spieler ¢ enthalten, im Verhéltnis zu
der entsprechenden Mehrauszahlung an den Spieler j, gleich dem Verhaltnis des total
proportionalen Anteilsverhéltnis @, 7 des Spielers i an der Dividende A,(7T") zu dem total
proportionalen Anteilsverhéltnis des Spielers j ist. Dann gilt folgender Satz:
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Satz 3.6.5. Fir alle N C N, allev € G, und fiir alle i € N ist jeder TU-Value ¢, der
Pareto-optimal ist und das Totally-Proportional-Balanced- Value-Dividends-Aziom |3.6.
erfiillt, gleich dem Totally-Proportional-Shapley- Value Sh'®.

Beweis. Wir beweisen den Satz in drei Schritten:

I. Die Pareto-Optimalitit von Sh* wurde schon in Satz gezeigt.

II. Wir zeigen, dass Sh'? das Totally-Proportional-Balanced-Value-Dividends-Axiom
erfiillt: Dazu beweisen wir zuerst, dass fiir alle i € N, alle T'C N, T 5> i mit |T| > 2

Osnr () (1) = Qur(i)Au(T) (3.31)

gilt. Wir fithren den Beweis durch Induktion iiber die Anzahl ¢ = |T'| der Spieler aus 7"
Induktionsanfang: Sei T = {i, j}, also t = 2. Dann folgt

@Sh?’(v)<T>Sh§p(U|T)_ Z GSh’;P(y)(S) Z Qu,s(1)A0(S) — v({i})

SCT, S>i CT, S>i

= o({i v({i}) oty = Qe
= WD ™D T W T ) O

Induktionsschritt: Gelte jetzt die Aussage fiir ein beliebiges ¢ — 1 > 2 (IA). Dann folgt

@Shﬁp(v)<T) — Shfp(U’T) - Z @swf(v)(s)

SCT, §3i

Qv,S(i)Av<S) - Z Qv,S(Z)Av<S) = QU,T(Z)AU(T)
SCT, S3i

iy Qe (DA,

IT_Z?I(IA) SCT, S>i

Damit gilt Gleichung fir alle: € N, fur alle T C N, T' 5 ¢ mit |T'| > 2. Wir erhalten

@Shﬁp(v)<T) _ Q’U,T(Z)AU(T) — QU,T(])A’U(T) _ ®Sh§p(’0)(T>
Qu.r(1) Qo1 (7) Qu.r(f) Qur(7)

Somit erfiillt Sh*? das Totally-Proportional-Balanced-Value-Dividends-Axiom.
I11. Die Eindeutigkeit zeigen wir durch Induktion iiber die Anzahl n = |N| der Spieler.
Seien dazu zwei beliebige Values ¢ und ¢ gegeben, die beide Pareto-optimal sind und das

Totally-Proportional-Balanced-Value-Dividends-Axiom erfiillen.
Induktionsanfang: Sei n = 2 und N = {i, j}. Dann gilt mit Axiom [3.6.4]

Opm)(.5}) _ Opwiid) | wilv) —v({@}) _ ¢i(v) —v({i})

(3.32)

() (g 3.8 v({i}) v({s})
Qo) Qi) BA  w@)iaton ECEERICED)
& i) _ i) und analog fiir ¢: %i(v) = %i(v) (3.33)

v({ih)  v({i}) v({fih) - o({5})

Zusammengefasst ergibt sich aus den beiden Gleichungen (3.33]

@i(v) - p;(v)
() = 6:(0)" (3.34)




Kapitel 3. TU-Values 22

Wegen der Pareto-Optimalitit folgt aus

#i(v) _ v(N) =~ @ifv) (V) — ;(V)D;(v) = d;(v)v — ;(v)o; (v
oi(v) n v(N) — ¢5(v) & @i(V)V(N) = pi(v)di(v) = ¢i(v)v(N) — pi(v)gi(v)

& ¢;(v) = ¢;(v) und daraus auch ¢;(v) = ¢;(v). (3.35)
Induktionsschritt: Gelte jetzt die Aussage fiir ein beliebiges n — 1 > 2 (IA). Dann folgt
wegen des Totally-Proportional-Balanced-Value-Dividends- Axioms
Opi (V) _ Og(N)
Qv,N(i> Qv,N(j)
w;(v) — ZSSQN, @Lpi(v)(S) w;(v) — ZSS%M @@j(v)(s)
Bl

i R0 = O ) (3:36)
und
¢i(v) = Doscn, Opw)(S)  05(V) = Dosen, O, ) (S)
SEIN = 527 . (3.37)
QU,N (Z) Qv,N(])

Wir subtrahieren Gleichung von Gleichung 3.36
Ou. () (S) — Oy () (S
o) — oufw) 298 O ()~ 2sen Ou(9)

Qv,N(i> a Q’U,N (Z)
>5cN, O () (S) = D s, O, (1) (5)
pi(v) —¢i(v) T Y 5y
Qo)) Oon ) (3.38)
i) = 8i(v) _ p(0) — B5(v)
(ﬁ) Qun(i)  Qun(j) (3:39)
o i) - diloly) = <(> [0(0) — 6, (0)]. (3.40)

Da Gleichung fiir beliebige 7,5 € N mit ¢ # j gilt, folgt aus Gleichung

Q’UNZ
Sl -sio=| 3 8L

1EN 1EN\J

1| [@;(v) = ¢;(v)] (3.41)

und, da die linke Seite von [3.41| wegen der Pareto-Optimalitét gleich null ist,
;(v) = ¢;(v) fir alle j € N mit |[N| =n. (3.42)

Damit ist Satz [3.6.5] bewiesen. (]

3.7. Totally-f-Weighted-Shapley-Values

Auch der Totally-Proportional-Shapley-Value ist ein Spezialfall einer neuen Klasse von

TU-Values:



Kapitel 3. TU-Values 23

Definition 3.7.1. Fiir alle N C N, eine Funktion f mit f: R, — Ry, oder f: R x
Riy = Ry,

o alleveGY,, falls f:R:, — Ry,
o alle v € gN, fallS f R x R++ — R_A'__i_,

und einen Vektor w € R? 2 von Gewichten wg, wg > 0 fir alle S € N, S # 0,
definieren wir fir T'C N, T' > i, das totale f-gewichtete Anteilsverhdltnis Q¢
eines Spielers i € N an einer Dividende A, (T) rekursiv mit folgenden Ausdriicken:

ZS’S%T;, Qf(v,w),S(i)f<U(S)7 ’LUS)

Qf(mw),T (Z) - Z@ngT f(U(S), UJS)
Qrwuw),r(i) =1 fir T = {i}. (3.44)

Dann bezeichnen wir den TU-Value Sh'', gegeben durch

ShTU W)y = " Qi ()A(T), fir alle i € N, (3.45)

TCN, T>i

fir |T)>1 und (3.43)

als den zu f(v,w) zugehorigen Totally-f- Weighted-Shapley- Value.
Zur Axiomatisierung der Totally- f-Weighted-Shapley-Values formulieren wir:

Axiom 3.7.2. Fir alle NCN, eine Funktion f mit f:R3, —Ry\ oder f: Rx Ry, —
R++;

o alleveGY,, falls f:R2, — Ry,
o alle v c gN, falls f R x R++ — R++,

und einen Vektor w € R =2 yon Gewichten wg, wg > 0 fir alle S C N, S # 0 und

alle Spieleri,j € T C N, i # j, erfillt ein Losungskonzept ¢ das Totally-f- Weighted-

Balanced- Value-Dividends- Axiom genau dann, wenn gilt:
Op)(T) _ Ogw(T)
Qf(v,w),T(i) Qf(v,w),T(j) ’

wobetr die Qfv.w),r die rekursiven Ausdriicke aus Definition bezeichnen.

(3.46)

Dann charakterisiert folgender Satz die Totally- f-Weighted-Shapley-Values:

Satz 3.7.3. Fir alle N CN, eine Funktion f mit f: R, - Ry, oder f: R x Ry —
]R-l--‘w

e alleveGl,, falls f:R2, — Ry,
o alleve GV, falls f 1 Rx R,y — Ry,

st jedes Losungskonzept ¢, das Pareto-optimal ist und Axiom erfillt ein zu f(v,w)
zugehiriger Totally-f-Weighted-Shapley-Value Sh/ .

Beweis. Der Beweis ergibt sich analog zu den Beweisen zum Totally-Proportional-

Shapley-Value (Def. [3.6.1]). |
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Bemerkung 3.7.4. Die Totally-f- Weighted-Shapley-Values besitzen die Eigenschaften II.
bis IV. aus Satz[3.0.3. Die Eigenschaft V. ist fiir homogene Funktionen f vom Grad r, r
beliebig, erfillt. Das ergibt sich bei einer zu diesem Satz analogen Beweisfihrung.

Bemerkung 3.7.5. Der zu f(v,w) zugehirige Totally-f-Weighted-Shapley- Value Sht/
mit f(v(T),wr) := c fir alle T C N, T # 0, den wir den Totally-Symmetric-
Shapley-Value Sh'* nennen, ist gleich dem Shapley-Value Sh.

Beweis. Wir beweisen fiir zwei Koalitionen S;, S; C N, S; 24, S; 2 7, |5 = |95/, durch
Induktion iiber die Anzahl s = |S;| = [S;| der Spieler, die Identitdt Q. s, (i) = Q.,s,(J)-
Induktionsanfang: Sei s = 1. Dann gilt

Qe (i) =) 1 = Qs (4)- (3.47)

Induktionsschritt: Gelte jetzt die Aussage fiir ein beliebiges s > 1 (IA). Dann folgt fiir
zwei Koalitionen 7;,T; 3 4 und 73,7, 3 4, T;,T; C N, N e N, mit |T;| = |Tj| = s+ 1

Yosicr, Qesi (i)c ZS@E% Qe,s;(7)e
Qe (i) 2 —= = —= = Qer; ). (3.48)
BT D gsscrn € (A Z@;ﬁngj ¢
Somit gilt die Aussage auch fir T = T; = T; mit |T| > 2. Dann folgt aus Axiom [3.7.2]
Op,(v)(T) = Oy, v)(T") und daraus mit Bemerkung aus dem folgenden Abschnitt die
Behauptung. L]

Bemerkung 3.7.6. Der Totally-Proportional-Shapley-Value Sh'®  entspricht einem
2w f(v,w) zugehdrigen Totally-f-Weighted-Shapley-Value Sh*' mit f(v(T),wr) =
o(T), v(T) >0 firalle TC N, T #0.

3.8. Eine neue &dquivalente Charakterisierung der f-Weighted-
Shapley-Values

Mit den Value-Dividenden aus Definition lassen sich eine ganze Reihe von T'U-Values
kompakt charakterisieren. Dazu definieren wir folgendes Axiom:

Axiom 3.8.1. Fiir alle NCN, eine Funktion f mit f: R2, —R, | oder f: Rx Ry, —
R, alle v € G mit

o v({i}) >0 fir allei € N, falls f : RY, — Ry,
o v({i}) beliebig, falls f : R xRy — Ry,

einen Vektor w € RN von Gewichten w;, w; > 0 fir alle i € N, alle T C N und alle
Spieleri,j € T, i # j, erfillt ein Losungskonzept ¢ das f- Weighted-Balanced- Value-
Dividends-Axiom genau dann, wenn

@w(v) (T) _ @w (v) (T)
flolah),wi) — flo({7}),w;)
gilt, wobei die O, die Value-Dividenden aus Definition [3.6.5 bezeichnen.

(3.49)
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Bemerkung 3.8.2. Fiir alle N C N, eine Funktion f mit f: R3, — Ry, oder f:
RxR., — Ry, alleve G mit

o v({i}) >0 fir allei € N, falls f : R%, — Ry,
o v({i}) beliebig, falls f R xRy — Ry,

und einen Vektor w € RNl von Gewichten w;, w; > 0 fir alle i € N, ist jedes Losungs-
konzept ¢, das Pareto-optimal ist und Aziom erfillt, ein zu f(v,w) zugehdoriger
f-Weighted-Shapley-Value Sh? (Def. . Insbesondere ist jedes Lisungskonzept @, das
fir alle T C N, 1,5 €T, i # j, das Balanced- Value-Dividends-Axiom

O, (0)(T) = Oy, (w)(T) (3.50)
erfillt und Pareto-Optimal ist, gleich dem Shapley-Value Sh.

Beweis. Der Beweis ergibt sich analog zu den Beweisen zum Totally-Proportional-
Shapley-Value (Def. [3.6.1]) oder aus folgendem Satz: O

Satz 3.8.3. Fir alle N C N, eine Funktion f mit f: RY, — Ry, oder f: R x Ry —
R, allev € GN mit

o v({i}) >0 fir allei € N, falls f : RY, — Ry,

o v({i}) beliebig, falls f R xRy — Ry,
einen Vektor w € RIN! von Gewichten w;, w; > 0 fir alle i € N, alle T C N und alle
Spieleri,j € T, i # j, ist das f-Weighted-Balanced- Value-Dividends-Axiom|[3.8.1 dquiva-

lent zum f-Weighted-Balanced-Contributions-Aziom[3.4.3. Insbesondere ist das Balanced-
Value-Dividends-Azxiom dquivalent zum Balanced-Contributions-Axiom.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass ein Value ¢, der Axiom erfiillt, auch Axiom [3.4.2
erfiillt: Nach Gleichung [3.49] gilt fiir alle N C N, 4,5 € N, @ # 7,

Op (V) Opywy(IV)
Flolid),w) — fo{i}), wy)
pi(v) — ZTTC.BJ;L Ou,w)(T)  wi(v) — ZTT%]}[’ Oy, w)(T)

e F{i}), w) - Flo{d}), w;)

pi(v) — ZTQJTV\{j}, Op,(v)(T) — Z{TQM Op,(v)(T)
o1

i}CT
- T, w)
(V) — ZT%\&'}, O, ) (T) — Z{?j;}z& O, w)(T)
- o} wy)
#iv) = 2rem, Oaw(T) @ (v) = ZT%VB\}"}’ O, w)(T)
F({i}),w) N F{i}), wy)
- pi(v) — pilvlnny) _ iv) — @i(vlng)
E63 flo({i}), ws) i}, wy)
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Wir zeigen die Riickrichtung mit Induktion iiber die Anzahl n = |N| der Spieler.
Induktionsanfang: Sei n = 2 und N = {i,j}. Dann gilt fiir einen Value ¢, der das
f-Weighted-Balanced-Contributions-Axiom erfiillt

wi(v) — %‘(U’{z‘}) _ %‘(U) - SOJ(U’{J'})
f(v({i}, wi)) F{g}),w;)
#i0) = 221N Op)(T) - 5 (v) = ZTT%JJV, O, (T)
£ 7 (o({i}),wr) Fo({5})wy)
- Opw)(N)  _ Op(V)
B8 F{a}),w)  flo({ih), w;)’

Induktionsschritt: Gelte jetzt die Aussage fiir ein beliebiges n — 1 > 2 (IA). Dann folgt

pi(v) = eilmpy) _ @i(v) = @5 (ln)
fo({a}), ws) fv{5}),w;)
Opi()(N) + ZTT%JZv, Op,w)(T) — Zngzy\{j}, Op,(0)(T)
= 21

B3 fo({i}), w)
O,y (V) + 221N, O (T') = Doremfiy, Op; (0)(T)
T35 T2t

fv{7}), wj)

Opi(v)(N) + Z{TQN, Opi0)(T) Oy (V) + Z{,T;}zg,T O, (T)
4] 5=

N L}CT _
flo({i}), ws) Flo{ah), wj)
- Opw)(V) _ Ogm(V)
(i) Fliy) ) fo({5}),w;)
Da N beliebig war, ist die Aquivalenz gezeigt. L]

Bemerkung 3.8.4. Fiir beliebige Ausdriicke als Gewichtsfunktion ist ein ,gewichte-
tes“ Balanced-Contributions-Aziom im Allgemeinen nicht dquivalent zum entsprechenden
Lgewichteten  Balanced-Value-Dividends-Axiom. Der  Totally-Proportional-Shapley-
Value erfillt zwar das Totally-Proportional-Balanced- Value-Dividends-Axiom ein
entsprechendes ,, Totally-Proportional-Balanced-Contributions-Axiom*  dagegen mnicht,
wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel 3.8.5. Gegeben sei das TU-Spiel (N,v) mit Spielermenge N = {1,2,3}. Die
zugehorige Koalitionsfunktion v laute
v({1}) =1, v({3}) =1, v({1,3}) =2, v({1,2,3}) = 9.
v({2}) =2, v({1,2}) = 4, v({2,3}) = 4,

11

5
Dann ergibt sich mit Definition|3.6.1) Q, n(1) = 51 Qun(2) = T

103
21"

4
SHIw) =5 SH() =

8
= o Shif(v|psy) =1, Shf (v|(23)) = =

3
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Es folgt
. . 43 1 103 8 . .
Shi"(v) = Sh"(vlmzy) _ 21— = _ 22 y 47 91 3 _ Shy'(v) = Shy'(vlmy)
Qun (1) S 57 1 11 Qu,n(2) '
21 21

3.9. Komplexitiatsbetrachtungen von T'U-Values

Alle von uns untersuchten T'U-Values erfordern in der gegebenen Darstellungsweise im
Allgemeinen als Eingabegrofie die Koalitionswerte aller moglichen Koalitionen, die Teil-
mengen von N sind (bzw. die zugehorigen Harsanyi-Dividenden), also die komplette Po-
tenzmenge 2V ohne die leere Menge. Die Autoren von [Deng und Papadimitriou 1994]
schreiben dazu:

"There is a catch, however: If the game is defined by the 2" coalition values, there may
be little to be said about the computational complexity of the various solution concepts,
because the input is already exponential in n, and thus, in most cases, the computational
problems above can be solved very “efficiently”.”

Wir zeigen dazu fiir den Shapley-Value:

Bemerkung 3.9.1. Jeder Algorithmus, der fiir ein Spiel v € GV den Shapley-Value be-
rechnet, bendtigt im Allgemeinen alle Koalitionswerte von v. Eine effiziente Berechnung
des Shapley-Values ist, wenn die Koalitionswerte unabhingig voneinander sind, nicht
mdaglich.

Beweis. Gegeben seien eine Spielermenge N C N und zwei Koalitionsfunktionen vy, vo €
G", deren Koalitionswerte jeweils unabhiingig voneinander sind, mit v1(S) = vy(S) fiir
alle Teilmengen S C N, S # K C N und v;(K) # ve(K) fiir genau eine, aber beliebige,
Koalition K. Dann gilt fiir den Shapley-Value nach Formel fiir ein © € K mit k :=
|K|,s:=1S],n:=|N|

Shi(vy) — Sh;(vy)
=y B () ] - 3T BTN (g s\ia)

s " 2
_ ko 1);(!” — k)l [v2(K) — v1(K)] # 0. (3.51)

D.h. jeder Algorithmus, der den Shapley-Value berechnet, liefert fiir die beiden Koaliti-
onsfunktionen vy, vy ein unterschiedliches Ergebnis. Das bedeutet, da K beliebig war und
die Koalitionswerte unabhéngig voneinander sind, dass die Auszahlung eines Spieler ¢ von
jedem einzelnen Koalitionswert der 2"~ Koalitionen S C N, die einen Spieler i enthalten,
abhéngt. Somit miissen alle Koalitionswerte im Algorithmus mindestens einmal verwen-
det werden, erfordern also mindestens eine Elementaroperation, was fiir einen einzigen
Spieler einer Laufzeit von O(2"!) entspricht. ]

In den folgenden Kapiteln bringen wir Koalitionsstrukturen, bei denen nicht immer alle
theoretisch moglichen Koalitionen zur Auszahlungsberechnung verwendet werden miissen.



Kapitel 4
Graphen und Hypergraphen

In diesem Kapitel verzichten wir aus Platzgriinden auf eine breitere Ausarbeitung, insbe-
sondere auf eine Axiomatisierung.

4.1. Ein Spiel auf Graphen und Hypergraphen

Ein Autobahnnetz verbindet n Stddte. Auf jeder Verbindung zwischen zwei Stadten wer-
den Einnahmen durch Mautgebiihren generiert. Die Einnahmen sollen ,,fair* auf die ein-
zelnen Stéddte verteilt werden. Dies wire eine Anwendung des folgenden Spiels I” aus
[Deng und Papadimitriou 1994], das dort anschlieend zweimal verallgemeinert wird:

Spiel I': Gegeben ist ein Graph G = (N, L), dessen Kanten {i, j} ein ganzzahliges Ge-
wicht v/ ({1, j}) besitzen. Die Autoren definieren ein Spiel dadurch, dass fiir jede Koalition
S C N der Wert v'(S) gleich >y, g piiyer V({6 7}) gesetzt wird und zeigen, dass der
Shapley-Value fiir dieses Spiel mit Sh;(v') = %Z{i’j}eL v'({i,7}),i € N, in O(n?) Zeit zu
berechnen ist.

Spiel II’: In einer ersten Verallgemeinerung des Spiels ist jetzt ein Hypergraph HG =
(N, H) gegeben und der Wert v/(S) einer Koalition S ist die Summe der Gewichte aller
{—elementigen Teilmengen h C S, h € H, mit £ > 2. Wir haben also einen Hypergraphen
mit Hyperkanten, die jeweils alle genau ¢ Knoten besitzen.

Spiel III’: Als letzte Erweiterung sind die Koalitionswerte v/(S) als Summe der Ge-
wichte v'(h) von Teilmengen h C S, h € H, mit beliebig vielen Elementen gegeben. Die
Hyperkanten konnen also unterschiedliche Groflen besitzen. Dabei konnen wir die Anzahl
der Teilmengen h, also der Hyperkanten, durch ein Polynom k-ten Grades beschrinken.

Spiel I, IT und I1I: Wir verallgemeinern die Koalitionsfunktion v’ fiir die drei Spiele zu
einer Koalitionsfunktion v: Jede Einerkoalition {i} erhélt einen Koalitionswert v({i}) € R
und jede Hyperkante h € H bekommt zusétzlich ein Gewicht w(h) € R, sodass gilt

v(S) = Zv({z}) +w(S), w(S) := Z m(h), fir alle Koalitionen S C N. (4.1)

i€s hCS, heH
Bemerkung 4.1.1. Allgemein gilt fir alle Teilmengen T C N, die nicht zusam-
menhdngend sind, fir die Hypergraphenkoalitionsfunktion v A,=(T) =0.
Beweis. Sei T'C N beliebig. Dann gilt

UH(T) Z U<5) Z UH(S) ZAUH@)

QCT @ ~ SeP(T,H|r) ~ SeP(T,H|r) ~ SeP(T,H|p) QCS
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- I(@) Yoo A= D> D Ax(Q)

SeP(T,H|7) QCS QCT, SeP(T,H|r) QCS
QLSeP(T,H|r)
& Y AmQ =0 = Au(Q) =0 firalle QCT, Q¢ S e P(T, Hlp),
QCT,
Q¢SeP(T,H|r)
da T beliebig war. L]

Satz 4.1.2. Fir die CF-Spiele I, 11, III stimmt die Koalitionsfunktion v mit der Hyper-
graphenkoalitionsfunktion v tiberein und es gilt

v(9), falls |S| =1,
A,u(S)=A,8)= <0, falls |S| >2, S ¢ H, (4.2)
7(9), falls |S| >2, S € H.
Beweis. Fiir alle Koalitionen 7' C N gilt

vI(T) = > v(9) 5 > u({i}) > D w(h (4.3)

SeP(T,H|z) SeP(T,H|r) i€S SeP(T,H|r) hCS,
heH

Nach Definition [2.0.10|ist P(T, H|r) eine Partition von 7" mit maximal zusammenhéngen-
den Komponenten. D.h. jede Kante h C T, h € H, befindet sich in genau einer dieser
maximal zusammenhdngenden Komponenten und wir erhalten aus Gleichung

(T = Z {}+Z ) fiir alle T"C N. (4.4)

Somit ist fiir [S| = 1 nichts zu zeigen. Durch Induktion tiber die Anzahl s = |S| der
Spieler zeigen wir nun fiir alle Koalitionen S C N, dass gilt

0 falls |S|>2, S¢ H

Ay ={h e B =B S e

7(9), falls |S|>2, S € H.

Induktionsanfang: Sei s = 2. Dann gilt

AVS) = 0(8) = S0 AN = Do oldih) + 3 k) = S A{ih) = 3 w(h)

i€s ieS hCS, i€s hCS,
heH heH

Daraus folgt A,(S) =0 fiir S ¢ H und A,(S) =n(9) fir S € H.
Induktionsschritt: Gelte jetzt Aussage [4.5| fiir ein beliebiges s — 1 > 2 (IA). Dann folgt

AL (S) = v(S) =D A(R) ﬁzv({z}) + > w(h) =Y A(R)

(4.5)

RCS i€S hCS, RCS
heH
= D> A{H+ D wh) = | DA + D AR + D A(R)
ieS hCS, = RCS, RCS,
heH REH REH
|Rl£1
0, falls S ¢ H,
EZW(M_ZW(R):{ S). falls S e H (4.6)
(I4) 273, Prr m(9), falls S € H.
heH RGH
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4.2. Losung des Spiels mit f-Weighted-Shapley-Values-For-
Hypergraphs

Das bekannteste Losungskonzept fiir Graphen ist der Myerson-Value p . Dabei wird
eigentlich kein neuer Value definiert, sondern die Koalitionsfunktion v wird zur Koali-
tionsfunktion v* modifiziert und darauf der Shapley-Value Sh angewendet. Ein analo-
ges Vorgehen ist mit der Hypergraphenkoalitionsfunktion v fiir alle f-Weighted-
Shapley-Values méglich.

Definition 4.2.1. Fir alle N C N, eine Funktion f mit f: RL, — R, oder f: R x
R++ — R++, alle v € gN mat

e v({i}) >0 fir allei € N, falls f : RY, — Ry,
o v({i}) beliebig, falls f : R xRy — Ry,

einen Vektor w € RN von Gewichten w;, w; > 0 fiir alle i € N, alle H C HY und jedes
entsprechende CF-Spiel (N,v, H) (Def. , ist der CF-Value ShH, den wir den zu
f(v,w) zugehirigen f- Weighted-Shapley- Value-For- Hypergraphs nennen, definiert
durch

S (N, v, H) = SEC (N, o) fiir alle i € N, (4.7)

wobei v die Hypergraphenkoalitionsfunktion und Sh! der f-Weighted-Shapley- Value
(Def. ist.

Bemerkung 4.2.2. Der f-Weighted-Shapley- Value-For-Hypergraphs Shf := Sh/H mit
fw{{i}),w;) :==c, ¢ >0 fir alle i € N, stimmt nach[2.2( fiir ein CO-Spiel (Def.

mit dem Myerson-Value u iberein.

Wir kénnen nun die Auszahlungen fiir die Spiele I, II und III aus Abschnitt[4.1]berechnen.
Wir verwenden dafiir, beispielhaft fiir alle f-Weighted-Shapley-Values-For-Hypergraphs,
den Shapley-Value-For-Hypergraphs Shf und den Proportional-Shapley-Value-For-
Hypergraphs ShP := Sh/H mit f(v({i}), w;) := v({i}), v({i}) > O fiir alle i € N. In
den Spielen I bis III aus Abschnitt erhalten wir mit der Koalitionsfunktion v fiir
jeden Spieler i € N mit Sh* folgende Auszahlungen:

53 & 15
S21
o1 L
S (5 X wl{i)). ieN. (48
{i,j}eH
_ Ay (5)
. H = H — h
Spiel IT:  Sh;'(N,v,H) = Sh;(v )@ Z S|
SCN,
S21
Lo .
— ol{ih) + ZMZH n(h), i € N. (4.9)

h>i
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. A, (5)
_ H — Sh(vH) = h
Spiel I1I: Shi;"(N,v,H) = Sh;(v )m Z 9]
SCN,
SBZ

In Spiel [ erhélt jeder Knoten als Auszahlung, zusétzlich zu seinem Einerkoalitionswert,
die Hélfte des Kantengewichts aller mit ihm inzidenten Kanten, in Spiel IT und 111, zuséitz-
lich zu seinem Einerkoalitionswert, einen gleichméfligen Anteil des Kantengewichts von
jeder Kante, in der er enthalten ist.

Fiir den Proportional-Shapley-Value-For-Hypergraphs Sh*# ergibt sich mit v(S) > 0
fur alle S mit |S| =1,

Spiel I:  SKP™(N,v, H) = Sh”(v M= %A (S)

SBZ

= v({i}) +v({i}) > usGrh ,iEN.  (4.11)

wgen ) o}
Spiel II:  SKP"(N,v,H) = ShP(v!) = &A 49)
=0 SCN Z]ES ({]})
550

= v({i}) +v({i}) ZZ () eN. (4.12)

heH, ]Eh <{.]}>
h>i
ie : pH v — ShP(vH) = v({i})
el S ) =S & 2 ey )
Sai

h)
= o({i}) +o({i}) }EZHZ]@ oy eN. (4.13)

In Spiel I, I und III, erhélt jeder Knoten als Auszahlung, zusétzlich zu seinem Einer-
koalitionswert, die Summe der zu seinem Einerkoalitionswert proportionalen Anteile des
Kantengewichts jeder Kante, in der er enthalten ist.

4.3. Losung des Spiels mit Totally-f-Weighted-Shapley-Values-
For-Hypergraphs

Ganz dhnlich, wie wir fiir die f-Weighted-Shapley-Values einen Value fiir Hypergraphen
definiert haben, kénnen wir auch bei den Totally-f-Weighted-Shapley-Values vorgehen.
Allerdings wollen wir jetzt, dass die Anteilsverhéltnisse nur mehr mit Koalitionen gewich-
tet werden, die einen Spieler ¢ enthalten und Kanten oder Einerkoalitionen sind:

Definition 4.3.1. Fiir alle N C N, eine Funktion f mit f: R, — R . oder f: R x
Riy = Ry,
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e alleveGl,, falls f:R2, — Ry,
o alleve GV, falls f : Rx R, — Ry,

alle H C HY, alle dazugehdrigen CF-Spiele (N,v, H) (Def mit H :== HU {{z

1€ N} und einen Vektor w € R yon Gewichten w wy > 0 fir alle T € H, ist
der CF-Value ShY™ | den wir den zu f(v,w) zugehirigen Totally-f- Weighted-Shapley-
Value-For- Hypergraphs nennen, definiert durch

SHICHN 0, HY = 3" QU 2Dy (T) fiir alle i € N, (4.14)

TCN,T>s

wobei v die Hypergraphenkoalitionsfunktion 15t und mat Qﬁuw)f(i) das totale
fiir Hypergraphen f-gewichtete Anteilsverhdltnis eines Spielers i € N an einer
Dividende A,u (T) aus durch folgende Ausdriicke rekursiv definiert ist:

ZSG(I:S{\T\T), Qa5 f (v(S), ws)
ZSe(mT\T) f(v(S), ws)

fir |T] > 1 (4.15)

Q]I?(v,w),T(Z‘) =

und

Qfow (@) =1 fir T = {i}. (4.16)

Bemerkung 4.3.2. Ist eine Koalition S ein Element von H, so gilt v(S) = v"(9).
Enthdlt H alle moglichen Koalitionen, so sind die Totally-f- Weighted-Shapley- Values-For-
Hypergraphs Sh'H identisch mit den Totally-f- Weighted-Shapley- Values ShY.

Bezeichnung 4.3.3. Den Totally-f- Weighted-Shapley- Value-For-Hypergraphs ShY™ mit
f(T),wr) == ¢, ¢ > 0 fir alle T € H, bezeichnen wir als Totally-Symmetric-
Shapley- Value-For-Hypergraphs Sh'*  den Sh'™ mit f(v(T), wr) := v(T), v(T) > 0
fir alle T' € H, als Totally- Proportional-Shapley- Value- For- Hypergraphs Shi*f.

Wir berechnen die Auszahlungen fiir die Spiele I, IT und III aus Abschnitt 4.1 mit Sh'*#
und ShPH . Fiir Sh*H ergibt sich:

Spiel I: Shi*H(N, v, H Z QCT (T)
TCN T>i
5 Qitipy ({3, 73)
ﬂ] {;};H {J}
= v({i}) +3 Z 7({i,j}), i € N. (4.17)
[jj’i {i,j}eH

® Dadurch, dass wir die Anteilsverhéltnisse nur fiir Zusammenhangskomponenten (siche Bem. 4.1.1)
benétigen, sind die Gewichte von Koalitionen T € H mit T' € P(N, H) belanglos und nur aus formalen
Griinden mitangegeben.
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Spiel IT:  Sh*H(N, v, H) = > QI ()AL
TCN T>i
ZSE(ﬁw\h), Qlls(i)e
= o({i})+ ) 259’ - m(h)
o heH, Se(Hp\h) €
4. 10| hgl
o+ Zﬁ(h), i €N.
heH,
h3i
Spiel III: ~ Sh*H (N, v, H) = > QE)AL(T)
TCN T>i

v({i}) + Y w(h)
z[:é heH, ZSG(HIh\h
14,10 h>i

D setanm, @ils (i)

=v({ih)+ Y 551 7(h), i € N.

nem,  (HI\R)]

h>1t

Fiir Sh'PH folgt mit v(S) > 0 fiir alle S C N, S # 0:

Spiel I:  ShP"(N,v M) = > Qi r(DAL(T)

TCN T34

+ Z Qﬁ{i,j}),{i,j} (O)m({i,5})

{i,j}eH
— o) +o(()) Y i)

7 2 o) oG

ﬁm
=

1€ N.

NN

Spiel 11: SHP(Nv. H) = > Quiry (D) Au(T)
TCN T>1
ZSe(mh\h), QﬁS),s(i)U(s)

i heZH Z;e(mh\h) v(5) e

h>i

— V{11 )
V(1) + o3} 225;@ wy e

Spiel I1: SKP™ (N, 0. H) = > Qlfry r())Au(T)

TCN T3>

mm
I'
S

D sl @ots) s (Dv(S)
= o({i}) + 521 w(h), i € N.

L1 heH, ZSe(ﬁ\h\h) v(S)
110 i

33

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)
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Fiir Spiel I und II ist Sh mit Sh* und ShPH mit Sh'** identisch. In Spiel III erhélt
jeder Spieler i € N mit Sh**¥  zusitzlich zum Einerkoalitionswert, seinen total gleichmiiflig
gewichteten Anteil jedes Kantengewichts aller Kanten, in denen er enthalten ist, mit ShtP?
zusitzlich zum Einerkoalitionswert seine entsprechenden total proportionalen Anteile.

4.4. Komplexitiatsbetrachtungen von Hypergraphen-Values

Es gilt:

Satz 4.4.1.  L: Spiel I ist mit den Values Sh¥, ShPH ShtsH —ShtrH in O(n?) Zeit
losbar.

II.: Spiel II ist mit den Values Sh¥, ShPH  Shist  ShPH in O(nk+1) Zeit losbar, wenn
die Anzahl der Hyperkanten durch ein Polynom k-ten Grades, oder die Grifie |h|
der Hyperkanten h € H durch eine Konstante k > 0 beschrdnkt ist.

II1.: Spiel I1I ist mit den Values
a) Sh und ShPH in O(nkFt1),
b) Sh¥*H und Sh'*H in O(n***1) Zeit lésbar,

wenn die Anzahl der Hyperkanten durch ein Polynom k-ten Grades beschrdinkt ist.

Beweis. I.: Jeder Knoten ¢ ist mit maximal n — 1 anderen Knoten in G adjazent. Somit
sind in den Formeln [4.8] [4.11] [£.17], [£.20] maximal n — 1 Summanden zu addieren, von
denen jeder mit konstant vielen Operationen ausgewertet werden kann. Bei n Knoten
haben somit alle vier Values quadratische Laufzeit O(n?).

I1.: Sei die Anzahl der Hyperkanten durch ein Polynom k-ten Grades beschrinkt:

In den Formeln [£.9] [4.12] .18} [£.21] ist die Anzahl der Summanden durch ein Polynom
k-ten Grades beschrénkt, von denen jeder mit konstant vielen Operationen ausgewertet
werden kann, wenn fiir[£.12] [£.21] vorab fiir alle Kanten h die Summen im Nenner berechnet
wurden, was O(n - n¥F) = O(n**1) Zeit benstigt. Somit ergibt sich bei n Knoten fiir die
Values Sh#, Sh**H eine polynomiale Gesamtlaufzeit von O(n - n¥) = O(n*1) und fiir
ShPH  Sh'PH eine polynomiale Gesamtlaufzeit von O(n**1) + O(n - n*) = O(n*1).

Sei jetzt die Grofle |h| der Hyperkanten durch eine Konstante & > 2 beschriankt: Die
maximale Anzahl der Hyperkanten bei Maximalgrofle k£ von insgesamt n Knoten ent-
spricht der Anzahl aller k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge, also dem
Binomialkoeffizienten (’;) Das bedeutet, wenn k fest ist, ist die Anzahl der Hyperkanten
ebenfalls durch ein Polynom k-ten Grades beschrénkt, denn es gilt

c>:k nl nn—1)..(n—k+1)

k) T Rm—k il =

und wir erhalten, wie zuvor gezeigt, die angegebenen Laufzeiten.

II1.: a) Die Aussage folgt aus dem gleichen Beweis wie fiir Spiel II. Sollte fiir Shf die
Anzahl der Knoten der Kanten A nicht abgespeichert sein, so kann diese vorab fiir alle
Kanten in O(n**1) Zeit ermittelt werden und es ergibt sich die gleiche Gesamtkomplexitit.

b) Fiir die Berechnung von Sh**H geben wir einen Algorithmus an:
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Algorithmus 4.4.1. Berechne Sh** (Bezeichnung|{.3. :j) fiir das Spiel I11

Input: Ein CF-Spiel III aus Abschnitt[{.1 mit Koalitionsfunktion v und Kantengewichten
m(h).
1: fori=1 to n do

2: f{l}(z) =1 //
3: for =2 to n do '/ gibt die KantengrdfSe vor
4 form =1 to |S/(i)| do // alle Kanten der Grofle j, die i enthalten
5:
H .
ZSE (ﬁ‘Tjﬁl(i)\TJ{rIn(i))’ CS( )
H (i) = 5t . 15
er o) [(H i ) \TH ()] i
6: end for
7 end for
8: ) 0o
ZSG(I;Ih\h), Qe s(1)
Shi™ (N, v, H) == v({i}) + > m(h) /419
heZH |(H [ \P)]
h3i
9: end for

10: return Sh*H (N, v, H),

wobei |SH( )| die Anzahl aller Hyperkanten mit j vielen Spielern ist, die Spieler i enthalten
und TH( ) die m-te Hyperkante mit j vielen Spielern ist, die Spieler i enthilt.

Beschreibung: Der Algorithmus berechnet zunéchst sukzessive fiir jeden einzelnen Spie-
ler die Anteilsverhéltnisse von den kleineren Elementen aus H zu den grofleren, in denen
er enthalten ist und weist dann die Endauszahlung jedem Spieler zu.

Komplexitit: Wir verwenden die Bezeichnungen [2.0.18] Die Anzahl der Summanden des
Zghlers in Zeile 5 ist durch ein Polynom k-ten Grades beschrénkt, die Bestimmung der
Kardinalitdt im Nenner ist in O(n*) Zeit moglich. Somit gilt ¢(Z5) € O(n* +n*) = O(n*).
Die Anzahl der Aufrufe von Zeile 5 durch die beiden geschachtelten Schleifen, Zeile 3, Zeile
4, ist ebenfalls durch ein Polynom k-ten Grades beschrankt. Die Bestimmung der Kardina-
litdt im Nenner Zeile 8 ist in O(n*) Zeit moglich, die Anzahl der Summanden des Zéhlers
ist durch ein Polynom k-ten Grades beschrankt und somit die Anzahl der Elementarope-
rationen fiir jeden Summanden der groen Summe. Da die Anzahl der Summanden dieser
Summe durch ein Polynom k-ten Grades beschriinkt ist, folgt ¢(Zg) € O(n*nF) = O(n?*).
Damit gilt:

t(Alg. [1410) = t(Fy) = n[l + t(Fs) + t(Zs)]

0] n ISH@)]
[1+Z > t(Zs) +1( Zg] =n+n t(Zs) + nt(Zg).
j=2 m=1 j=2 m=1

Somit ist Algorithmus in O(n + nn?* + nn?) = O(n***1) ausfithrbar.
ShirH (4.3.3)) ist fiir Spiel III analog zu berechnen, mit dem Unterschied, dass jetzt
jeweils der Nenner in Zeile 5 und Zeile 8 eine Summe ist, die in O(n*) Zeit auszuwerten



Kapitel 4. Graphen und Hypergraphen 36

ist. Damit ist aber jeder Bruch der Zeilen 5 und 8 ebenfalls in O(n* + n*) = O(n*) Zeit
zu berechnen und wir erhalten dieselbe Gesamtlaufzeit O(n?**1) wie bei Sht*H. ]

Bemerkung 4.4.2. In Spiel II ist fir die Values Sh¥, ShPH  ShtsH Sh'PH mit den

oben angegebenen Formeln die Laufzeit beziiglich n nicht mehr polynomial, wenn die Ma-

zimalgrofie k der Kanten z. B. in der Form k = [%] von n abhdngt.

Beweis. Wir zeigen die Bemerkung durch Abschétzung mit der Stirlingschen Formel (siehe
[Konigsberger 2004]):

n
n ..
n!l ~V2mn (—) fir n — oo.
e

Da fiir 2 < k < n fiir ganzzahlige Binomialkoeffizienten immer die Identitét (Z)
gilt, miissen wir aus Symmetriegriinden nur & < 5 betrachten. Aus

(")

;) >1 = n—H>k

(") 2

folgt, wegen der Symmetrie, dass (}) ein Maximum bei k = |2] bzw. k = [%] besitzen
muss. Es gelte nun & = [}], 2 <t < 7. Betrachten wir ein festes n, bei dem gilt k =

s >t 2 <5< 3. Dann folgt £ = 2 < [2] = K und somit auch ( ) < ( ) er
approximieren nun fiir ein beliebig grofes, solches festes n mit der Stirlingschen Formel:

(1) = () = =

- Vi 27Tsk(%)8k (

> 3

)"
) ()Y

V2rk(5)"/amh(s — D (HR) 0 et

Ssk (%) sk Ssk

/Qﬁk%(s _ 1)1@(571)(%)16(%)16(871) /27rk8;—1(s 1)k
e e )
2t (s — )5 \/@(3 —1)5 Vs —1

Da % > 1, ist die Anzahl der Summanden beziiglich n fiir s und damit fiir ¢ exponentiell
und somit auch die Laufzeit. Das schlechteste Ergebnis, der Worst Case, wird bei t = 2
mit einer exponentiellen Laufzeit von O( \f) fiir jeden einzelnen Knoten erreicht. [

Bemerkung 4.4.3. Da wir zur Berechnung der Komplexititen Satz[{.1.3 benutzt haben,
erhalten wir die gleichen Komplezititen fiir jedes CF-Spiel, wenn in den Values Sh™ und
Sh™ statt der Hypergraphenkoalitionsfunktion v eine Hypergraphenkoalitionsfunktion
vAR werwendet wird, mit vHR(S) := v(S) fiir |S| = 1 oder S € H und fiir alle anderen
Koalitionen S C N, der Wert v(S) so gesetzt wird, dass A,ur(S) =0 gilt. Wir gehen in
Kapitel [(] nochmal kurz darauf ein.
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Level-Structures

5.1. Nested-Partitions

Wir kommen zum Beispiel aus der Aufgabenstellung (Abschnitt . Zur Veranschauli-
chung verwenden wir eine graphische Darstellung. Gegeben ist eine Spielermenge N, deren
Koalitionsstruktur durch einen Baum mit ausgezeichneter Wurzel der Hohe h, h > 1, mit
n = |N| Bldttern, n > 2, und Grad d € N beschrieben werden kann (Abb. [5.1).

Ebene: A

h—1

0
Abb. 5.1: Baum der Hohe h mit ausgezeichneter Wurzel, h + 1 Ebenen und n Bléttern

Die Spieler sind urspriinglich nur die Blatter. Um die Beschreibung einfach zu halten,
seien zunéchst alle Blatter nur in Ebene 0. Jedes Blatt steht fiir eine eigene Partition,
die eine einzige Komponente enthilt, die als einziges Element nur einen Spieler besitzt.
Die Ebene 0 entspricht der atomaren Partition (Def. der Spielermenge N, wobei
in unserem Fall jedes Blatt eine eigene Partition darstellt (Abb. .

Ebene: h
h—1
1
0

Abb. 5.2: Atomare Partition der Spielermenge mit Blédttern als Komponenten. Jede Komponente bildet
eine Partition (rot) mit einer Komponente (blau) und einem Spieler als einziges Element.

Alle Partitionen der Ebene 0, die Geschwister sind, bilden die Komponenten einer
iibergeordneten Partition, dargestellt durch den Elternknoten dieser Geschwister in Ebene
1. Die Komponenten besitzen jeweils einen Spieler als einziges Element (Abb. .
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Ebene: A

/ /| |
)\ )\ \

Abb. 5.3: Partitionen (rot), repriisentiert durch Knoten der Ebene 1, auf der jeweiligen Menge von Kno-
ten, die Geschwister in Ebene 0 sind, und die zugehérigen Komponenten (blau) bilden

Die Knoten aus Ebene 1, d.h. die Partitionen, fiir die diese Knoten stehen, die Ge-
schwister sind, bilden die Komponenten einer neuen Partition der Ebene 2, symbolisiert
durch ihren Elternknoten (Abb. [5.4)).

Abb. 5.4: Partitionen (rot), repriisentiert durch Knoten der Ebene 2, auf der jeweiligen Menge von Kno-
ten, die Geschwister in Ebene 1 sind und die zugehoérigen Komponenten (blau) bilden

Mit diesem Schema wandern wir immer eine Ebene hoher. Die Geschwister in jeder
Ebene bilden die Komponenten einer iibergeordneten Partition, dargestellt durch den El-
ternknoten in der néchsthoheren Ebene. Am Schluss bilden die Partitionen, dargestellt
durch die Knoten der Ebene h — 1, die Komponenten der alles umfassenden Partition,
symbolisiert durch den Wurzelknoten. Wir erhalten lauter ineinander geschachtelte Par-
titionen, die, bis auf die letzte, jeweils Komponenten einer {ibergeordneten Partition sind
(Abb. [5.5). Eine solche Koalitionsstruktur nennen wir Nested-Partitions.

Wir kénnen nun auch einfiihren, dass der Baum Blétter in unterschiedlichen Ebenen
besitzt. In jeder Ebene sind Blatter Partitionen, die eine einzige Komponente mit einem
Spieler als einziges Element besitzen (Abb. [5.6)).

Fiir seinen Level-Structure-Value (Satz hat Winter in [Winter 1989] eine Koali-
tionsstruktur eingefiihrt, die er Levels-Structure nennt, in [Calvo, Lasaga, Winter 1996]
heifit sie Level-Structure (Def. . Sie entspricht, mit einer etwas anderen Sichtweise,
der gerade beschriebenen Koalitionsstruktur der Nested-Partitions. Wir kénnen damit die
Koalitionsstruktur aus Abb. B.6l mit Abb. [5.7] darstellen.
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Ebene: h

h—1

Abb. 5.5: Ineinander geschachtelte Partitionen (Nested-Partitions). Jede Partition, auler der groéfiten,
bildet auch eine Komponente der iibergeordneten Partition.

Ebene: h
\ h—1
\\ 1

Abb. 5.6: Geschachtelte Partitionen auf einem Baum mit Blattern in unterschiedlichen Ebenen

Fiir unser weiteres Vorgehen werden wir, um mit der vorhandenen Literatur konform
zu bleiben, die Definition der Level-Structure verwenden und keine eigene formale Defi-
nition der Nested-Partitions vornehmen. Ziel der néchsten Abschnitte ist es, zum einen
Values anzugeben, die die Koalitionsstruktur von Nested-Partitions bei der Auszahlung
beriicksichtigen und zum anderen, die Laufzeit-Komplexitdt der Auszahlungsberechnung
dieser Values zu ermitteln:

Bei einer gegebenen Level-Structure P bedeutet das, dass die Zwischenauszahlung an
eine Komponente gleich der Summe der Auszahlungen an alle Spieler der Komponente
sein soll (Satz [2.0.16)). Zusétzlich wollen wir, dass fiir die Berechnung des Auszahlungs-
anteils eines Elementes T einer Komponente C* € P’ an der Zwischenauszahlung nur
Koalitionswerte von Koalitionen S verwendet werden, die aus Elementen der Komponen-
te C* und anderen Komponenten der Partition P zusammengesetzt sind, die Teilmengen
derselben Komponente C**! € P! sind, wie die Komponente C*, wie dies auch fiir die
Auszahlungsberechnung einer Partition mit dem Owen-Value der Fall ist.
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C -@ .0@ > ph-1

EE P PT DO o B
<®®® S ®®®> PO
Spieler: 1 2 77_777”-***-7—777777.””7? -

Abb. 5.7: Zur Abbildung zugehorige Level-Structure

5.2. Algorithmus zur Berechnung des Level-Structure-Values

In [Gémez-Rua, Vidal-Puga 2011] wird ein neuer Value fiir Level-Structures eingefiihrt,
der eine Erweiterung des (-Values [Vidal-Puga 2005] ist. Im folgenden Abschnitt tibertra-
gen wir die Darstellung, den Algorithmus und die Beweisfithrung fiir den Value aus
[Gémez-Ria, Vidal-Puga 2011] auf den Level-Structure-Value (Satz [2.0.15).

Wir beschreiben kurz die Idee, die hinter dem folgenden Algorithmus steckt: In einem
ersten Schritt wird v(/V) durch den Shapley-Value auf die Komponenten des (h — 1)—ten
Levels verteilt. Dann wird fiir jede Komponente C}~' € P"~! die Auszahlung, die C}~! im
ersten Schritt erhalten hat, auf alle Komponenten C"~2 € P"~2 die Teilmengen von /!
sind, mit dem Shapley-Value verteilt usw.. Im letzten Schritt verteilen wir die Auszahlung,
die die Komponenten aus P! erhalten haben, an die urspriinglichen Spieler i € N.

Algorithmus 5.2.1. Sei N C N mit einer Level-Structure P = (P°, ..., P"), P € LSY,
und v € GV gegeben. Wir setzen v" :
o Schritt 1: Gegeben sei der (h—1)—te Level PP=' = {C"1, .., C’g&;_l)} mit CI! e
Pt und N*' = {1,...,m(h — 1)}. Das TU-Spiel (C}~", v"~") ist definiert durch

= .

YT = Shq(Nh—l, W PhY (N\Cgfl)UT) fir alle TCC' (5.1)

Insbesondere ist vhil(C’gfl) die der Komponente C’;“l zugedachte Auszahlung.

e Schritt k fir 2 < k < h — 1: Wir betrachten fir ¢ := h — k den {—ten Level
Pt = {C1,...Cpp} mit Cf € P* und N = {1,...,m(€)}. Sei C; C CH', Ot €
P und Nf = {s € N*: CL C CIM} die Menge der Indizes der Komponenten in
CitL. Wir beachten, dass r € NY gilt. Das TU-Spiel (Cf,v*) ist definiert durch

v (T) = Shr(Nf, v€+1/Pé|(C§+1\Cg)UT) fiir alle T C C*. (5.2)

Insbesondere ist v*(CY) die der Komponente C* zugedachte Auszahlung.

e Schritt h: Wir betrachten die atomare Partition P° = {CY,...,C°} mit C? = {i}
und N° = N. Sei C} € P* und N) = {j € N°: {j} € C}}. Die Auszahlung oS fiir
die Spieler i, i € N, ist dann gegeben durch

¢S (v, P) = Sh; (Ng, ot /P0|C;>. (5.3)
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Gilt h = 1, wird nur Schritt h ausgefiihrt.

Fiir den Beweis, dass ¢*° aus dem obigen Algorithmus gleich dem Level-Structure-Value
ShLS (Satz [2.0.15)) ist, bendtigen wir ein Axiom aus [Calvo, Lasaga, Winter 1996].

Axiom 5.2.1. Ein Value ¢ erfillt das Balanced-Group-Contributions-Axiom ge-
nav dann, wenn fir alle N C N, v € GV, Level-Structures P € LS mit P = (P°, ..., P")
fiir alle Ct,Ct e P', P* € P, mit CL,CL C Cytt e PP, 0 €{0,....h — 1}, gilt

Z ¢i(N,v, P) — Z oF <N\Cf, U|N\C’£»£|N\C£>

i€Cy i€Ct
= Z¢Z<N7U7£) - Z¢Z<N\C§7U|N\C§7£’N\Cg> (54)
ieCt ieCt

Dieses Axiom fordert, dass fiir zwei Komponenten Cg ,C* die Teilmengen derselben Kom-
ponente in der Partition P“*! sind, der Beitrag der Komponente C* zur Gesamtauszahlung
an die grundlegenden Spieler der Komponente C’f gleich dem Beitrag der Komponente C’g
zur Gesamtauszahlung an die grundlegenden Spieler der Komponente C? ist.

Folgender Satz liefert mit diesem Axiom eine Charakterisierung des Level-Structure-
Values:

Satz 5.2.2 ([Calvo, Lasaga, Winter 1996]). Fiir alle N C N,v € GV, P € LS ist jeder
LS-Value ¢, der das Pareto-Aziom und das Balanced-Group-Contributions-Axiom

erfiillt, gleich dem Level-Structure-Value Sh'® (Satz :

Damit konnen wir zeigen, dass Algorithmus den Level-Structure-Value berechnet:

Satz 5.2.3. Sei N C N, P = (P°, ..., P") € LS, und v € GV gegeben. Dann ist der
Value o™ aus Algorithmus der Level-Structure-Value Sh™® aus Satz[2.0.15

Beweis. Wir zeigen die Pareto-Optimalitidt. Dazu behaupten wir, dass die Summe der
Auszahlungen v"~*(C}~*) an die Komponenten C}~* € P"~* in jedem Schritt k, 1 < k <
h — 1, gleich dem Wert der grofien Koalition v(N) ist, was wir durch Induktion iiber die
Anzahl k der Schritte in Algorithmus [5.2.1] zeigen wollen.

Induktionsanfang: Sei k = 1. Dann gilt in Schritt 1 wegen der Pareto-Optimalitéit des
Shapley-Values fiir den Level h — k = Level h — 1

Yo MHE) = u(). (5.5)

Ch=Fecph—k

Induktionsschritt: Wir nehmen an, dass Gleichung [5.5| fiir ein beliebiges £, 1 < k <
h — 2, gilt (TA). Dann folgt in Schritt & + 1 fiir alle Komponenten Ch=(t1) ¢ ph=(k+1),
h—(k+1) h— h—k
Cy cCltep

h—(k+1)  ~yh—(k+1)\ __  h—k/vh—k

E v (c ) =0 (C]T) (5.6)
Cf—(k+1)eph7(k+1)’

ch=ktDcoh—keph—k
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und wegen (IA)

> ph= kD (Ch=(kH1)) — (). (5.7)

Cf}*(’ﬂ»l)eph—(lwrl)

Damit ist unsere Behauptung gezeigt. Im letzten Schritt k = h gilt

3 ok, Py =3 Sh, (Ng,vl/P°|c;) — ! (C}) firalle C € P, (5.8)
i€C} ieCl

Daraus folgt
Yoo P)= Y > o, P)= ) v'(C}) =v(N) (5.9)

iEN ClepPlicCl Clep?

und deshalb die Pareto-Optimalitit von ¢™°.

Wir beweisen nun, das dass Balanced-Group-Contributions-Axiom erfiillt ist: Sei
(N,v,P) mit P = (P°,..,P"), C;™" € P“4' mit 0 < ¢ < h—1und C,,C! € P’ mit
C!,Cf C ;™" gegeben. Nach Definition von ¢FS gilt

Z ¢F*(N,v, P) — Z o (N\ny U|N\C£7£|N\C£>

el Pl
1€Cy 1eCy

— Sh, (N,f, i+ /Pf|cﬁ+1) — Sh, (N,f\{r}, Y+ /P€|C£+1\C£>. (5.10)

Wenn 7' C C,"™\C¥ gilt, hiingt v'*(T') nach Definition nicht von der Gegenwart von C*
in der Spielermenge ab. Daher konnen wir Gleichung [5.10| auch schreiben mit

> O (N, v, P) = 37 6k (N\CE vlwers Plner)

el el
i€Cy ieCy

— Sh, (N,f, P+l /Pf|cﬁ+1) — Sh, (N,f, P+ /Pé\oﬁﬂ\cg). (5.11)
Mit dem gleichen Vorgehen erhalten wir analog fiir die Komponente C*

SO (N, 0, P) = 3 6 (N\CL vy Pl

ieCt ieCt
_ Sh, (N,f, Y+ /Pf|cﬁ+1) - Shr(N,f, Y+ /Pf\cﬁ+1\cg). (5.12)

Da der Shapley-Value das Balanced-Contributions-Axiom [3.2.6] erfiillt, gilt

Sha(NE 0P genr ) = Shy (NE 04 Pl gon, o)

= Sh, (N]f, Ul“/chﬁ“) — Sh, (N,ﬁ,vlJrl/Pé‘CﬁH\Cé) (5.13)



Kapitel 5. Level-Structures 43

und damit
D o (Nu,P) = of° (N\Cf7 U|N\C£aB|N\C£>
ieCt ieCt
= D OFS(N,u, P) = 3T 0 (N\Ch vy, Plvey ). (5.14)
ieCt ieCt
Damit ist Axiom erfiillt und mit Satz folgt die Behauptung. L]

5.3. Der Nested-Partitions-Shapley-Value

In diesem Abschnitt fithren wir mit einem Algorithmus einen LS-Value ein, der ebenfalls
den Shapley- bzw. Owen-Value verallgemeinert. Dieser Algorithmus ist fast der gleiche wie

Algorithmus [5.2.1] Da dieser Value die in Abschnitt [5.1] angesprochene Koalitionsstruktur
der Nested-Partitions beriicksichtigt, werden in den Schritten k£, 1 < k < h — 1, nicht
mehr alle Teilmengen 7" einer Komponente CC’]*’“ verwendet, sondern nur die Teilmengen,
die sich aus den Komponenten des h — k — 1-ten Levels bilden lassen.

Algorithmus 5.3.1. Durch folgenden Algorithmus definieren wir fiir alle N C N, P =
(P°,..,P") ¢ LSY, v e GN und alle i € N einen LS-Value SK™T, den wir Nested-
Partitions-Shapley- Value nennen. Wir setzen v" := v.

o Schritt 1: Gegeben sei der (h—1)—te Level PP=' = {C1, ..., C’ZJ;_I)} mit Ch =1 e

P" Y und N*' = {1,...,m(h — 1)}. Das TU-Spiel (C}~", v"~") ist definiert durch
V" 1(T) = Sh, <Nh‘1, oh /Ph—1|(N\CQ,1)UT)
firalle TC Cp' mit T= | J S, P> c P (5.15)

Seph-2

Insbesondere ist v"~'(CI~') die der Komponente C'~' zugedachte Auszahlung. Bei
Komponenten C)~' mit Ch=' = {i}, i € N, gilt

ShF(v, P) = v" N (CF 1) = Shy (N7 o /PP, (5.16)

Fiir alle Komponenten C'~' € P"' mit CI=" # {i} folgt Schritt 2.

e Schritt k fir 2 < k < h — 1: Wir betrachten fir ¢ := h — k den {—ten Level
Pt ={CY, -“>C£L(z)} mit Cf € P* und N* = {1,...,m(0)}. Sei Cf € C{™ mit C{t' e
P und N} = {s € N*: CL C CI*'} die Menge der Indizes der Komponenten in

CLtl. Wir beachten, dass r € Ny gilt. Fir alle T C Cf setzen wir v't1(T) := v(T).
Das TU-Spiel (C,v) ist definiert durch

v!(T) = Sh, (N}, v""" /P"| (@ ctuT)
fiir alle T C C* mit T = U S, pitc pt (5.17)

Sept-1
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Insbesondere ist v*(CY) die der Komponente C* zugedachte Auszahlung. Bei Kom-
ponenten C& mit Ct = {i}, i € N, gilt

Sh (v, P) = v*(Cy) = Shy (Ng, v /P! ). (5.18)

Fiir alle Komponenten CL C C{tY mit CL # {i} folgt der nichste Schritt.

e Schritt h: Wir betrachten die atomare Partition P° = {C?,...,C°} mit C? = {i}
und N° = N. Sei C’; € P! und Ng ={jeN’:je C’;}. Die Auszahlung ShNT fiir
die Spieler i, i € N und 1 € C’;, i1st dann gegeben durch

ShNP(v, P) = Shi<N§, ot /PO@). (5.19)
Gilt h = 1, wird nur Schritt h ausgefiihrt.

Bemerkung 5.3.1. Fiir Auszahlungsberechnungen beriicksichtigt der Nested-Partitions-
Shapley-Value nur die Koalitionswerte von drei Gruppen von Koalitionen T' C N: Zum
einen Koalitionen, die Komponenten der h + 1 Levels sind, zum anderen Koalitionen
S, die Teilmengen einer Komponente C’g“ € P! und gleichzeitig die Vereinigung von
Komponenten des Levels ¢ fiir 0 < ¢ < h—1 sind und drittens Koalitionen, die die Koali-
tionen S, 0 < ¢ < h — 2, mit anderen Komponenten aus Level { + 1, die Teilmengen der
gleichen Komponente aus Level { + 2 sind wie C’g“, bilden kénnen. Das geht unmittel-
bar aus der Konstruktion von Algorithmus hervor. Die Menge der Koalitionen aus
diesen drei Gruppen bezeichnen wir als die Menge RN der relevanten Koalitionen.
Das bedeutet, alle anderen Koalitionswerte, wir bezeichnen die Menge der dazugehorigen
Koalitionen T C N als die Menge N'R der nicht relevanten Koalitionen, kénnen bis
auf die leere Menge, beliebige Werte annehmen und wir erhalten dieselbe Auszahlung.

Fiir den Nested-Partitions-Shapley-Value gilt folgender Satz

Satz 5.3.2. Sei N C N, P € £LSY und v € GN. Der Nested-Partitions-Shapley- Value
ShNF aus Algorithmus erfiillt folgende Eigenschaften:

I. Sh™T ist Pareto-optimall.

II. Gilt h =2 fiir P = (P°, ..., P"), ist SW? identisch mit dem Owen-Value Ow ,
gilt h =1 st er identisch mit dem Shapley-Value Sh .

III. Die Summe der Auszahlungen an die Spieler aus N, die sich in einer Komponente
C’f € P', P' c P, befinden, ist gleich der C’g zugedachten Auszahlung, formal:

Shef (v/ P, PP = Sh(v, P). (5.20)
i€Ct
IV. ShNT st im Allgemeinen nicht identisch mit dem Level-Structure-Value Sh™S.

V. Gilt fir die Koalitionsfunktion v, dass fiir alle in Bemerkung als nicht relevant
bezeichnete Koalitionen S € N'R die Harsanyi-Dividenden gleich null sind, ist der
Nested-Partitions-Shapley- Value gleich dem Level-Structure- Value.
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Beweis. Sei N C N, P = (P°,...,P") € £LS" und v € GV:

I. Der Beweis der Pareto-Optimalitit 1duft vollkommen analog zu dem von Satz [5.2.3]

II. Fiir h = 1 und h = 2 sind die Schritte von Algorithmus [5.2.1] und [5.3.1] identisch,
somit auch beide Values und nach Bemerkung folgt die Behauptung,.

III. Dass die Summe der Auszahlungen an die Spieler ¢ € C’f, C’f € P’ ¢ P, gleich
der C’f zugedachten Auszahlung ist, ergibt sich unmittelbar aus der Konstruktion des
Algorithmus in Verbindung mit der Pareto-Optimalitit des Shapley-Values.

1V. Die Nichtidentitiat der beiden Values Nested-Partitions-Shapley-Value und Level-
Structure-Value zeigen wir mit Abschnitt [5.3.3]

V. Wir beweisen die Identitdt von SAM und Sh™¥, wenn alle Koalitionen S € N'R
Dummy-Dividenden besitzen, indem wir fiir diesen Fall die Identitdt von Algorithmus
mit Algorithmus zeigen. Gegeben ist eine Koalitionsfunktion v mit A,(S) =0
fiir alle S € N'R. Fiir h < 2 ist wegen II. nichts zu zeigen. Sei also h > 3. In Schritt
1 erhalten alle T C C’:_l mit T = USeph,g S, ph—2 C P"2 in beiden Algorithmen den
gleichen Wert v"~!(T'), insbesondere alle Komponenten C~! mit C~! = {i}, i € N. Die
Koalitionen S C C’;’*l mit S ¢ P"2 erhalten in Algorithmus als Wert v"~1(S) ihren
urspriinglichen Koalitionswert v(S). Das ldsst sich folgendermaflen einsehen:

Sei U die Menge der Koalitionen, die die Komponenten aus P"~1\C"~! miteinander
bilden kénnen. Im TU-Spiel (CI~!,v"~!) werden fiir die Berechnung von v"~*(S) in
fiir den Shapley-Value alle Koalitionen K benétigt, die eine Koalition S mit allen Ko-
alitionen R € U bilden kann. Fiir eine solche Koalition K gilt somit K = S U R. Im
urspriinglichen Spiel v ist nach Vorgabe der Wert von A, (K) gleich null. Nach Definition
der Harsanyi-Dividenden (Def. [2.0.6) gilt A,(K) = v(K) — 3> 5 Ay(Q). Wir erhalten

V(E) =3 AQ) =D A@)+ D AQ+ D AQ) (5.21)

QCK Qcs QCR QCK,
QLSQLR

Da nach Voraussetzung alle Dividenden des dritten Summanden null sind, folgt

v(K) =) T AQ) + Y AQ) =v(S) + v(R). (5.22)

QCS QER

D.h. Koalition S ist ein Dummy-Player, denn sie triigt zu jeder Koalition K genau v(S5)
bei. Da der Shapley-Value bekanntlich das Axiom {iber den unwesentlichen Spieler (Axiom
erfiillt, erhélt Koalition S ihren Koalitionswert v(S) als Auszahlung.

Komponenten, die in einem Schritt in Algorithmus schon ihre Endauszahlung
erhalten, weil diese Komponenten Einerkoalitionen sind, erhalten im selben Schritt auch
in Algorithmus [5.2.1]schon ihre Endauszahlung, werden aber in diesem Algorithmus noch
bis zum letzten Schritt sozusagen , mitgeschleift“. Fiir die folgenden Schritte gehen wir
deshalb nicht mehr extra darauf ein.

Wir behaupten nun, dass in jedem weiteren Schritt k, 2 < k < h, die Ausgangswerte
vh=*=1(T) fiir alle Koalitionen T C C'* € Ph% mit T = Jgcpn-cern) S, ph=(t1) ¢
Ph=(+1) in beiden Algorithmen gleich sind. Das zeigen wir durch Induktion iiber die
Anzahl k der Schritte in Algorithmus bzw. Algorithmus [5.3.1]

Induktionsanfang: Sei k = 2. Dann gilt in Schritt 2 nach dem zuvor gezeigten,
dass die Ausgangswerte v"~(*=(T) fiir alle Koalitionen 7' C Ch* ¢ PhF mit
T = Ugepr-tin S, ph=(+1) . ph=(k+1) in heiden Algorithmen gleich sind. Somit
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erhalten wir fiir diese Koalitionen T die gleichen Werte v"~*(T'), insbesondere fiir alle
Komponenten C"~* mit C"~* = {i} i € N. Alle anderen Koalitionen S erhalten, wieder
mit dem gleichen Argument wie in Schritt 1, in Algorithmus als Wert v"=*(S) ihren
urspriinglichen Koalitionswert v(S).

Induktionsschritt: Wir nehmen an, dass unsere Behauptung fiir einen beliebigen Schritt
k—1,3 < k < h—1 gilt. Dann sind die Ausgangswerte v"~*~1)(T) fiir alle Koalitionen 7' C
ClF e P'F mit T = Ugepr-wsn S, ph=(+1) C ph=(k+1) in beiden Algorithmen gleich.
Somit erhalten wir fiir diese Koalitionen T" auch die gleichen Werte v"~*(T'), insbesondere
fiir alle Komponenten C"~* mit C"=* = {i}, i € N. Alle anderen Koalitionen S erhalten,
wieder mit dem gleichen Argument wie in Schritt 1, in Algorithmus als Wert v"%(S)
ihren urspriinglichen Koalitionswert v(S).

Damit ist die Behauptung fiir die Schritte k£, 2 < k < h, gezeigt. Daher sind im letzten
Schritt k = h die Ausgangswerte v'(T') fiir alle Koalitionen 7' C C' € P! gleich. Mit dem
Shapley-Value erhalten alle Spieler i, i € N, die gleiche Auszahlung SAN" = ShES. [

5.3.1. Beispiel fiir Level-Structures

Wir rechnen jetzt ein Beispiel mit dem Nested-Partitions-Shapley-Value durch. In der
Bezeichnungsweise orientieren wir uns an [Gémez-Rua, Vidal-Puga 2011]. Gegeben sei die
Koalitionsstruktur aus Abbildung 5.8 Formal ist das LS-Spiel (N, v, P) mit Spielermenge
N =1{1,2,3,4,5,6} und Level-Structure P = (P°, P!, P?, P3) gegeben mit

P’ = {{1}7 {2}7 {3}7 {4}7 {5}7 {6}}7 pP? = {{17273’?4}7 {5}’ {6}}a
P! = {{1,2},{3}, {4}, {5}, {6}}, P ={{1,2,3,4,5,6}}.

Bemerkung 5.3.3. Als Kurzform kann auch eine verschachtelte Mengenschreibweise
fiir Level-Structures verwendet werden, die die Struktur der Nested-Partitions deutlicher
macht. Fir dieses Beispiel ergibt sich

e={{tm.@} oL@} s 0] (5.29

Koalition {{{1,2},3,4},5,6} Ebene: 3
Koalition {{1,2},3,4} 5
Spieler 5 Spieler 6
Koalition {1,2} Spieler 4 1
Spieler 3
Spieler 1 Spieler 2 0

Abb. 5.8: Koalitionsstruktur des Rechenbeispiels



Die zugehorige Koalitionsfunktion v geben wir an mit:

{6}) =8,
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v({2,4}) = 10,
v({3,4}) = 12,
v({3,5}) = 10,
v({3,6}) = 12,
v({4,5}) = 14,
v({4,6}) = 16,
v({5,6}) =
v({1,2 3}) = 12
v({1,2,4}) = 12,
(

v({1,2,5}) = 14,

v({1,2,6}) = 16,
v({1,3,4}) = 14,
v({2,3,4}) = 16,
v({3,4,5}) = 18,
v({3,4,6}) = 20,
v({3,5,6}) = 24,
v({4,5,6}) = 28,
v({1,2,3,4}) = 20,
v({1,2,3,5}) = 22,
v({1,2,3,6}) = 24,
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v({1,2,4,5}) = 22,

v({1,

)
v({1,2,4,6}) = 24,
2,5,6}) = 38,

v({3,4,5,6}) = 32,

v({1,2,3,4,6}) = 32,
v({1,2,3,5,6}) = 46,

v({1,2,

(
(
(
(
v({1,2,3,4,5}) = 30,
(
(
(
(

4,5,6}) = 46,

v({1,2,3,4,5,6}) = 54.

Alle anderen Koalitionsfunktionswerte werden nicht benétigt und kénnen nach Bemer-
kung fiir den Nested-Partitions-Shapley-Value beliebige Werte annehmen. Die Kom-
ponenten jedes Levels werden nach folgendem Schema bezeichnet: C| = {1,2}(=1. Kom-
ponente des 1. Levels), C5 = {3}(=2. Komponente des 1. Levels), usw.. Fiir die Index-
menge der Levels gilt N' = {1,2,3,4,5} und N? = {1,2,3}. Wir fiihren die einzelnen

Schritte von Algorithmus durch:

Schritt 1: Wir miissen drei Spiele v? durchfiihren, fiir jede Komponente in Level 2 eines.
Fiir das Spiel ({5}, v?) ergibt sich

({5}) = ShQ({1 2,3}, U/P2>

Wl =

~6+1~((30—20)+

6

gl\

20-9))

s—1)1(3 — s)!
3 ( )(' )

SC{{1,2,3,4},5,6},
S>{5}

1
+5(54-32) =13

[v(8) = v(S\{5})]

Da die Komponente C? eine Einerkoalition ist, erhalten wir als Endauszahlung fiir Spieler

5 ShYP(v, P) = 13. Fiir das Spiel ({6}, v?) ergibt sich analog

v*({6}) = Shs({1,

2,3},v/P?) = 15.

Da die Komponente C? ebenfalls eine Einerkoalition ist, erhalten wir als Endauszahlung
fiir Spieler 6 Sh{"(v, P) = 15. Fiir das Spiel ({1,2, 3,4}, v?) folgt

v({1,2}) =

4

Shi ({1,231, 0/Pose) =

=

(s =13 —

5c{{1,2},5,6},
S3{1,2}

3!

(14 -6) + (16 — 8)) + %(38 —20) =10

D 1o(5) = w(S\{i})]
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und analog

v({3}) = Shi({1,2,3},0/P[56y) = 4,
V({4}) = Shi({1,2,3},0/P*|ra56)) = 8,
v?({1,2,3}) = Shi({1,2,3},0/P*|10s56)) = 18,
v2({1,2,4}) = Shi({1,2,3},v/P*(12456)) = 18
v?({3,4}) = Shi({1,2,3},v/P|su56y) = 12,
v*({1,2,3,4}) = Shi({1,2,3},v/P?) = 26.

Schritt 2: Wir haben drei Spiele v' durchzufiihren, da die Komponenten {5} und {6}
schon in Schritt 1 ihre Endauszahlung erhalten haben. Fiir Spiel ({1, 2}, v') ergibt sich

S (1)) = Shi({1,2,3}, 0%/ P'|usay) = g

v'({2}) = Shi({1,2,3},v*/P12343) = 3,
v ({1,2}) = Shl({l,2,3},@2/P1\{1,273,4}) =12

fiir das Spiel ({3}, v') folgt

v ({3}) = Sho({1,2,3},v*/P'|(123.41) = 6 = Shy"(v, P)
und fiir das Spiel ({4}, v') erhalten wir

v'({4}) = Shs({1,2,3},v°/P'|p234;) =8 =Shy (v, P).

Schritt 3: Im letzten Schritt berechnen wir nur mehr die Endauszahlung fiir die zwei
verbliebenen Einerkoalitionen mit

21
Shi'" (v, P) = Sha({1,2}, 0"/ P°|(1.y) = 4 und

27
ShéVP(U,B) = Shg({l,Q},Ul/Pol{LQ}) = Z
Insgesamt erhalten wir:
21 27
ShNP (v, P) = (I’Z’6’8’ 13, 15). (5.24)

5.3.2. Eine explizite Darstellung des Nested-Partitions-Shapley-Values

Auf der Idee Harsanyis der Dividenden [Harsanyi 1963] basiert eine explizite Darstellung
des Level-Structure-Values aus [Calvo, Lasaga, Winter 1996]. Dazu definieren die Autoren

Definition 5.3.4. Sei N C N und P € LSY, P = (P°, ..., P"). Fiir alle i € N und
0<?l¢<h-1 se C“l(i) die Komponente des { 4 1-ten Levels P! von P, die Spieler i
enthdlt. Dann bezeichnen wir fir alle T C N,T > i, mit K% bzw. Kp folgende Ausdriicke:

KL(G) = |{C* € P*: C* C C*™(4) und C*NT # 0} und (5.25)

Krp(i) == 1:[ KA5(i). (5.26)
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Fiir jeden Spieler ¢ wird zur Bestimmung von K (7) fiir jede Koalition 7" und alle Level
0 < ¢ < h—1 die Anzahl der Komponenten C* aus Level P ermittelt, die Teilmengen
derjenigen Komponente aus P! sind, die ¢ enthélt, und deren Schnitt mit der Koalition
T nicht leer ist. Anschliefend wird das Produkt dariiber gebildet. Damit gilt

Satz 5.3.5. (nach [Calvo, Lasaga, Winter 1996]) Fiir alle N C N, v € GV, P € LSV
sei (v, P) ein LS-Spiel. Dann ist der Level-Structure-Value Sh*° gegeben mit
A(T) .
Shi¥(v, P) = = fiir allei € N. 5.27
R e o o

Ahnlich wie die Hypergraphenkoalitionsfunktion v bewirkt, dass alle Teilmengen
T C N, die in einem Hypergraphen nicht zusammenhéngen, Harsanyi-Dividenden A u
besitzen, die Dummy-Dividenden sind, kénnen wir eine entsprechende Koalitionsfunktion
v die die Koalitionsstruktur einer Nested-Partitions wiedergibt, einfiihren:

Definition 5.3.6. Fiir jedes LS-Spiel (N,v,P) € GLS sei NR die Menge der nicht
relevanten Koalitionen aus Bemerkung[5.3.1. Mit v bezeichnen wir die von v induzierte
Nested-Partitions- Koalitionsfunktion, in der fir die Dividenden aller Koalitionen
S € NR Auwre(S) =0 und fir Koalitionen R € R aus Bemerkung [5.3.1 v""(R) = v(R)
qgilt.

Damit kénnen wir eine explizite Darstellung des Nested-Partitions-Shapley-Values aus
Satz [5.3.5] ableiten:

Korollar 5.3.7. Sei N C N, v € GV, P € LSV und Ky der entsprechende Ausdruck
aus Definition [5.5.4] Dann ist der durch Algorithmus definierte Nested-Partitions-
Shapley-Value Sh"T' gegeben mit

ShY(v,P)= >
TCN, T>i 7(0)

wobei vV die Nested-Partitions-Koalitionsfunktion aus Definition bezeichnet.

Ayne(T
LU fir allei € N, (5.28)

Beweis. Nach Bemerkung ist der Nested-Partitions-Shapley-Value fiir die obige Ko-
alitionsfunktion v gleich dem Nested-Partitions-Shapley-Value fiir die obige Koalitions-
funktion v™’. Fiir die Koalitionsfunktion v** sind nach Satz Nested-Partitions-
Shapley-Value und Level-Structure-Value identisch und es folgt die Behauptung. L]

Mit der Nested-Partitions-Koalitionsfunktion léasst sich ein zum Balanced-Group-
Contributions-Axiom analoges Axiom formulieren:

Axiom 5.3.8. FEin Value ¢ erfillt das Aziom der Balanced-Group-Contributions-
For-Nested-Partitions genau dann, wenn fiir alle N CN,v e GV, P= (P°,...,P") €
LS fiir alle CL,CL e P*, P € P, mit C5,CL C Oy e PP 0 e{0,...,h — 1}

> (N0, P) = ¢ (N\C'f, UNPlN\C£7£|N\C’£>

i€Ct i€Ct
= > N0, P) = > 61 (N\CL 0™ ey, Pley) (5.29)
ieCt ieCt

gilt, wobei v"¥' die Nested-Partitions-Koalitionsfunktion aus Definition bezeichnet.
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Wir erhalten

Korollar 5.3.9. Fiir alle N C N,v € GN, P € LS eaistiert ein eindeutiger LS-Value
¢, der das Pareto-Aziom [2.0.7 und Aziom erfillt. Dieser Value ¢ ist der durch
Algorithmus definierte Nested-Partitions-Shapley- Value ShNT.

Beweis. Aus Bemerkung und Satz folgt, neben der Pareto-Optimalitéit, wenn
im Beweis von Satz vV statt v verwendet wird, dass der Nested-Partitions-Shapley-
Value das Axiom der Balanced-Group-Contributions-For-Nested-Partitions erfiillt.

Zum Beweis der Eindeutigkeit: Seien dazu zwei Values gegeben, die beide Pareto-
optimal sind und Axiom [5.3.8| erfiillen. Dann miissen sie auch fiir eine Koalitionsfunk-
tion v mit v = v Gleichung aus Axiom erfiilllen. Wir verzichten auf die
weitere Ausfithrung des Beweises, da er sich unter leichter Abwandlung mit einem analo-
gen Beweis zu dem der Eindeutigkeit von Theorem 8 aus [Gémez-Rua, Vidal-Puga 2011],
statt mit dem dortigen Balanced-Per-Capita-Contributions-Axiom mit Axiom fur
die Nested-Partitions-Koalitionsfunktion v statt mit v fithren lisst. ]

5.3.3. Ergidnzung zum Beispiel fiir Level-Structures

Mit Satz beweisen wir IV. aus Satz indem wir mit Beispiel ein Gegenbei-

spiel zur Identitat der beiden Values bringen. Die Koalitionswerte der fehlenden Koalitio-
nen setzen wir so, bis auf Koalition {1, 3,4, 5,6}, die den Koalitionswert v({1, 3,4,5,6}) =
37 erhalt, dass Thre Dividenden Dummy-Dividenden sind. Wir erhalten:

A({1h) =1, A({5h) =6  A({23}) =2 A({L,26})=4
A({2h) =2, A({6}) =8 A({5,6}) =6 A,({L,25,6}) =6,
A({3) =4, A(L2h) =1 A({123}) =1 A,({1,345,6}) =3,
A{4h) =8, A(L3) =1, A(L,25}) =4, A,({1,2,3,4,56}) = 3.

Alle anderen Dividenden sind Dummy-Dividenden. Dann ergibt sich mit Satz [5.3.5]

111 3 3 65,2
ShES() =14 S+ +7+1+1+1+5 — = =2 # = = 5n"(0).

Damit ist Satz endgiiltig bewiesen.

5.4. Erweiterte f-Weighted-Shapley-Values

Nach Bemerkung ist der Shapley-Value ein Spezialfall der f-Weighted-Shapley-
Values. Der Level-Structure-Value ist ein Spezialfall von f-Weighted-Shapley-Values, die
zu LS-Values nach dem Schema von Algorithmus [5.2.1| erweitert wurden. Dazu definieren
wir einen Gewichtsvektor, der allen Koalitionen, die im Laufe des Algorithmus als Spieler
auftauchen, ein positives Gewicht zuordnet.

Bemerkung 5.4.1. Sei NCN, f eine Funktion mit f: R3, —Ri; oder f: Rx R —
R-l—-‘w
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alleve G, falls f : R:, — R,
allev € GV, falls f : R x Ry, — R,

P = (P° .. P" e LS und w € RZaenm- @) ein Vektor von Gewichten wr,
wr > 0 fur alle T C CM', T # 0, ¢ € N"'. Dann definieren wir den zu_f(v, w)
zugehorigen  f- Wezghted Le’uel Structure- Value ShILS mit Algomthmus indem
wir fiir jede Koalitionsfunktion v, die am Anfang gegeben ist, © := v setzen und i jedem
Schritt den Shapley-Value Sh durch den zu w' = f(v,w) zugehirigen Weighted-Shapley-
Value Sh*" ersetzen. Die Pareto-Optimalitit, dass der Value fir h = 1 gleich dem f-
Weighted-Shapley-Value Sh! und dass die Summe der Auszahlungen an die Spieler einer

Komponente C’f € P!, gleich der C’f zugedachten Auszahlung ist, folgt durch analoge
Beweise zu denen aus Abschnitt[5.2 bzw. [5.3.

Zusétzlich gibt es eine Axiomatisierung durch ein auf Level-Structures erweitertes f-

Weighted-Balanced-Contributions- Axiom analog zu Axiom [5.2.1]
Axiom 5.4.2. Sei NCN, f eine Funktion mit f: R2 | — Ry oder f: RxRy; — Ry,

e ve G, falls f:R2, — Ry,
o VU C gN, falle:RXR++ — R++,

h—1
P = (P°..P" ¢ £SN und w € queN}“l(z‘Cq D ein Vektor von Gewichten wr,
wy > 0 fir alle T C C’g’l, T # 0, g € N"'. Hierfiir erfiillt ein Value ¢ das Aziom der
I~ Weighted—Balanced— Group-Contributions genau dann, wenn

F(0(CH, wee) (Z(b (N, v, P) Z¢1<N\Cf,v|N\C£,£|N\C£>)

ieCt ieCt

- M—W(Z Oi(N, 0, P) = ) ¢i<N\O§>U|N\C§7£|N\C§>) (5.30)

ieCt
fiir alle C;,Ct e P*, P € P, mit C,Cf C Cit e P 0 e{0,...,h— 1} gilt.

Bemerkung 5.4.3. Sei NCN, f eine Funktion mit f: R3, — R, oder f: R xRy —
R++7

e veGY,, falls f:RZ, — Ryy,
e vc GV falls f : RxR . — Ry,

P = (P° ... P" e £LSY und w € RZaenh- 12y ein Vektor von Gewichten wr,
wr > 0 fur alle T C C)71, T £ 0, g € N . Dann ist jeder LS-Value ¢, der das
Pareto-Aziom und Amom erfillt gleich dem zu f(v,w) zugehorigen f-Weighted-
Level-Structure- Value ShfLS aus Bemerkung [5.4.1

Beweis. Da die zu v’ = f(v,w) zugehorigen Weighted-Shapley-Values das Weighted-
Balanced-Contributions-Axiom erfiillen, verzichten wir auf Ausfithrung eines Be-
weises, der sich unter leichter Abwandlung der Beweise zu Préposition 7 und Theo-
rem 8 aus [Gémez-Rua, Vidal-Puga 2011], statt mit dem dortigen Balanced-Per-Capita-
Contributions-Axiom mit dem Weighted-Balanced-Contributions-Axiom und statt mit
den speziellen Gewichten wy = |T| mit den Gewichten f(v(T), wr) fithren lésst. O
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Bemerkung 5.4.4. Der Level-Structure- Value Sh™S ist gleich einem f-Weighted-Level-
Structure-Value mit f(v(T),wr) :=¢, ¢ >0, fir alle T CCIM1, T #0, g e N1

Wir fiithren eine analoge Erweiterung fiir Nested-Partitions durch, bei denen nur die rele-
vanten Koalitionen T' € R aus Bemerkung [5.3.1] als Spieler auftauchen.

Bemerkung 5.4.5. Sei NCN, f eine Funktion mit f: R%2, — R, oder f: R xRy —
R-f—-‘r;

e ve G, falls f:R2, — Ry,
® V& gN; fallsf:RXR++ — R++;

P=(P° .. P"e SN undw e RIRY1 ein Vektor von Gewichten wr, wr > 0 fiir alle
T € RNP, wobei RNY die Menge der relevanten Koalitionen aus Bemerkung ist.
Dann ist der zu f(v,w) zugehirige f- Weighted-Nested-Partitions-Shapley-Value
ShNP mit Algom'thmus definiert, indem fiir jede am Anfang gegebene Koalitionsfunk-
tion v U 1= v gesetzt wird und wir in jedem Schritt den Shapley-Value Sh durch den zu
w' = f(T,w) zugehirigen Weighted-Shapley-Value Sh" ersetzen. Die Pareto-Optimalitit,
dass der Value fiir h = 1 gleich dem f-Weighted-Shapley-Value Sh/, dass die Summe der
Auszahlungen an die Spieler einer Komponente C’g € P*, gleich der C’g zugedachten Aus-
zahlung und dass fiir eine Koalitionsfunktion v = vN der f-Weighted- Nested-Partitions-
Shapley-Value gleich dem f-Weighted-Level-Structure- Value ist, folgt durch analoge Bewei-
se zu denen aus Abschnitt[5.2 bzw. [2.3.

Das folgende Axiom liefert eine eindeutige Charakterisierung der f-Weighted-Nested-
Partitions-Shapley-Values und damit auch des Nested-Partitions-Shapley-Values.

Axiom 5.4.6. Sei NCN, f eine Funktion mit f: R%, =R, oder f: R xRy —Ry 4,
e ve G, falls f:R2, — Ry,
® V& gN; falls f : R X R++ — R++;

P=(P° .., P"e SN undw e RIRY1 ein Vektor von Gewichten wr, wr > 0 fiir alle
T € RN?, wobei RNY die Menge der relevanten Koalitionen aus Bemerkung|5.3. 1 und v™°
die zu v zugehorige Nested-Partitions-Koalitionsfunktion aus Definition ist. Hierfiir
erfillt ein Value ¢ das Aziom der f- Weighted-Balanced- Group-Contributions-For-
Nested-Partitions genau dann, wenn fir alle C’f, C' e P, P' ¢ P, mit C’f, Cct C
Ottt e P 0 e{0,....h — 1}, gilt

1
W (g(;g ¢i(N,v, P) — g(;g Gi (N\C'f, va|N\O£7£|N\C£>>
_ ' B | ,
= T ) (ezce ¢i(N,v, P) GZCZ &; (N\cq, UNPyN\Cg,B\N\cg)) (5.31)

Damit folgt
Satz 5.4.7. Sei NCN, f eine Funktion mit f: R2, —R., oder f: R xR —R,,,

4Das belanglose Gewicht der groien Koalition wird nur benétigt, wenn Level  und h — 1 identisch sind.
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e ve Gl falls f:R2, — Ryy,
e vc GV falls f :RxR, — Ry,

P = (P°...P"Y e LSY und w € RIRY1 ein Vektor von Gewichten wr, wr > 0 fiir
alle T € RN, wobei RNY die Menge der relevanten Koalitionen aus Bemerkung
und vV die zu v zugehdérige Nested-Partitions-Koalitionsfunktion aus Deﬁm'tion 1st.
Dann ezistiert ein eindeutiger LS-Value ¢, der das Pareto-Aziom und Aziom[5.4.6 erfillt.
Dieser Value ¢ ist der zu f(v,w) zugehdirige LS-Value SN aus Bemerkung .

Beweis. Die Pareto-Optimalitéit von Sh/N wurde schon in Bemerkung festgestellt.

Wir zeigen, dass ShM Axiom erfiillt: Axiom wird von allen f-Weighted-
Level-Structure-Values fiir alle v der Definitionsmenge erfiillt und somit auch fiir alle ent-
sprechenden v™¥*. Dann erfiillen alle Sh/** fiir eine Koalitionsfunktion v mit v = v auch
Gleichung [5.31] aus Axiom [5.4.6 Da nach Bemerkung fiir eine Koalitionsfunktion
v mit v = v der f-Weighted-Nested-Partitions-Shapley-Value gleich dem f-Weighted-
Level-Structure-Value ist, erfiillt ShV" fiir eine Koalitionsfunktion v mit v = v ebenfalls
Gleichung [5.31] Dann erfiillt SAM aber fiir jede Koalitionsfunktion v Axiom , da
SHNF fiir jede Koalitionsfunktion v dieselbe Auszahlung liefert, wie von v™V7.

Zum Beweis der Eindeutigkeit: Seien zwei Values gegeben, die beide Pareto-Optimal
sind und Axiom erfiillen. Dann miissen sie auch fiir eine Koalitionsfunktion v mit v =
v Gleichung|[5.31]aus Axiom [5.4.6|erfiillen und wir kénnen einen analogen Beweis zu dem
der Eindeutigkeit der f-Weighted-Level-Structure-Values fiir Axiom mit der Nested-
Partitions-Koalitionsfunktion v statt mit v fithren und erhalten die Eindeutigkeit. [J

5.4.1. Beispiel mit dem Proportional-Nested-Partitions-Shapley-Value

Wir berechnen mit dem zu f(v,w) = v zugehorigen f-Weighted-Nested-Partitions-
Shapley-Value Sh?M| der Proportional-Nested-Partitions-Shapley-Value, Beispiel
5.3.1, Der Ablauf ist analog zu dem beim Nested-Partitions-Shapley-Value ShY. Alle
Berechnungen lassen sich mit Gleichung durchfiihren, wenn wir fiir jedes TU-Spiel die
entsprechenden Dividenden verwenden. So besitzen z. B. die Koalitionen fiir Spiel({5}, v?)
mit den drei Spielern {1, 2, 3,4}, {5}, {6} folgende zugehorige Dividendenwerte:

A,2({1,2,3,4}) = 20, A,2({1,2,3,4,5}) =4, A,2({1,2,3,4,5,6}) = 6.
A,2({5}) = 6, A2({1,2,3,4,6}) = 4,
A,2({6}) =8, A,2({5,6}) =6,
Wir fithren die einzelnen Schritte des Algorithmus durch, wobei wir w’ = 7 := v setzen:
Schritt 1: Wir miissen drei Spiele v? durchfiihren, fiir jede Komponente in Level 2 eines.
Fiir das Spiel ({5}, v?) ergibt sich
6 16326

/ 6 6
2 w 2
Y ({ }> 2 <{ T }’U/ )B:EI 26 14 34 1547 ’

Da die Komponente C? eine Einerkoalition ist, erhalten wir als Endauszahlung fiir Spieler
5 ShENP (v, P) ~ 10,5533. Fiir das Spiel ({6}, v?) ergibt sich analog
8 8 1664

, 8
2 _ w 2\ _ . . . — 7 )
v?({6}) = Sh ({1,2,3},U/P)—8+28 ot g7 6+ o 6= 5o ~ 13,9832
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Da die Komponente C? ebenfalls eine Einerkoalition ist, erhalten wir als Endauszahlung
fiir Spieler 6 ShE™" (v, P) ~ 13,9832. Fiir das Spiel ({1,2,3,4},v?) folgt

, 4 4 4 124
1,2 hY P? =44+ — 4+ — 4+ —-6=—"
v({1,2}) = S ( 2,3}, v/ |{1,2,5,6}) + 10 + B + 13 6 5
({3}) = ShY ({1,2,3},0/P|(356)) =4+ 0+0+0=4,
v ({4}) = ShY ({1,2,3},v/P(456,) =8 +0+0+0=38,
, 12 12 12 3868
1,2,3 ShY .3 P? =124 = 44+ =4+ = .6="—
({ }) ({ }7U/ |{172737576}) + ].8 + 20 + 26 195 ?
, 12 12 12 3868
2({1,2,4}) = Sh¥ 3}, v/P? 1242 .44 244 2. 6=2"0
v ({ )~ }) ({ }7/0/ |{1:2’4:576}) + 18 + 20 + 26 195 ?
v*({3,4}) = ShY /( 2,3}, 0/P?|13456y) =124+ 04040 =12,
, 20 20 20 45580
2({1,2,3,4}) = SrY ({1,2 P =204+ — -4+ — 44+ —  6=—.
vi({1,2,3,4}) = ShY"({1,2,3},0/P") =20+ 5 - d+ 52 4+ 27 6= S

Schritt 2: Wir haben drei Spiele v! durchzufiihren, da Komponente {5} und {6} schon in
Schritt 1 ihre Endauszahlung erhalten haben. Fiir das Spiel ({1,2},v') ergibt sich

o'({1}) = ShY'({1,2,3},0*/PYpiam) =1+ - -14+0+0=

v ({2}) = ShY({1,2,3}, 0%/ P aaay) = 2+ G 2+0+0=
v ({1,2}) = ShY ({1,2,3},0%/PY{103.43)
124 4@ 4 . 232 4 45056

_ == 65 65 o 23205 %12 7556
5 414 T Ar8 drdrg el

fiir das Spiel ({3}, v!) folgt

9

N Ot —

Y

W co Ut O

4 - 492 4 - 45056

1 _ hw/ 1.9 2 Pl — 4+ 65 . 23205
v ({3}) S 2 ({ ) 73}7,0/ ‘{1,273»4}) 444 4+44+8

~ 7,2992 ~ SKENF (v, P)

und fiir das Spiel ({4}, v') erhalten w’ir

8. 232 8. 45056

1 4 — Shw' 1.2.3 2 Pl =84 65 . 23205
v ({ }) 3 ({ » < }7U/ |{1727374}) 4_'_8 4+4+8

~ 9,4087 ~ ShA"F(v, P).

Schritt 3: Im letzten Schritt berechnen wir nur mehr die Endauszahlung fiir die zwei
verbliebenen Einerkoalitionen mit

, 6 18,8889
S (v, P) = ShY'({1,2}, 0"/ Plpay) & ¢ + — 5 = 41630 und
, 8 28,8889
SthP(UaB) = Shy ({1»2}701/130‘{1,2}) ~ 3 1_1_—2 ~ 8,5926.

Insgesamt erhalten wir

ShPNP(v) = (4,1630, 8,5926, 7,2992, 9,4087, 10,5533, 13,9832). (5.32)
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Zu beachten ist, dass Spieler 4, obwohl er in der Koalitionsfunktion v zu jeder Koaliti-
on nur seinen Einerkoalitionswert beitrdgt und somit ein unwesentlicher Spieler ist (wir
konnen die fehlenden Koalitionswerte so setzen), als Auszahlung mehr als seinen Einer-
koalitionswert erhélt. Unsere proportionalen Varianten der LS-Values aus Abschnitt
erfiillen dagegen das Axiom des unwesentlichen Spielers.

5.5. Weitere sukzessiv definierte LS-Values

Zur Erweiterung auf LS-Values lassen sich die Algorithmen bzw. auf andere
TU-Values iibertragen. Entscheidend fiir die Pareto-Optimalitéit der neuen LS-Values ist
die Pareto-Optimalitéit des zugrundeliegenden T'U-Values, eventuell muss die Definitions-
menge der verwendeten Koalitionsfunktionen eingeschrénkt werden. Auch eine Verwen-
dung von verschiedenen 7'U-Values in den einzelnen Schritten ist moéglich, z. B. von Ver-
wendung des Shapley-Values in den Schritten 1 bis h — 1 und des Proportional-Shapley-
Values im Schritt h. Stellvertretend fiir sukzessiv definierte LS-Values greifen wir eine
Erweiterung des Proportional-Values ¢ heraus:

5.5.1. Der Proportional-Value-LS-Value

Definition 5.5.1. Fir alle N C N, v € G¥_ und P = (P°,...,P") € LSV ist der
Proportional- Value-LS- Value v"° durch Algorithmus definiert, indem wir in
jedem Schritt den Shapley-Value Sh durch den Proportional-Value ¢ (Gleichungen

ersetzen.

Bemerkung 5.5.2. Die Pareto-Optimalitit, dass der Value fiir h = 1 gleich dem zugrun-
de liegendem Proportional-Value b und dass die Summe der Auszahlungen an die Spieler
aus C’f € P, P'c P, gleich der C’f zugedachten Auszahlung ist, lisst sich durch analoge
Beweise zu denen aus Abschnitt[5.3 bzw. zeigen.

Auch fiir den Proportional-Value-LS-Value gilt ein spezielles Axiom:

Axiom 5.5.3. Fin Value ¢ erfillt das Preservation-Of-Ratios-For-Groups-
Aziom (PRG) genau dann, wenn fiir alle N C N, ve G, P=(P° .., P") e LSY,
fiir alle C’f,Cf € PY, P' ¢ P, mit C’f,C’f CCteP* 0e{0,...,h—1}, gilt

. iNa ,B icCt 'L'N7 7£
2iccy @i(N, v, P) _ 2icc 4N, v, P) _ (5.33)

Sicoy 01 (N\CE vlwen Plvee ) Lieer 0 N\CY vy Pl )

Dieses Axiom fordert, dass fiir zwei Komponenten C’f ,C*, die Teilmengen derselben Kom-
ponente in der Partition P“*! sind, der relative Beitrag der Komponente C* zur Gesamt-
auszahlung an die grundlegenden Spieler der Komponente C’f gleich dem relativen Beitrag
der Komponente Cﬁ zur Gesamtauszahlung an die grundlegenden Spieler der Komponente
C’ ist. Wir charakterisieren mit diesem Axiom den Proportional-Value-LS-Value:

Satz 5.5.4. Fir alle N C N,v € GY,, P € LS existiert ein eindeutiger LS-Value
@, der Pareto-optimal ist und PRG (Aziom erfillt. Dieser Value ¢ ist der
Proportional- Value-LS- Value "% aus Definition |5.5. 1|
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Beweis. Wir beweisen den Satz in vier Schritten:

1. Die Pareto-Optimalitit wurde schon in Bemerkung festgestellt.

II. Wir zeigen, dass der Proportional-Value-LS-Value PRG erfiillt:

Sei (N,v, P) mit P = (P° ..., P"), ;"' € P! mit 0 < ¢ < h—1und C!,C! € P’ mit
CL,Ct C Cf gegeben. Nach Definition von 175 gilt

Eiecg wlLS(N7,U7£) 1/}(1 <N£7/Ul+l/Pe|C£+1>

= . (5.34)
Zing i (N\C£7U|N\C£a£’N\Cf> Yq (le\{r}7vl+l/PZ|Cf;+l\C£>

Dieser Ausdruck ist wohldefiniert, da nach [Ortmann 2000] der Proportional-Value immer
positiv ist. Es gilt, wenn T C CL™\C¥, dass v'*'(T') nach Definition nicht von der Ge-
genwart der Komponente C? in der Spielermenge abhingt. Daher kénnen wir Gleichung
[.34] auch schreiben mit

Vo N0 2) (L P )

= : (5.35)
D iect vi® (N\Of, vlnets £|N\cfi> Vg (N;f, Ul+1/P‘5|C£+1\C£>
Analog ergibt sich fiir die Komponente C*
¢ U1 Pt
A szS N7,07£ ¢T<Nk7v /P |CZ+1>
Zicct ¥ ) = : (5.36)

D iect U <N\C§> vlnes £|N\cg> Py (N,f, vl+1/P[|C£+1\C§>

Da der Proportional-Value das Preservation-Of-Ratios-Axiom [3.5.1] erfiillt, gilt

¢q<N£,Ul+1/PZ|C£+I) ¢T<Nl§avl+1/Pz|C£+1> dd it (5 37)
_ und dami .
0o (o™ Plloginge) e (NG 01/ Plgoncy)
Zz’eC,f VES (N, v, P) ZieC,‘f VSN v, P)

— L (5.39)
Dicct Vi’ (N\C,é’, vlner E\N\Cﬁ) Dicct ¥° (N\Cf, vlmers B’N\Q?)

Damit ist PRG erfiillt.

I1I. Wir zeigen, dass ein Value ¢, der PRG erfiillt und Pareto-optimal ist, immer positiv
ist. Sei also v € GY, und ¢ erfiille PRG und sei Pareto-optimal. Wir fiihren den Beweis
mit einer Induktion I; iiber m = h—/¢+1 fiir die einzelnen Level ¢, 1 < ¢ < h. Dabei sei fiir
Cfe P, 1< (< h, die Menge Q47" definiert durch Q¢! := {C{ ' € P*1: O™ C Cf}.

Induktionsanfang I,: Sei m = 1, also £ = h und 0.B.d.A. sei der Level h — 1 echt feiner
als der Level h, ansonsten verwenden wir den hochsten Level ¢, fiir den der Level ¢ — 1
echt feiner ist. Wir fithren eine zweite Induktion I, iiber |Q"71|.

Induktionsanfang Iy: Sei |Q"~'| = 2 mit C]', CI~' € Q"~'. Dann gilt wegen PRG

Zkethl ¢k‘(N> v, B) Zkecj’?*l ¢k(N, v, B)
Zkec‘h*1 o <Oih_1’ U|C.h*1 ) £|C.h*1> Zkeohfl o <O]h_17 U|Ch*1 ) £|C’f*1>




Kapitel 5. Level-Structures 57

Precpr (N0 P) - Lpecy O <C§Fl’ U|C?*17£|C?’1> v(Ch 1) 0
Z - = L2 > .
Liecy N0 B) 5 s n(CH vl e, Plonr ) P (G

Daraus folgt, ebenfalls wegen der Pareto-Optimalitét,

> (N0, P), Y (N0, P)>0. (5.39)

kec! ! keCt!

Induktionsschritt I: Wir nehmen an, ), _n-1 ¢p(N,v,P) > 0 fiir ein beliebiges
|Q"1] > 2 fiir alle C’Jh_1 € Q"1 (IAy). Dann gilt wegen PRG

Vet PN, 0, P) 2nect—1 O <N\C§l_1» U!N\c?‘laﬂw\c?_l) 0
Z - > 0.
Zkecj’.l—l ¢k(N, v, B) Zkechﬂ Gbk <N\C'ih—1, U|N\C.”*17£|N\ch*1> (IA2)

Da die Aussage nach Induktionsannahme fiir alle C']’-l_1 € Q"1 gilt, folgt, wieder mit der
Pareto-Optimalitét,

> (N0, P) >0 firalle C~' € Q"' |Q""| beliebig. (5.40)

h—1
keC;

Induktionsschritt Iy: Sei m > 1 mit £ = h—m+1. Wir nehmen an, ), . ¢x(N,v, P) >
0 fiir alle C* € P* (I A;). Wir fithren eine Induktion I3 iiber |Q%~!| mit C* € P* beliebig.
Induktionsanfang Is: Sei |Q4 1 = 2 mit C/ 7, C’f’l € Q'. Dann gilt wegen PRG

Skect 1 Oe(N,0, P) - Deor O (N\Cf_la U|N\c§*1’£|zv\cj‘f’l> > 0 (5.41)
Z’“EC]H Pr(N, v, P) ZkeCﬁ*l o (N\Cffly Vet £|N\Cf*1> (141) '

und deshalb wegen (/A;) auch >, -1 ¢(N,v,P) >0und >, -1 ¢p(N,v, P) > 0.
Induktionsschritt I3: Wir nehmen an, ), _-e-1 ¢p(N,v,P) > 0 fiir ein beliebiges
QY > 2 fiiralle Cf ' € Q47! fiir alle Cf € P* (IA3). Dann gilt wegen PRG

Zkgcf—l ¢k(N> v, B) Z:kEC'f*1 P (N\Cf_l’ U|N\Cffl ’ £|N\Cffl>

_ 0. (5.42)
Zk‘ECJe71 ¢k(N7 U, B) ZkEC€,1 ¢k <N\Cfﬁl, ’U’N\C_efl 9 BlN\C’[71> (IAB)

Da die Aussage nach Induktionsannahme fiir alle C’ffl € Q1 gilt, folgt wegen (IAj3),

Z ¢c(N,v,P) >0 fiir alle C{' € Q. |Q"| beliebig. (5.43)

0—1
keC;

Da C!7! fiir £ = 1 eine Einerkoalition ist, ist gezeigt, dass ¢;(N,v, P) > 0 fiir alle i € N
gilt und Schritt III bewiesen.
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IV. Wir zeigen die Eindeutigkeit : Wir nehmen an, wir hétten zwei Pareto-optimale
Values ¢ und ¢, die beide PRG erfiillen. Um zu zeigen, dass die Values identisch sind,
reicht es zu beweisen, dass fiir alle Cf € P*, P € P = (P°, ..., P"), fir 0 < { < h

Z(Zsi(NaU?B) = ngl(]\LUaB) (544)
icC§ i€C§
gilt. Wegen [III. sind alle im Folgenden durchgefiihrten Divisionen erlaubt.

Wir fithren den Beweis durch eine erste Induktion I; iiber £ = h—[+1 fiir die einzelnen
Level £, 0 < ¢ < h. Dabei sei fiir C’g € P’ 1 < (¢ < h, die Menge Qf;*l definiert durch
Qi = {CI e P O C Ot

Induktionsanfang I: Sei k = 1, also £ = h und 0.B.d.A. sei der Level h — 1 echt feiner
als der Level h, ansonsten verwenden wir den hochsten Level ¢, fiir den der Level ¢ — 1
echt feiner ist. Dann gilt, da beide Values Pareto-Optimal sind,

> ¢i(N,v,P) = ¢i(N,v,P) = v(N). (5.45)
ieN ieN
Wir fithren eine zweite Induktion I, iiber |Q"!].
Induktionsanfang I: Sei |Q"'| = 2 mit CI!,Ch™! € Q" '. Dann folgt wegen der
Pareto-Optimalitéit aus PRG

> iect-1 0i(N, v, P) B > iecn-1 ®i(N, v, P)
2iech 6i(N\Cy ™, UlN\Cgfl’BlN\CS’l) N 2iccy P (NMCr U|N\C§’1’£|N\Cf’1)
Zz‘ec{H ¢i(N, v, P) Zieogfl ¢i(N, v, P)
(O T A
Ziecf—l @i(N,v, P) B Ziecg—l ©i(N,v, P)
Ziecf—l Pi (N\Cgfl’ ”|N\cg-1 ’ £|N\cg—1) Zz‘ecg—l Pi (N\C{Fl’ ”|N\cg-1 ’ £|N\0f—1)
Ziecf‘l ‘Pi(N7 v, B) Ziec‘g—l Spi(N7 v, B)
e N (e o
Zusammengefasst ergibt sich damit
Ziec’f—l ¢i(N,v, P) B Ziecg—l ¢i(N,v, P)
Zz‘eC{H @i(N,v, P) B Ziecgfl @i(N,v,P)’

Es gilt, ebenfalls wegen der Pareto-Optimalitét

ST ¢i(Nv, Py =v(N) = > ¢(N,v,P) und

und

(5.46)

iech! iccy!
> @i(N,v,P)=v(N) = Y @i(N,v,P).
iech—1 icch—!

Eingesetzt in folgt
U(N) - ZieCS’l ¢Z(N7 v, B) . ZiECg*l ¢Z(N7 UaB)

U(N) - Zz‘ecg—l @i(N’ U7£) ZieCﬁ“l Qpi(Nv v, B)
<~ U(N> Z SOi(N;U;B) = U(N> Z gbi(N,v,B)

iccy! iecht
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& Y @NuP)= Y ¢(N,v,P) (5.47)

iech—1 iech=!

und damit auch
> wilNo,P)= > ¢i(N,v,P). (5.48)
iech—1 iech=!

Induktionsschritt Iy: Wir nehmen an, ) . cn-1 ¢i(N,v, P) = >, cn1 pi(N, v, P) gelte
fiir alle CP~1 € Q"1 |Q""!| = m — 1> 2 beliebig (IA4;). Da PRG erfiillt ist, haben wir

Ziec’f71 ¢i(N,U7£) B Zlech 1¢Z(N\Ch 1 U|N\Ch 1 P|N\Ch 1) d (5 49)
.~ ~h—1 Qj ,U,__ h—1 @; , U h—1, h—1 ’
iect-1 @i(N, 0, P iect=1 Qi N\CI 0]y or-1, Plyn o
Diccr— pi(N, 0, P) Dot L (NG Vet Bl or1) (5.50)
Zlech 1pi(N, v, P) Zech 1pi(N\CP! U‘N\ch ! P‘N\ch 1) .
Dann folgt aus (I As)
Ziecﬁ—l ¢1<N7U>£) - Zlech 1 QOZ(N v _P> (5 51)
Ziec’g_l ¢1<N7 U7£) Ziecﬁ—l SOZ(Na U?B) ‘
ZieCff*1 ¢1(N7 vaB) Zing*1 (bz(Na vaﬂ) (5 52)
Zz‘ec,’?‘l 901(N7 U,B) Ziecj}—l Spi(Na U7£> '

fiir alle CP=1, Ch=1 € Q1. Zusiitzlich gilt wegen der Pareto-Optimalitiit

Z ¢i(N,v, P) = v(N) — Z ¢i(N,v, P) — Z Z #;(N,v, P) und

iech=! iech=t geNP=1\{r,s} jech™!
> wilNo,P)=v(N)= > @(Nv,P)— > > @(NvP).
iech~! iech=t q€NM=1\{r,s} jech™!

Eingesetzt in folgt

U(N) - Zz‘ecg—l ¢1(N7 U>B) - quNh—l\{r,s} ZieCé‘_l qbl(N? U7£) . Zi60271 ¢z(N7 U,B)
U(N) - ZieCQ*1 Qpi(N7 U7£) - quth\{T’S} Zigcg* Spi(N’ v, B) Zingfl @i(Na U,B)

& o(N) > @No.P)= Y @(NouP) > Y ¢(NovP)
iech! iech—1 geNP=\{r;s} jech~!
= o(N) Y a(Nw,P)= Y &(Nv,P) > D @i(Nw,P)
iech=! iech1 g€NMI\{r;s} icCp~!
U(N)Z(,DZ(NUP—U > ¢i(N,v,P)
iech—1 iech—1
& Y @NoP)= > ¢(Nv,P)und Y  @(Nv,P)= >  ¢(Nuv,P).

iech—1 iech1 iech—1 iech—1
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Somit gilt Y. cn-1 @i(N,v, P) = > ccn-1 ¢i(N, v, P) fiir alle CF~' e Q" fiir |Q"|
beliebig.
Induktionsschritt I : Sei nun k > 2 beliebig und nehmen wir an es gelte
S eiN v, P) = 364N, 0, P) fiir €=h+1—k undalle Cf € P! (IAy). (5.53)
ieCt e
Wir betrachten ein festes C¢ € P’ und definieren Q! := {C*' € P*~! . ¢ C Cf).
Damit fithren wir eine Induktion I3 iiber die Anzahl m der Elemente der Menge Q.
Induktionsanfang Is: Zunichst nehmen wir an, es gilt |Q¢ ! = 1 mit Q¢! = {CF1)
Daraus folgt C*~! = Cf und nach Induktionsannahme (I A); folgt:

D 0iNvP) =) ¢(Nv.P)=) ¢i(NvP)=  ¢:(NvP). (554)
icci™! ject ject icct™!

Nehmen wir jetzt an, die Aussage gelte fiir [Q¢ | = m —1 > 1 beliebig (IAs3). Wir setzen
Q5| = m > 2 voraus mit C41, C41 € Q7. Da PRG erfiillt ist, haben wir

quecf_l ¢1<N7 v, P) ZieCf‘l ¢i(N\0571> U|N\c§—1>B|N\c§—1)

S 60 E) | Dot BN et Bl ) )
Zzecf 1 i(N, v, P) Zz‘eCf‘l ‘:Di(N\Cgi%U|N\c§’—17£|N\c§—1) (5.56)
>icct-1 pi(N,v, P) 2160?1 %(N\Cf_lwbv\c}i*hB|N\cfi*1). '
Dann folgt aus (1A3)
St 6N P)  Tiei N0, P) 55
ZieCf’l ¢i(N,v, P) ZzeCf’l ©i(N,v, P)
o Ziecf’l ¢i(N,v, P) Zleoffl ¢i(N, v, P) (5.58)
>iect-1 PN, v, B) - Y icce (N, v, P)

fiir alle C4~1, O € Q' Zusitzlich gilt mit N/t = {s € N*!: ' C Of} und wegen
(IA3) mit 7 := ZieCf gbZ(N? va) = ZieC’f Qpi(N’ U,B)

Y a(Now,P)=Z—= Y &(No,P)— > > ¢(No,P) und (5.59)

iect™! iect™? qEN! N\ {r,s} ieCt™?
Y wNou,PY=Z- > ¢(NoP)— > > @(NvP) (5.60)
ieCt™? iect™? qeEN! "N\ {r,s} ieCt™?

Eingesetzt in folgt
Z — Zi€C§71 ¢'L(N’ v, B) o ZqEfol\{r,s} Zz’g(}ﬁ*l ¢Z(N7 U, E) - ZieCﬁ‘l ¢Z(N7 v, B)
Z - ZieCf_l @i(N, v, P) — quNf_l\{r,s} Ziecg_l @i(N,v, P) Zigcf—l wi(N,v, P)

s 7 Z 0i(N,v, P) — Z ©0i(N,v, P) Z Z ¢i(N,v, P)

iecti1 iectt qeNI N\ {r,s} ieCcti™?
= Z )Y (NP = Y ¢(NoP) > D @(NwP)
iect™t iectt qeNI N\ {r,s} ieCct™?

Z Y @i(Nv,P)=Z Y ¢i(N,v,P)

iect™t iect™t
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& > @ilNo,P)= > ¢:i(N,v,P)

iect™t iect1

und damit auch

ZQDZNUP ZgszvP

iectt icct—!

Somit haben wir gezeigt, dass ;.1 Gi(N,v,P) = > . ce-10i(N,v, P) fiir je-
des C71 € P! gilt. Wenn wir die Induktion iiber k anwenden, ergibt sich
dicct @i(N,v, P) = >, ccopi(N,v, P) fiir alle C’ € P! und fiir alle 0 < ¢ < h.
Insbesondere gilt > ;.o @i(N, v, P) = ¢n(N,v, P) = >, o 0i(N, v, P) = ¢.(N, v, P) fiir
alle C°? € PY und damit fiir alle r € N, was zu zeigen war. [

Mit Satz erhalten wir eine neue kompaktere Charakterisierung fiir den Owen-Type-
Proportional-Value w(v, P), als die in [Huettner 2010] bzw. [Huettner 2015]:

Korollar 5.5.5. Fir alle N C N, v € G, P e LSY, P = (P° P, P?) existiert ein
eindeutiger CS-Value o, der Pareto-optimal ist und fir h = 2 Aziom[5.5.3 erfillt. Dieser
Value ¢ ist der Proportional-CS-Value w(v, P) aus Definition . D.h. fir h = 2 ust
der Proportional-Value-LS-Value ™5 gleich dem Proportional-CS-Value w (v, P).

Beweis. Der Proportional-CS-Value w(v, P) ist nach [Huettner 2015] durch drei Axiome
eindeutig charakterisiert: I. Pareto-Optimalitit, 1. Intermediate-Game-Property und I11.
Internal-Preservation-Of-Ratios-Property. Axiom [ und Axiom [I, das besagt, dass die
Summe der Auszahlungen an die Spieler aus N, die sich in einer Komponente C’; des
I-ten Levels P! einer Level-Structure P befinden, gleich der qu zugedachten Auszahlung
ist, sind von 1* nach Bemerkung erfiillt. Das Axiom [I1] besagt:

Axiom 5.5.6. Fiir alle N C N, v € GV, P € LSY, P = (P° P!, P?) und fir alle
i,j € Ct, C'e P! gilt

sz(N;U,B) _ qu(NaU)B) (5 61)
b; (N\j>U|N\ja£‘N\j) oy <N\i7U|N\i7£|N\i>
Das entspricht aber genau PRG (Axiom [5.5.3]) mit ¢ = 0. ]

Auch fiir den Proportional-Value geben wir eine Erweiterung fiir Nested-Partitions an:

Definition 5.5.7. Fir alle N C N, v € N, P = (P°,..,P") € LSY ist der
Proportional- Value- NP- Value Y™N* durch Algorithmus definiert, indem wir in
jedem Schritt den Shapley-Value Sh durch den Proportional-Value v ersetzen.

Bemerkung 5.5.8. Sei N C N, P € LS und v € GN. Der Proportional-Value-NP-
Value YN aus Deﬁmtzon erfillt folgende Eigenschaften:

I. YNP st Pareto-optimal.

II. Gilt h = 2, ist Y™ identisch mit dem Owen-Type-Proportional-Value w(v, P) (Def.
, gilt h =1 st er identisch mit dem Proportional- Value 1) .
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II1. Die Summe der Auszahlungen an die Spieler aus N, die sich in einer Komponente
Cﬁ des (-ten Levels P*, P* € P, befinden, ist gleich der C’g zugedachten Auszahlung.

IV. Gilt fir die Koalitionsfunktion v, dass fiir alle in Bemerkung als nicht relevant
bezeichnete Koalitionen S € N'R die Harsanyi-Dividenden gleich null sind, ist der
Proportional- Value-NP-Value gleich dem Proportional- Value-LS- Value.

Die Beweise ergeben sich analog zu denen von Satz[5.5.3, dabei geht in die letzte Behaup-
tung ein, dass der Proportional-Value nach [Ortmann 2000] ebenfalls das Axiom tiber den
unwesentlichen Spieler[2.0.§ erfiillt.

Auch der Proportional-Value- NP-Value lésst sich kompakt charakterisieren:

Bemerkung 5.5.9. Ein Value ¢ erfiillt das Preservation-Of-Ratios-For-Groups-
NP-Aziom genau dann, wenn fir alle N C N, ve Gy, , P=(P%. P"e LS8N und
vNP | die die zu v zugehérige Nested-Partitions-Koalitionsfunktion aus Deﬁmtion 18t,
fiir alle C£,Ct e P', P' € P, mit CL,CLC Ctt e PHY, 0 €{0,...,h — 1}

T=el iN7 72 icot Vi s Uy L
Decg 6B SitNnD) 5

Yicct i (N\Cf7 UNP|N\C£’B|N\C£> Dicot G (N\Cf, UNP|N\cg,£|N\cg>

gilt. Dann ist jeder Pareto-optimale Value ¢, der dieses Axiom erfillt, gleich dem
Proportional- Value-NP-Value yNF.

Beweis. Der Beweis folgt analog zu dem von Satz [5.4.7] O

5.6. Komplexititsbetrachtungen der bisher untersuchten LS-
Values

Vereinbarung 5.6.1. In Deﬁmtion sind, wie in [Winter 1989/, Levels zugelassen,
die nur feiner sind als der darauffolgende, d.h. zwei aufeinanderfolgende Levels miissen
sich nicht unterscheiden. Da identische Levels keine meue Information enthalten und
zusdtzlichen Aufwand bedeuten, vereinbaren wir, bei Komplezititsbetrachtungen nur Level-
Structures zuzulassen, bet denen alle Levels einer niedrigeren Stufe echt feiner sind als die
der hoheren Stufe. Das ist dadurch gerechtfertigt, dass sich in unseren Algorithmen die
Auszahlung nicht dndert, wenn im ndchsten Schritt ein identischer Level verwendet wird.
Alle Spiele enthalten dann fiir jede Berechnung nur eine einzige Koalition T und fiir die
von uns verwendeten TU-Values @ gilt dann fiir jeden solchen Level £ v*(T) = v**1(T).

Bemerkung 5.6.2. Fiir jede Level-Structure P = (P°, ..., P"), bei der jeder Level echt
feiner ist als der darauffolgende, gilt h <n — 1.

Beweis. Fiir alle £ € {0,1,...,h — 1} besitzt jeder Level P* mindestens eine Komponente
mehr als der Level P“"!. Da wir in Level P° n = |N| Komponenten, die Einerkoalitionen
{i}, i € N, haben, gibt es maximal n Levels und damit gilt h <n — 1. O

Wir geben zunéchst die Komplexititen der Zwischenauszahlungen an:
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Satz 5.6.3. Fiir einen Spieler i € D C N mit d := |D| lassen sich
I. der Shapley-Value Sh;(v|p) in O(d2¢71) Zeit,

II. alle anderen f-Weighted-Shapley- Values Sh{(v’w)(v]D), falls f in konstanter Zeit be-
rechenbar ist, in O(3%) Zeit und

II1. der Proportional-Value v;(v|p) in O(d*2971) Zeit berechnen.

Beweis. I. Sind die nétigen Fakultdten nicht abgespeichert, ist jeder Summand der
Shapley-Formel [2.2in O(d) Zeit zu berechnen. Bei 2971 Summanden, so viele Koalitionen
gibt es, die Spieler i enthalten, ergibt sich fiir Spieler i eine Laufzeit von O(d2¢71).

II. Sei f in konstanter Zeit berechenbar. Wir berechnen zuerst mit dem Algorithmus
" dividend” aus [Algaba, E., et al. 2007], der eine Zeitkomplexitiit von O(3%) besitzt, die
Harsanyi-Dividenden. Jeder Summand der Gleichung enthélt im Nenner maximal d
Summanden und ist somit in O(d) Zeit berechenbar, wenn der Dividendenwert bekannt
ist. Fiir einen Spieler i € D ist bei 27! Koalitionen, die Spieler i enthalten, deshalb die
Formel in O(d2971) Zeit auszuwerten, wenn alle Dividendenwerte bekannt sind. Mit
der Dividendenberechnung ergibt sich eine Gesamtlaufzeit von O(d2¢! +39) = O(34), da
d29=' < 3%, was sich leicht durch Induktion {iber d zeigen lisst: Fiir d = 1 ist die Aussage
richtig (I A). Sei nun die Aussage fiir ein beliebiges d > 1 richtig. Dann gilt

(d+1)2% = 24247 4 24 5 2.3 424 <2.3% 4 3¢ = 3L,
IA

III. Fiir die Berechnung von ;(v|p) geben wir einen Algorithmus an:

Algorithmus 5.6.1. Berechne 1;(v|p) fiir einen Spieleri € D C N
Input: Die Restriktion eines TU-Spiels (D,v|p), D C N und ein Spieler i € D.

1: for j=1tod do
2 P(vlgy) =o({7}) // 124
3: end for
4: for k=2 to d do // die Anzahl k der Spieler einer Koalition
5: for j=11tod do // die einzelnen Spieler j
6: for ¢ =1 to |Sk(j)| do // alle Koalitionen der Grofse k mit Spieler j
7:
0 (The(J)
¥ (0lz) = i) — // 23
Ly U (V] 70\ 15))
meTke(7)\{7} Vi (0] 70\ (k})

8: end for
9: end for
10: end for
11: return ¥;(v|p),

wobei |Sk(j)| die Anzahl aller Koalitionen mit k vielen Spielern ist, die den Spieler j
enthalten und Tye(j) die (-te Koalition mit k vielen Spielern ist, die den Spieler j enthilt.

Beschreibung: Der Algorithmus berechnet zunéchst fiir alle Spieler die Value-Werte
fiir die Restriktionen auf die kleinsten Koalitionen und geht dann sukzessive auf die der
groferen iiber. Am Schluss gibt er den Value-Wert fiir einen bestimmten Spieler 7 aus.
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Komplexitit: Wir verwenden die Bezeichnungen Der Nenner des Bruchs Zeile
7 enthélt maximal d viele Summanden mit schon berechneten Value-Werten. Somit gilt
t(Z7) € O(d). Es gibt 2971 — 1 viele Koalitionen mit zwei bis d vielen Spielern, die einen
Spieler j enthalten. Deshalb rufen die geschachtelten Schleifen, Zeile 4, 5, 6, die Zuweisung
Zeile 7 fiir d Spieler insgesamt d(2¢7! — 1)-mal auf. Damit gilt:

d d
t(Algorithmus(5.6.1) = t(Fy) + t(Fy) = d + Z Z t(Z7)

Somit ist Algorithmus in O(d) + O(d(2*~ — 1)d) = O(d*2%7") Zeit ausfiihrbar. [J
Es folgt die Hauptaussage fiir den Ausgangspunkt der Aufgabenstellung (Abschnitt :

Satz 5.6.4. Fiir alle LS-Spiele (N,v,P) € GLSY baw. Q,CSL, je mach Definitions-
bereich, besitzen der Nested-Partitions-Shapley-Value Sh™T, alle f-Weighted-Nested-
Partitions-Shapley-Values Sh™NT, wenn f in konstanter Zeit berechenbar ist, und der
Proportional-Value-NP-Value ¢PMY' eine quadratische Laufzeit von O(n?), wenn der Grad
d von P beschrdankt ist.

Beweis. Wir setzen Algorithmus [5.3.1] in Pseudocode:

Algorithmus 5.6.2. Berechne Sh"F (Alg. |5.5.1)
Input: Ein LS-Spiel (N,v,P) € GLSY mit P = (P°,..., P").

1: for =1 to my,_y, mit m,_; = |P""!| do // Schritt 1
2: for all
rceitmitT= ) S PPPC P
Seph—2

wobei Ch=1e PPt ={CP™, .. ,Ch1 ) do
5: o(T) := Sh, (Nh 1,v/Ph |(N\Cg_1)UT) mit NP1 = {1, ...,mp_1}
4 if T =C)~" = {i},i € N, then Sh)*(v, P) := v(T)
5: end if
6: end for

7: end for
8 fork=2toh—1do // Schritt 2 bis h — 1
9: {:=h—k
10:  for all CI*' e P mit CEP # {i},ie N, do // Schritt k
11: for all C* C Cﬁ“ do
12: for all
TCCimitT= |J S P71Cp,
Sept-1

wobei P* = {CY,...,Cf,,} mit Cf € P und N* ={1,....m;} do
13: ( ) = Sh (Ng U/P ’ C’”l\Cf)uT> mit Né {S e Nt CK C§+1}
14 if T =C%={i},i € N, then Sh}’(v,P) := v(T)

15: end if
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16: end for

17: end for

18: end for

19: end for

20: for all C; € P' mit C; # {i},i € N, do // Schritt h
21: for allic C) do

22:

S (0, P) = Shi(NO, 0" /Py,

wobei P* = {CY,...,CY} mit CY = {i}, N°=N, N) ={j e N :jeC,}
28: end for
2/: end for
25: return Sh¥F(v, P).

Komplezitit: Wir verwenden die Bezeichnungen [2.0.18] Sei eine Level-Structure P =
(P° ..., P") mit h + 1 Levels und beschrinktem Grad d gegeben. Die Spiele in Zuweisung
Zeile 3, Zeile 13 und Zeile 22 sind jeweils ein Spiel mit maximal d Spielern. Nach Satz
folgt t(Z3), t(Z13), t(Za) € O(d2%71). Die Anzahl der Teilmengen T aus Zeile 2
und aus Zeile 12 ist jeweils kleiner als 2¢. Nach Bemerkung gilt h < n —1 und somit
wird Schleife Zeile 8 maximal (n — 3)-mal durchlaufen. Damit gilt:

t(Alg.[5.6.2) = t(F)) + t(Fy) + t(Fy) < dt(Fy) + (n — 3)t(Fio) + (n — 1)t(Fa)
< d2'[t(Z3) + 1] + (n = 3)(n — 2)t(Fi1) + (n — 1)dt(Zas)
<d2'[t(Zs) + 1] + (n — 3)(n — 2)dt(Fi2) + (n — 1)dt(Za)
< d2'[t(Z3) + 1] + (n — 3)(n — 2)d2? [t(Z13) + 1] + (n — 1)dt(Zs2).

Somit ist Algorithmus in O(d24(d2?7! + 1)) + O((n — 3)(n — 2)d24(d2?~* + 1)) +
O((n —1)d-d2*') = O(1) + O(n?) + O(n) = O(n?) Zeit ausfiihrbar.

Die f-Weighted-Nested-Partitions-Shapley-Values und der Proportional-Value-NP-
Value haben mit analogen Algorithmen fiir die Zuweisungen Zeile 3, 13 und 22 andere
Komplexititen. Da diese aber konstant sind, ergibt sich dieselbe Laufzeit von O(n?). [

Bemerkung 5.6.5. Die gleiche Laufzeit wiirde sich bei Erweiterungen von anderen TU -
Values nach Schema von Algorithmus |5.3.1| ergeben, wenn die TU-Values fiir jede feste
Spielermenge D C N eine in n konstante Laufzeit besitzen.

Bemerkung 5.6.6. Wenn der Level-Structure- Value Sh™S oder andere LS-Values, deren
zugrundeliegende TU - Values zur Auszahlungsberechnung in der Regel alle Koalitionswerte
bendtigen, mit Algorithmus bzw. analog dazu berechnet werden, ergeben sich keine
polynomiale Laufzeiten, auch wenn der Grad der Level-Structure begrenzt ist.

Beweis. In Schritt 1 von Algorithmus [5.2.1] werden zur Berechnung des TU-Spiels
(Cp~1, 0" 1) alle Teilmengen T" C C}~' verwendet. Die Anzahl 7 := N|C§‘1 der der
Komponente C(;‘_l zugrundeliegenden Spielermenge kann im Extremfall n — 1 betragen.
Die Anzahl aller Teilmengen T # () von (C~',v"~1) betréigt 2" — 1. Da nach Abschnitt
der Shapley-Value die Koalitionswerte aller Teilmengen fiir eine Berechnung benétigt,
ergibt sich allein fiir Schritt 1 eine exponentielle Laufzeit von O(2"). Analoges gilt fiir
die anderen LS-Values. ]
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Bemerkung 5.6.7. Um eine polynomiale Laufzeit zu erhalten muss Algorithmus [5.2.1
nicht unbedingt nach Schema von Algorithmus |5.3.1| verdndert werden. Es kénnen fiir
die Teilmengen T einer Komponente C;_k i den Schritten k,1 < k < h — 1 auch
die Teilmengen von C’él_k aus mehreren niedrigeren Levels verwendet werden, solange die
Anzahl dieser Levels und der Grad der Level-Structure durch Konstanten begrenzt sind.

5.7. f-Weighted-LS-Shapley-Values

In diesem Abschnitt bringen wir verschiedene neue LS-Values in Dividendendarstellung.
Sie unterscheiden sich dabei in der Gewichtung der Anteilsverhéltnisse an einer Dividende.

5.7.1. f-Weighted-ILS-Shapley-Values

Der folgende LS-Value ist eine Art Erweiterung der Dividendendarstellung des Level-
Structure-Values von Satz [5.3.5] Er benutzt zur Gewichtung nur Komponenten, die eine
Schnittmenge (”intersection”) mit der zu einer Dividende zugehorigen Koalition haben.

Definition 5.7.1. Fir alle N C N, eine Funktion f mit f: RY, — R, oder f: R x
Ryy = Ryy,

e alleve G, falls f:R2, — Ry,,
o alleve GV, falls f :RxR,, — Ry,

und alle P = (P°,..., P") € LSY, sei ein Vektor w € RI°El von Gewichten we, we > 0
fiir alle Cﬂ € Cp, gegeben. Fiir allei € N und 0 < € < h ist C*(i) die Komponente
Ct € P, P* € P, die Spieler i enthilt. Mit QILS +(1) definieren wir fir alle T C N,

T > 1, das fiir Level-Structures fI-gewichtete Antezlsverhc’iltniﬂ eines Spielers i € N
an einer Dividende A,(T) mit

jI”L’fw)T HQf(vw (563)

wobei die Ausdriicke fo(v’w)j(i) gegeben sind mit

Qf(vw ( ) =

f(v(C‘(z')) : wcm)) 5.64
f (5.64)

Z ngC“l(z’), (U(CZ), wcz) .

CINT#0

Dann ist der zu f(v,w) zugehérige f- Weighted-ILS-Shapley-Value Sh/™° gegeben
durch

Shf(”;w)ILS 7 Z Q;wa ) v(T) fd?” alle i € N. (565)

TCN,T>i

5Das belanglose Gewicht der groBen Koalition wird nur benétigt, wenn Level h und h — 1 identisch sind.
6 T steht fiir "intersection”
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Damit gilt

Satz 5.7.2. Der durch Definition gegebene LS-Value Sh/FS besitzt folgende Eigen-
schaften:

I. SK'S st Pareto-optimal.

II. ShTES erfiillt das Aziom diber den unwesentlichen Spieler,
I11. das Monotonie-Axiom beziiglich der grofien Koalition und ist
IV. homogen, falls f homogen vom Grad r, r beliebig, ist.

V. Gilt h = 1 fiir eine Level-Structure P, P = (P°, ..., P"), ist Sh/ES identisch mit
dem zu f(v,w) zugehirigen f-Weighted-Shapley-Value Sh?! von Definition |3.4. 1.

VI. Die Summe der Auszahlungen an die Spieler aus N, die sich in einer Komponente
Cg € P, P* € P, befinden, ist gleich der C’g zugedachten Auszahlung, formal:

Sh o w Pt PP = SEI (0, P fiir alle P* € P. (5.66)

i€Ct
Fiir den Beweis von VI. benotigen wir noch zwei Lemmata:

Lemma 5.7.3. Sei NCN,ve GV, Pec SN, P=(P° ..., P"), und P', 0 < (< h,
der {-te Level von P. Dann gilt fiir alle T € N

Aype(T)=A(T)+ Y A(S). (5.67)

ST, s¢aN’,
SZRCT, Re2N"

Dieses Lemma besagt, dass sich jede zu einer Koalition 7" zugehérige Dividende A, pe(T)
im Spiel (v/P* P/P*) zusammensetzt aus der Dividende A,(T) plus der Summe von
zu Koalitionen S zugehorigen Dividenden A,(S) aus dem urspriinglichen Spiel (v, P).
Dabei werden fiir die Koalitionen S alle echten Teilmengen von T beriicksichtigt, die die
Komponenten C* € P’ nicht selbst bilden kénnen und die zugleich keine Teilmengen
einer echten Teilmenge R der Koalition 7" sind, wenn die Teilmenge R eine Koalition von
Komponenten C* € P’ ist. Das bedeutet, die Koalitionen S werden immer nur fiir die
kleinsten Koalitionen 7' € 2V° verwendet, von denen sie Teilmengen sind.

Beweis Lemma[5.7.3. Wir bezeichnen die Anzahl der Komponenten C* € P*, die Teil-
mengen einer Koalition 7' € 2V sind mit IT¢|. Das Lemma beweisen wir dann durch
Induktion {iber die Anzahl k = |T%, 1 < k < N*, der Komponenten C* € P*, die Teil-
mengen einer Koalition T € 2V " sind.

Induktionsanfang: Sei k = 1. Dann ist T’ eine Komponente C* € P’ und es gilt

Auype(T) = Aype(C) =0(C) = A+ 3 ALS).  (568)

scct, sgaN’,
SZRCC!, ReaN"
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Induktionsschritt: Wir nehmen an, dass Gleichung [5.67] fiir ein beliebiges k, 1 < k <
N®—1 gilt (TA). Sei nun Q € 2V mit |QY| = k und T = QU C* mit C* € P und C* Q.
Dann gilt [T*| = k + 1 und es folgt

A'u/P£< Z A'U/PZ — v(T> + ZAU(S) - Z A'u/P£<S)

SCT, Scr SCT,
SeaN’ seaN’
)+ A8 - Y (A,,(S) + Y AU(R))
ST S¢T, RS, Rg2N,
SeaN

RZQCS, QeaN’

T)+ > AS) = D> AS) = ) > AUR)

SCT SgT,l SQT,Z RCS, RgaN!,
SeaN Sea2N

RZQCS, QeaN’

YA =D Y AL

SQT, RgTv SQR, S%QNZ,
sgaN’ ReaN’ ¢
SZQCR, Qe2V
:Av(T)“‘ E AU(S)>
ScT, s¢aN’,

SZRCT, Re2N"

was zu zeigen war. L]

Lemma 5.7.4. Sei N C N, v € GN und P € LSY, P = (P°,..., P"). Dann wird fiir
alle S € 2N\0 im Spiel (v/P*, P/P") die Dividende A,(S) jeweils genau fiir eine einzige
Koalition T € 2N* in Gleichung verwendet.

Beweis Lemma[5.74 Alle Koalitionen T € 2V sind Vereinigungen von Komponenten
C* € P’ Fiir alle Koalitionen S € 2™\() kommt jeder Spieler i € S in genau einer
Komponente C¢ vor, da P’ eine Partition ist. Somit gibt es genau eine Koalitionen 7" €
2N é, die genau alle Komponenten C* € P’ enthilt, die mindestens einen Spieler i aus
S € 2% besitzen. Das bedeutet, S ist Teilmenge dieser Koalition 7', die die kleinste
Koalition von allen Koalitionen R € 2V ist, die S enthalten. Nach Lemma wird
somit die zu S zugehorige Dividende A,(S) genau fiir eine einzige Koalitionen T € 2V ‘
in Gleichung verwendet. L]

Beweis von Satz[5.7.9. 1.-IV. Die Beweise ergeben sich aus analogen Beweisen zu den
Eigenschaften I1.-V. aus Satz
V. Fiir h = 1 sind alle Komponenten C' € Cp\N Einerkoalitionen. Mit w; := wy; folgt

f(U(CO(i))awc%)) _ Se{),w)
Z CcoCCl(v), f(U(C())uwCO) ZjeT f(v<{.7}>>w9)

CONT#£(

7 Z Q;I(wa) T ( )

B fv({i}), wi)
- TC;Tm ZjeT f(v({]})a wj)

Qi (1) = Qo) =

und damit
Shf(v w)ILS

A (T) = Sh"™ (v).
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VI Fiir £ = h haben wir die triviale Partition und die Aussage ist wegen der zuvor
gezeigten Pareto-Optimalitit von Sh/T5S erfiillt. Sei nun eine beliebige Komponente Ce
eines beliebigen Levels £ mit 0 < ¢ < h — 1 gegeben. Dann gilt fiir alle i € CZ (S N
nach Konstruktion von Definition “ 1] fiir alle S € 2V, S 3 4, im Spiel (v, P)

Z Q}wa) s\t H Qf(v w) (569)

’LECZ

Im Spiel (v/P’, P/P’) gilt fiir alle T € 2V, T 5 C,

Q;wa HQf(vw (570)

Wir bezeichnen im Folgenden diejenige Komponente des r-ten Levels, die die Komponente
C! enthilt, mit C™(CY). Dann gilt C"(i) = C"(CY) fiir alle r > £ und i € C{. Fiir jedes
S e 2V Sn C’g # (), gibt es ein kleinstes k, k& > ¢, mit S C C’k(C’S). Nach Lemma
5.7.4 existiert dann genau eine einzige Koalition 7% € 2V, die in Gleichung [5.67] dieses
S verwendet und nach Lemma ist diese Koalition T, identisch mit C*(C}). Wir
versehen dann alle Koalitionen S € 2V, SN C’g # (), zusétzlich mit einem Subskript
derjenigen Koalition 7, (f , zu der sie in diesem Sinne gehoren. Damit folgt fiir alle S:rg € 2N

aus Gleichung fiir alle r > ¢ und i € C.

szv,w),s <Z> = Q?vw T‘v’( ) Qf (v,w), T£< K) und damit (571)
ILS
> Qs () = H Qo). H Qe (0 H Q fwe (C
1€Cy
=y Qo g (Co)- (5.72)

Daraus erhalten wir mit Gleichung [5.65

Do SHE ) = 7N Qffily sl =D D Qs (A5

ieCt ieCl SCN, i€Cy S e,
S3i q
STgBZ
= D D Qs (DS =, D Qi z(CHAST)
S §€2 i€Ct gEQN
= Y QL mCH(ATh+ Y ASy)
Tte ont SngT(f
= > Qamen(am+ > Al)
TeaN", ScT, s¢2N’,
cicr SZRCT, Re2N"
v,w)ILS
= > Qi (COAm(T) = ShE (/P PIPY).
Te2N,c{§gT

Damit ist der Beweis von Satz komplett. O
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Bemerkung 5.7.5. Fir alle N C N, v € GV, P = (P°,...,P") € LSV, sei (v, P)
ein LS-Spiel mit f(fu(C),wc) := ¢ fir alle C € Cp. Dann ist der zu f(v,w) zugehirige
f-Weighted-ILS-Shapley- Value Sh'S gleich dem Level-Structure- Value Sh™S.

Beweis. Nach Definition gilt fir alle T C N, T > 1,

i) 7 (v(CH(@)) weey ) ¢ 1
S . > ctcotti(i, f(U(CE), wc@) > ctcetti, € > ctcetti(i),
CINT#0 CtNT#0 CtNT#0
B 1 1
S Hote POt C CL(i) und CENT # 0} BE2m K4(4)
und damit
1 1
ILS _
Mit Gleichung und Gleichung folgt die Behauptung. U]

Fiir eine Axiomatisierung bringen wir ein am f-Weighted-Balanced-Group-Contributions-
Axiom [5.4.2| ,angelehntes” Axiom:

Axiom 5.7.6. Sei NCN, f eine Funktion mit f: R2, — Ry oder f: RxRy; — Ryy,
e veGY,, falls f:R:, — Ryy,
® VU EC gN, fallS f R x R++ — R++,

P=(P° .., P" e L£SY undw € RI°el ein Vektor von Gewichten we, we > 0 fiir alle C' €
Cp. Hierfiir erfillt ein Value ¢ das fI-Balanced- Group- Contributions-Axiom genau
dann, wenn fir alle C},Ct € P, P* € P, mit CL,Ct C Citte P e {0,...,h — 1}

F(0(CY), wer) ( (Z@ N, v, P) Z¢i<N\Of7U|N\Cf7E|N\C£>)

i€C i€C

R ( ), wer) (Z@ (N,v, P) Z¢i(N\O§,U‘N\C§7B|N\C§>) (5.73)

i€Ct 1eCt

gilt, wobei in Gleichung |5.75 fiir ¢<N\C,U|N\C,EN\C> fir jedes C, C € Cp\N, ein

anderes LS-Spiel (v,_IB), P := P, mit einer von C abhingigen Funktion f fir alle S €
CE\N\C verwendet wird mit

B {f(U(SU C),wsuce), falls SUC € Cp (5.74)

J(0(5), ws) := f(v(S),ws) sonst.

Dieses Axiom besagt, dass fiir zwei Komponenten C’f C*, die Teilmengen derselben Kom-
ponente der Partition P! sind, der fgewichtete Beltrag der Komponente C* zur Gesamt-
auszahlung an die grundlegenden Spieler der Komponente C’g gleich dem fgewichteten
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Beitrag der Komponente C’f zur Gesamtauszahlung an die grundlegenden Spieler der
Komponente C* wiire, wenn im reduzierten Spiel die Gewichtung der Komponenten, die
mit der entfernten Komponente zusammen im urspriinglichen Spiel eine Komponente C'Y
bilden, so wire, wie die Gewichtung der Komponente OV im urspriinglichen Spiel.

Satz 5.7.7. Fiir alle NCN, eine Funktion f mit f: R%, —R,; oder f: RxRiy —Ry 4,
o alleveGY,, falls f:R2, — Ry,
e alle v c gN, fa”S f R x R++ — R++7

alle P = (P, ..., P") € LSY und einen Vektor w € RI°2l von Gewichten we, we > 0 fiir
alle C € Cp, ist jeder LS-Value o, der Pareto-optimal ist und Aziom erfillt ein zu
f(v,w) zugehiriger f-Weighted-ILS-Shapley-Value ShiT-S,

Beweis. Wir beweisen den Satz in drei Schritten:

I. Die Pareto-Optimalitét wurde schon in Satz gezeigt.

II. Wir beweisen, dass der f-Weighted-/LS-Shapley-Value Sh7"% Axiom erfiillt.
Dazu zeigen wir vorab die Identitét

QLS () = QG r(i) fiir N#Cre P ieT CN\C, 0<0<h—1. (5.75)

f(UIN\C£ W

Aus [5.74 folgt fiir 0 < £ < h — 1 mit C* := C¥ ~
a) fur C'(i)UCt ¢ Cp und fiir alle C* C (C*1(i) N (N\CY)) mit C*NT # 0 und alle
CtC (CH i) n (N\C’f)) mit C‘NT # (7)

C* = C* und daraus f('l)(é£>'lz)éz) = f(v(Cwer),

b) fiir C*(i) UCY € Cp:

F(0(CH ), weny) = F(0(E D) V) wanguor) = F(0(CHHD), weengy )

fiir ein C***(i) € Cp mit k > 1.
Dann folgt fiir T « - N\Cf

f( (Cﬁ( y Wee )

Zcéc(cg+1() (N\C'e)) f( (C) wéf)
CtNT#0

If N
f(”lN\Cg’w)7T<Z> o

f(v(CZ(z’)) ot )> = Qﬂ’ (4)
Zczccm o, F((Ch,wee) Fow), T 1)

CINT#0

wobei im Fall b) die Summen im Nenner der beiden Briiche nur aus einem Summanden
bestehen, die Briiche ergeben deshalb beide 1 und mit Gleichung folgt Gleichung
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5.751 Damit gilt fiir alle C%, CY € P*, P' € P, mit C!,Ct C C;7' e P 0 e {0,...,h—1}

1 v P -
—){Z Sh{(’ )ILS(NW’B) - Z Sh’if( ’ )ILS(N\CfaU|N\C,€7£|N\Cﬁ>]

f(v(Cf), We, iGC’e ieC‘
f(v (Cf) o) Z [ Z Qo) (i Z foLﬁN\cz w8, (T)}
2. (Ol ZECZ TCN TQN\CZ
T>1
1

f(0(C) wer)

Y Y QAT + Y QL AT = Y QL) r()AT)]

iect TCN, TCN, TCN,
T>1, T>1, T34,
ieCt z’ezc"- i¢Ct
]LS . ILS .
_ }: 2: f(vw ( Z Z f(vw)T( i)A(T)
iect TCN, wC‘ iect TCN, waf)
T>1, ZECZ T34, zEC’Z

1 f(v,w)ILS fvw)ILS ¢ ~
_ W[E Sh (N,v,P) = > Shi (N\Cq,v|N\cg,£lN\cg> :
r/)» WCE i€Ct ieCt

I1I. Die Eindeutigkeit kann wieder analog zu [Gémez-Ria, Vidal-Puga 2011], Beweis von
Theorem 8, gezeigt werden. L]

5.7.2. f-Weighted-A LS-Shapley-Values

Bei den bisher untersuchten LS-Values war die Summe der Auszahlungen an die Spieler
aus N, die sich in einer Komponente C’g € P!, P’ € P, befinden, gleich der C’f zugedach-
ten Auszahlung. Koalitionswerte v(7") von Koalitionen 7', bestehend aus Komponenten
C{~! ¢ CL mit anderen Komponenten Cf # Cf aus Level P, hatten zum einen keinerlei
Einfluss auf die der Komponente Cf zugedachte Auszahlung, zum anderen beeinflussten
sie aber den Anteil der Komponente C*~! an der der Komponente C’f zugedachten Aus-
zahlung. Das war Owens Forderung in [Owen 1977] und er weist darauf hin, dass die
Komponenten C4~! dafiir entschidigt werden, keine Koalition mit anderen Komponenten
Ct £ C’g einzugehen.

Die Komponente als Ganzes hat keinen Vorteil davon, wenn einzelne Mitglieder ,,gute
Bezichungen® nach aulen haben. Manche reale Vorgéinge werden dadurch nicht vollstéindig
erfasst: In der landeriiberschreitenden Politik ist es keineswegs so, dass z. B. nur die Bun-
desrepublik mit anderen Nationalstaaten verhandelt und nur die Mehreinnahmen daraus
allen Bundesléndern und damit im Endeffekt den Biirgern zufliefen. Es passiert durchaus,
dass z. B. Bayern direkt mit Osterreich verhandelt und der Mehrwert davon, ohne Umweg
iiber den Staat Deutschland, direkt den Biirgern in Bayern zugutekommt.

Wir definieren dazu einen LS-Value, der mit der tatsédchlichen ("actual”) Koalition,
die Schnittmenge einer Komponente mit der zur Dividende zugehorigen Koalition ist,
gewichtet.
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Definition 5.7.8. Fiir alle N C N, eine Funktion f, mit f: R2, — Ry, oder f: R x
Riy = Ry,

o alleveGY,, falls f:R:, — Ry,
o alle v c gN, fallS f R x R++ — R++7
h—1
und alle P = (P°,...,P") € LS", sei ein Vektor w € queNhfl(Q‘cq -1) von Gewichten
wr, wp > 0 fir ale T € C}7', T # 0, ¢ € N'', gegeben. Fiir alle i € N und

0 < ¢ < h ist C*(i) die Komponente des Levels P* € P, die Spieler i enthdlt. Wir

definieren fiir alle’T C N, T > i, mit Q}“(’ijsw +(2) das fiir Level-Structures fA-gewichtete

Antezlsverhaltnzsﬂ eines Spielers i € N an einer Dividende A,(T) mit
Qi H o (5.76)

wobei die Ausdriicke Q]‘?(éuw)’T(@') gegeben sind durch

f (U (CL()). wégm)
ng:“em f(v(S), ws)

mit CL(i) :== C*()N'T und Ch, == {C*'NT : C* C C (i), C*N'T # O}. Dann ist der zu
f(v,w) zugehorige f- Wezghted ALS-Shapley- Value Sh/ALS gegeben durch

Qf(vw (1) = (5.77)

SHIWALS () = > QN +()ALT) fir allei € N. (5.78)

flv,w)
TCN, T>i
Damit gilt

Korollar 5.7.9. Der durch Definition gegebene LS-Value ShIALS besitzt folgende
Figenschaften:

I. ShALS st Pareto-optimal.

II. ShALS erfillt das Aziom tber den unwesentlichen Spieler,
I1I. das Monotonie-Axiom beziiglich der groffen Koalition und ist
IV. homogen, falls f homogen vom Grad r, r beliebig, ist.

V. Gilt h = 1 fiir eine Level-Structure P, P = (P°,..., P"), ist SW4LS identisch mit
dem zu f(v,w) zugehdrigen f-Weighted-Shapley-Value Sh! von Definition |3.4. 1|
VI. Die Summe der Auszahlungen an die Spieler aus N, die sich in einer Komponente

C’f des (-ten Levels P’ einer Level-Structure P befinden, ist im Allgemeinen ungleich
der C’g zugedachten Auszahlung.

Beweis. Der Beweis der Eigenschaften I.-V. ergibt sich analog zu denen aus Satz [5.7.2
Die Eigenschaft VI. folgt aus Beispiel [5.7.14] [

7 A steht fiir ”actual”
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Bemerkung 5.7.10. Sei N C N, v € GV, P = (P°, ..., P") € LSV, f(v(T),wr) := c,
¢ >0 firalleT CC)', T #0,qe N"'. Dann ist der zu f(v,w) zugehorige f-Weighted-
ALS-Shapley-Value SKALS gleich dem Level-Structure-Value Sh*S aus Satz[2.0.15,

Beweis. Nach Definition gilt

A[ . & 1
Qw7 (%) EEZS@% c H{O'NT:CtCCH(d),CtNT # 0}
, ! |
T {CTICTC Oy, CPNT # 0} 628 K4(i)

und damit

1 1
ALS Q = - .
f (v,w), r(i H f(v w), l ?;& KL (i) Kr(i)

Mit Gleichung und Gleichung folgt die Behauptung. O

Wir definieren analog zu den Value-Dividenden [3.6.3}

Definition 5.7.11. Sei N C N, P = (P°, ..., P") € £LS", und v € G". Fiir allei € N,
alle Koalitionen S C N mit S > i und alle LS-Values ¢ definieren wir die zu ¢(v)
zugehorigen LS-Value-Dividenden @éf‘(v)(S) C R rekursiv durch

0L, (S) = — > OL,(R) fir|S|>1 und (5.79)
RCS, R>i
@éfv (S) = wi(vl@y) fir S = {i}. (5.80)

Mit den LS-Value-Dividenden konnen wir ein Axiom formulieren:

Axiom 5.7.12. Sei NCWN, f eine Funktion mit f: R?, R,y oder f: RxRy; — Ry,
e alleve Gl falls f:R3, — Ry,
o alleve GV, falls f : RxR,, — Ry,
h—1
alle P = (P°,..., P") € LS", einen Vektor w € REqent-1@ =D Gewichten wr,

wrp >0 fir alle T CCH', T #0, ge N'', alle S C N und allei,j € S, i # j, erfillt
ein LS-Value ¢ das fA-Balanced- Value-Dividends-Axiom genau dann, wenn gilt:

@LS (S) @LS (S)
ALS N ALS ; (5.81)
Qf(yw 5(7) vaw)s< )’
wobei die @Lf) die LS-Value-Dividenden aus Definition |5.7.11) und die Q;ﬁlf]sw die fA-
gewichteten Anteilsverhdltnisse aus Definition [5.7.8 bezeichnen.

Wir erhalten

Korollar 5.7.13. Fiir alle N C N, eine Funktion f, mit f: R:, — Ry oder f: R x
Riy = Ryg,
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e alleveGl,, falls f:R2, — Ry,

o alleve GV, falls f 1 Rx R, — Ry,

lerm
alle P = (P°, ..., P") € LS, einen Vektor w € RZqenn=1 270 =1 00 Gewichten wr,
wy > 0 fir alle T C C'(?_l, T #0, g € N1, ist jeder LS-Value ¢, der Pareto-optimal ist
und Am'om erfiillt ein zu f(v,w) gehoriger f-Weighted-ALS-Shapley-Value Sh LS,

Beweis. Der Beweis ergibt sich analog zum Beweis von Satz [3.6.5] O

Beispiel 5.7.14 (Beweis von VI. in Korollar [5.7.9). Gegeben sei das LS-Spiel (N, v, P)
mit Spielermenge N = {1,2,3} und Level-Structure P = (P°, P', P?) mit

P={{{11.421}. 31}, (5.52)
Die zugehorige Koalitionsfunktion v laute

U({l}) =1, U({3}) =3, U({la 3}> =9, U({17273}) =9.
U({2}> =2, U({L 2}) =5, U({27 3}) =9,

Dann ergibt sich fir den zu f(v(T),wr) := v(T) fir alle T C CHY, T #0,qe N,
zugehirigen f-Weighted-ALS-Shapley-Value Sh/A%5 ein Auszahlungsvektor

ShIALS(y) = (

23 10 1
5 10 5). (5.83)

12374

Im durch die Komponenten des 1-ten Levels als Spieler induzierten Spiel erhalten wir fir
die Komponente {1,2}

45

Shi5 v/ P, P/PY) = 3 (5.84)
Dann folgt
45 21 23 10
fALS 1 1\ . . fALS
Shiyoy (/P P/P7) = 3 # T -3 E Sh; " (v, P). (5.85)

ie{1,2}

Damit ist der Beweis von Korollar [5.7.9 komplett.

5.7.3. f-Weighted-SLS-Shapley-Values

Es folgt ein LS-Value, der zur Gewichtung nur Komponenten verwendet, die echte Teil-
mengen (”strict subset”) der zu einer Dividende zugehorigen Koalition sind. Auch hier
ist die Auszahlung an die Spieler einer Komponente im Allgemeinen ungleich der der
Komponente zugedachten Auszahlung.

Definition 5.7.15. Fir alle N C N, eine Funktion f mit f: RY, — Ry oder f:
RXxRyy = Ryg,
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e alleveGl,, falls f:R2, — Ry,

o alleve GV, falls f 1 Rx R, — Ry,
und alle P = (P°,..., P") € LSV, sei ein Vektor w € RI°EI=1 yon Gewichten we, we > 0
fiir alle C € Cp\N, gegeben. Dann nennen wir den LS-Value Sh/5YS mit

SHIwSLS (, p Z Q7 ) () Ay(T) fiir alle i € N, (5.86)

TCN, T>i

den zu f(v,w) zugehorigen f- Weighted-SLS-Shapley-Value, wobei fir alle T C N,
T >4, mit QS (i) das fiir Level-Structures fS-gewichtete Anteilsverhc’iltniﬂ eines

flv,w), T

Spielers 1 € N an der Dividende A,(T) durch folgenden Algorithmus definiert ist:
Algorithmus 5.7.1. Setze QSLS +(1)=1 und S:=T

flvw), T

Solange S # {i} gilt, fiihre folgenden Schritt aus:
e Schritt:
f(v(c_'s(i)),wés(i)>
ZCe(fs f(U(O), wC) ’
setze Q30 p(1) = Q30 y) o(1) - QS £(i) und S = Cs(i).

Dabei gilt fiir C*(i) als diejenige Komponente des (-ten Levels, die den Spieler i enthilt,

Qflo).s (1) =

(5.87)

Cs(i) == C™(i), C™(i) € Cp mit |C™(i)| = o |C*(9)] und Cs ={Cs(j) :j € S}.
CHi)es

Fiir die Gewichtung des Zahlers sucht jeder Schritt unter allen Komponenten, die den
Spieler ¢ enthalten, die grofite Komponente, die echte Teilmenge von S ist. Fiir den Nenner
werden fiir alle Spieler aus S solche Komponenten gesucht. Der Algorithmus endet nach
maximal n — 1 vielen Schritten, da S in jedem Schritt um mindestens ein Element j € N,
j # i kleiner wird und am Schluss S = {i} ist. Es gilt

Korollar 5.7.16. Der durch Definition gegebene LS-Value ShSS besitzt folgende
Figenschaften:

I. Sh¥STS st Pareto-optimal.

II. SKSES erfiillt das Aziom tiber den unwesentlichen Spieler,
I11. das Monotonie-Axiom beziiglich der grofien Koalition und ist
IV. homogen, falls f homogen vom Grad r, r beliebig, ist.

V. Gilt h = 1 fiir eine Level-Structure P, P = (P°,..., P"), ist Sh/SES identisch mit
dem zu f(v,w) zugehdrigen f-Weighted-Shapley-Value Sh! von Definition |3.4. 1|

VI. Die Summe der Auszahlungen an die Spieler aus N, die sich in einer Komponente
C’f des (-ten Levels P’ einer Level-Structure P befinden, ist im Allgemeinen ungleich
der C’g zugedachten Auszahlung.

8 S steht fiir ”strict subset”
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Beweis. Der Beweis von L-IV. und VI. verliduft analog zu dem von Korollar [5.7.9] Weil

fir h =1 QSES (i L) e e Nund T C N i1t, folgt V.. O
Qo i) = Sier (o)) = e &

Mit den LS-Value-Dividenden formulieren wir
Axiom 5.7.17. Sei NCWN, f eine Funktion mit f: R?, R,y oder f: RxRy; — Ry,

o alleveGY,, falls f:R2, — Ry,
o alleve GV, falls f : RxR,, — R,

alle P = (P, ..., P") € LS, einen Vektor w € RICEI=1 yon Gewichten we, we > 0 fiir
alle C € Cp\N, alle S C N wund fir alle Spieler i,j € S, i # j, erfillt ein LS-Value ¢
das fS-Balanced- Value-Dividends-Axiom genau dann, wenn gilt:

@LS ) (9) @LS ) (5)

SLS N SLS N (5.88)

Qf(vw 5(7) vaw)5< )
wober die @LS die LS-Value-Dividenden aus Deﬁmtwn 5.7.11 und die Qf(LUSw die fS-
gewichteten Antezlsverhaltmsse aus Definition [5.7.17 bezeichnen.

Damit erhalten wir:

Korollar 5.7.18. Fiir alle N C N, eine Funktion f mit f: R:2, — Ry, oder f: R x
Riy = Ry,

o alleveGY,, falls f:R2, — Ry,
o alleve GV, falls f :RxR,, — R,

alle P = (P, ..., P") € LSV, einen Vektor w € RICEI=1 yon Gewichten we, we > 0 fiir
alle C € Cp\N, ist jeder LS-Value ¢, der Pareto-optimal ist und Aziom erfillt ein
zu f(v,w) zugehoriger f-Weighted-SLS-Shapley-Value ShStS.

Beweis. Der Beweis ergibt sich analog zum Beweis von Satz ]

Wir bringen einen interessanten Spezialfall eines f-Weighted-SLS-Shapley-Values:

Satz 5.7.19. Sei N € N, v € GV, P = (P°, .., P") € LS, f(v(C),wc) := |C| fir
alle C € Cp\N. Dann ist der zu f(v,w) zugehérige f-Weighted-SLS-Shapley-Value Sh/L5
gleich dem Shapley-Value Sh von Gleichung[2.3

Beweis. Fiir T = {i} ist nichts zu zeigen. Sei also T' # {i}. Die Menge Cg aus Definition
5.7.15/ist eine Partition von S. Deshalb gilt > .- |C| = |S|.
In jedem Schritt des Algorithmus aus Definition [5.7.15| haben wir somit

ses . 1Cs(@)] _ |Cs(i)|
Qf (v,w) ( ) T -
2cecs | 5]
Fiir jeden Folgeschritt ist der Nenner gleich dem Zihler des vorherigen Schritts. Im letzten
Folgeschritt steht im Zéahler eine 1. Durch Kiirzen erhalten wir im letzten Schritt

1
SLS N
Damit ist die Bestimmungsgleichung [5.86| aus Definition gleich der Bestimmungs-
gleichung [3.3 von Satz [3.2.4] was zu zeigen war. O

(5.89)



Kapitel 6
Relevante Koalitionen

Fiir f-Weighted-LS-Shapley-Values konnten wir mit der Nested-Partitions-Koalitionsfunktion
NP weitere LS-Values fiir Nested-Partitions einfithren. Wir definieren allgemeiner:

Definition 6.0.1. Sei N C N und (N,v) € GV. Fir R C 2N\, N € R, {i} € R fiir
alle i € N, bezeichnen wir als relevante Koalitionsfunktion v diejenige, von v indu-
zierte Koalitionsfunktion, die fiir alle Koalitionen T € R, die relevanten Koalitionen
(Relevant-Coalitions), die gleichen Funktionswerte wie v besitzt, also v™(T) := v(T).
Die Koalitionswerte v™*(S) aller anderen Koalitionen S € 2N\'R sind so definiert, dass
Ar(S) =0 gilt.

Fiir Level-Structures P € LS definieren wir fir R C 2N\0, C € R fiir alle C € Cp,
eine analoge relevante Koalitionsfunktion vE, die fiir alle Koalitionen T € R die
gleichen Funktionswerte wie v besitzt und fir die Dividenden aller anderen Koalitionen

S€2MR Ax(S) =0 gilt.

Als relvante Koalitionen kommen alle in der Praxis als wesentlich betrachtete Koalitio-
nen in Frage. Das konnen z. B. fiir eine Firma Gruppen von Personen sein, die im selben
Gebéaude oder derselben Fabrik arbeiten, oder die Koalitionen haben eine bestimmte ma-
ximale Grofle und/oder bestimmte Anforderungen an einen Teil der Mitglieder, wie beim
Bordpersonal eines Flugzeugs usw.. Um die Values Pareto-optimal zu halten, ist in un-
serer Definition die grofle Koalition immer Bestandteil der relevanten Koalitionen. Wir
konnen auf andere Varianten aus Platzgriinden nicht eingehen.

Bemerkung 6.0.2. Wir konnen jede relevante Koalition auch als Hyperkante, bzw. Kno-
ten eines Hypergraphens bei Einerkoalitionen auffassen. So sind wir konform mit Bemer-
kung[{.4.5 und hitten dieses Kapitel auch als Erweiterung von Kapitel[]] bringen kinnen.

Die relevante Koalitionsfunktion kann fiir den f-Weighted-Shapley-Value Sh’, den
f-Weighted-ILS-Shapley-Value Sh7“% und f-Weighted-SLS-Shapley-Value ShLS direkt
verwendet werden. Fiir die relevante Koalitionsfunktion sollen beim Totally- f-Weighted-
Shapley-Value Sh'/ (Def. zur Gewichtung in den Anteilsverhéltnissen nun nicht
mehr alle Teilmengen, die einen Spieler ¢ enthalten, beriicksichtigt werden, sondern nur
diejenigen, die auch in R enthalten sind. Wir d&ndern darum leicht unsere urspriingliche
Definition in eine fiir relevante Koalitionen:

Definition 6.0.3. Fiir alle N C N, eine Funktion f mit f: RY, — R, oder f: R x
Ryy = Ryy,

e alleve G, falls f:R2, — Ry,

o alleve GV, falls f :RxR,, — Ry,
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eine Menge R relevanter Koalitionen mit zugehériger relevanter Koalitionsfunktion v™

nach Definition|6.0.1 und einen Vektor w € RN von Gewichten wy, wy > 0 fir alle T €
R\N, definieren wir fir T € R, T > i, das totale f-gewichtete Anteilsverhdltnis Q p,® ) 1
eines Spielers i € N an einer Diwvidende A,=(T) rekursiv mit folgenden Ausdriicken:

' ZSBS;%TE,R Q (R )5 (1) f (VR(S), ws)
QR w) (1) = Zf’;%% F(0R(S), ws)

fir |T| >1 (6.1)

und

Qfwrwyr(t) =1 fir T = {i}. (6.2)

Dann ist der zu  f(v,w) zugehorige Totally-f- Weighted-Shapley-Value-For-
Relevant- Coalitions Sh'® gegeben durch

SR () = 3" Qpuranr()Au(T) fiir alle i € N. (6.3)

TER, Ti

Bemerkung 6.0.4. Alle Figenschaften aus Abschnitt des Totally-f-Weighted-
Shapley-Values, aufler Bemerkung lassen sich auf den Totally-f- Weighted-Shapley-
Value-For-Relevant-Coalitions tibertragen und analog beweisen.

6.1. Komplexitidtsbetrachtungen fiir relevante Koalitionen

Wir verwenden in diesem Abschnitt die Bezeichnungen [2.0.18]

Satz 6.1.1. Sein € N und v € GN. Ist die Anzahl der relevanten Koalitionen T € R
bzw. T € R (Def. durch ein Polynom k-ten Grades beschrdnkt, liegt die Laufzeit
zur Berechnung aller Dividenden Az (T) bzw. Ay (T) in O(n?F).

Beweis. Fiir den Beweis geben wir einen Algorithmus an:

Algorithmus 6.1.1. Berechne A =
Input: Die relevante Koalitionsfunktion v™® (Def. einer Koalitionsfunktion v.

1: fori=1 to n do

2 Apr({i}) =o({i}) // 1215

3: end for

4: for j =2 to n do // gibt die Koalitionsgrifle vor

5: form =1 to |SF| do // alle Koalitionen aus R der Grofie j
6:

Ar(TR)=o(TR)— Y AJ(S)  //[E1]

SCTR , SeR

N

end for
. end for
- return Ay (T) fir alle T € R,

© %™
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wobes |SJR| die Anzahl aller Koalitionen aus R mit j vielen Spielern und Tj}n die m-te
Koalition aus R mit j vielen Spielern ist.

Beschreibung: Der Algorithmus berechnet zuerst die Dividenden aller Einerkoalitionen
und geht dann sukzessive auf die Dividenden der grofleren Koalitionen aus R iiber.

Komplexitdit: Die Anzahl der Summanden in Zeile 6 ist durch ein Polynom k-ten Grades
beschriinkt und somit gilt ¢(Zs) € O(n*). Die Anzahl der Aufrufe von Zeile 6 durch die
beiden geschachtelten Schleifen, Zeile 4, Zeile 5, ist durch ein Polynom k-ten Grades
beschrénkt. Es folgt

t(Algorithmus =t(F) +t(Fy) =n+ Z t(Fs)

7j=2

Somit ist Algorithmus in O(n) + O(n?*) = O(n?") Zeit ausfiihrbar.
Der Beweis fiir die Dividenden A,z ergibt sich vollig analog. ]

Es gilt
Satz 6.1.2. Jede Level-Structure P € LS enthdlt mazimal 2n—1 Komponenten C € Cp.

Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion iiber n:

Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen.

Induktionsschritt: Gelte jetzt die Aussage fiir n — 1, n > 2. D.h. wir haben eine Level-
Structure mit n — 1 Spielern und es gibt maximal 2(n — 1) — 1 = 2n — 3 Komponenten
(IA). Sei die Anzahl der Komponenten, die die n — 1 Spieler mit einem zusétzlichen
Spieler j bilden, maximal. Nach der Einerkoalition des j gibt es eine zweitkleinste Kom-
ponente C' € Cp, der Spieler j angehort, da die grofie Koalition immer existiert. Scheide
Spieler j wieder aus dem Spiel aus. Dann ist die maximale Anzahl von Komponenten
jetzt hochstens um zwei kleiner wie vorher: Alle vorherigen Komponenten kénnen Kom-
ponenten bleiben, allerdings ohne Spieler j, bis auf die Einerkoalition des j. Die vorherige
zweitkleinste Komponente des j kann ohne den Spieler j schon bei n Spielern eine Kom-
ponente gewesen sein. Somit gibt es bei n Spielern maximal zwei Komponenten mehr als
bei einer maximalen Anzahl von Komponenten bei n — 1 Spielern und aus (IA) folgt die
Behauptung. L]

Wir koénnen jetzt, wenn wir statt der Koalitionsfunktion v die relevante Koalitionsfunktion

v® bzw. vE verwenden, folgende Auszahlungen effizient berechnen:

Satz 6.1.3. Ist die Anzahl der relevanten Koalitionen T € R bzw. T € R (Def.
durch ein Polynom k-ten Grades beschrinkt, liegt die Laufzeit fiir

L ShI(wR) (Def. ) in O(n?),

II. ShR(v) (Def. in O(n?*+1),
1. SKLS(WR P (Def. in O(n?) fiir k =1 und O(n*) fir k > 2,
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1V. ShSES(wR| P) (Def. in O(n?) fiir k =1 und O(n®*) fiir k > 2.

Beweis. 1. Wir geben einen Algorithmus zur Auszahlungsberechnung an:

Algorithmus 6.1.2. Berechne Sh/(v?) (Def.|3.4.1)
Input: Ein TU-Spiel (N,v™), wobei A= gegeben ist.
: for all S € R do

2 sumNenner(S) := Zjesf(vn({j}),wj)
3: end for

4: fori=1 to n do

~

SR () = g SN ) g

S sumNenner(S)

o

D

- end for
return Sh/(vR).

=N

Beschreibung: Vorab werden fiir alle relevanten Koalitionen die Nennersummen fiir Zeile
5 berechnet und anschliefend damit jedem Spieler die Endauszahlung zugewiesen.

Komplexitdt: Die Anzahl der Schleifendurchléufe Zeile 1 und die Anzahl der Summan-
den Zeile 5 ist durch ein Polynom k-ten Grades beschrénkt. Fiir eine Zuweisung Zeile 2
gilt t(Z,) € O(n). Somit gilt t(Fy) € O(n-n*) = O(nF*1) und es folgt:

t(Alg. = U(F) + t(Fy) = t(F1) + n(i(Z5)).

Somit ist Algorithmus in O(n*™) + O(n - n*) = O(n**!) Zeit ausfithrbar. Mit der
Zeit fiir die Dividendenberechnung ergibt sich eine Gesamtlaufzeit fiir ShY von O(n*+1) +
O(n?) = O(n?).

II. Fiir die Berechnung von Sh¥® geben wir einen Algorithmus an:

Algorithmus 6.1.3. Berechne ShY%(v) (Def. [6.0.9)

Input: Ein TU-Spiel (N,v), wobei eine Menge R relevanter Koalitionen mit zugehdoriger
relevanter Koalitionsfunktion v® nach Definition und A,r gegeben ist.
1: fori=1 to n do

2: Qf(UR,w),{i}(i) =1 //
3: for j =2 to n do // gibt die Koalitionsgrifle vor
4 form =1 to |S}(i)| do// alle Koalitionen aus R der Grife j, die i enthalten
5:

ZSgTﬁL(i), Q (vR w),5(1) f (VR(S), ws)

Q vRw), TR (4 (Z) = SES //
F@Rw) TR (i) > scrr o, f(VR(S), ws)
SER
6: end for
7 end for
8:
v,w)R .
Shff( / (U> = Z Qf(vR,w),T(Z)AvR(T) //

TER, T>i

9: end for

10: return Sh'®(v),



Kapitel 6. Relevante Koalitionen 82

wobei |ST(i)| die Anzahl aller Koalitionen aus R mit j vielen Spielern ist, die Spieler
v enthalten und TQ( ) die m-te Koalition aus R mit j vielen Spielern ist, die Spieler i
enthdlt.

Beschreibung: Der Algorithmus berechnet zunéchst sukzessive fiir jeden einzelnen Spie-
ler die Anteilsverhéltnisse von den Dividenden der kleineren Koalitionen aus R zu den
groferen, in denen er enthalten ist und weist dann die Endauszahlung jedem Spieler zu.

Komplexitdt: Die Anzahl der Summanden im Zéahler und im Nenner des Bruchs Zeile 5
ist durch ein Polynom k-ten Grades beschrinkt und somit gilt ¢(Z5) € O(2n*) = O(n*).
Die Anzahl der Aufrufe von Zeile 5 durch die beiden geschachtelten Schleifen, Zeile 3,
Zeile 4, und die Anzahl der Summanden in Zeile 8 ist durch ein Polynom k-ten Grades
beschriinkt. Es folgt #(Zg) € O(n*) und es gilt:

t(Alg. =t(F) =n[l + t(Fs) + t(Zs)]

n 1S/ n 1S/1()
[1+ZZ (Z5) +tZ8]—n+nZZ (Z5) + nt(Zs).
j=2 m=1 j=2 m=1

Somit ist Algorithmus in O(n+nn? +nn*) = O(n?*1) Zeit ausfithrbar. Mit der Zeit
fiir die Dividendenberechnung von O(n?*) ergibt sich eine Gesamtlaufzeit zur Berechnung
von ShR von O(n?*) + O(n*+1) = O(n?**1).

II1. Fiir die Berechnung von Sh/"*¥ geben wir einen Algorithmus an:

Algorithmus 6.1.4. Berechne SK™5(vR, P) (Def. (5.7.1))

Imput: Ein LS-Spiel (N,vE P), wobei AUE gegeben ist.
1: for allT € R do mit |T| # 1

2: ST = {N}

3: for alli €T do

4: ST =N

5: while Sy # {i} do

6: C'ST(Z') = C"(i), C™(i) € Cp mit |C™(1)] = MaXe (j)ecy, |C4(1)]

Ct(1)CST

7: ST = OST(Z)

8: ST = ST U {ST}

9: end while
10: end for
11: for all Sy € Sy do
12: CST = {CST<]) 1] € ST}
13: sumNenner(Sy) 1= ZoeésT F(0R(C),we)
14: end for
15: end for

16: fori=1 to n do
17: forall TeR mitT > do

18: fomay (i) =1
19: St =N

20: while St # {i} do
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21:
R(C ; =
Qe ()= (7=(Csr0). wesy0)
FRw), St sumNenner(St)
o2 Qe (D) = Qe )50 (D) - Qi )2 ()
23: St = CST( )
24: end while
25: end for
26:
Shf B w ILSR R Z Q}%ER =(T)
TeER, T>i
27: end for

28: return ShLS(vR, P).

Der Algorithmus berechnet fiir die Koalitionsfunktion v® den Value aus Definition m,
da die Anteilsverhéltnisse, die in Zuwelsung Zeile 26 {ibergeben werden, gleich denen aus
Definition [5.7.1] fiir die Koalitionsfunktion v® sind:

Fiir jedes T' C N, T' > 1, und alle Sp € Sr existiert ein Level l, 0 <t < h-—1, mit
Cs, (i) = C'(i) und C*(i) # C*1 (i), fiir den

f(UE(C'ST(i))7wc“ST(i)> B f(UE(Ce(i))awcf(iO
ZCECST f(vR(C), wC) B > ctcot+1(i), f(UE(Cé)awcf)

CtNT#0

gilt. Fiir alle anderen Level £ gilt C*(i) = C**1(i) und deshalb ist der Faktor fo;vg’ww(i)
5.64] aus Definition [5.7.1] gleich 1. Somit sind die gewichteten Anteilsverhéltnisse
Q(or () und Qe ) 7(i) aus Definition nd Algorithmus identisch.

Beschrezbung Die fiir jeden Schritt bendtigten Werte werden fiir alle relevanten Koali-
tionen aufler den Einerkoalitionen berechnet, dann werden jedem Spieler in der zweiten
While-Schleife mit diesen Werten die Anteilsverhéltnisse und damit dann die Endauszah-
lung zugewiesen.

Komplexitdt: Die Anzahl der Schleifendurchlaufe Zeile 1 und Zeile 17 und die Anzahl
der Summanden Zeile 26 ist durch ein Polynom k-ten Grades beschréankt. Fiir ein ¢ aus
Zeile 3 gilt fiir die While-Schleife Zeile 5 ¢(W5) € O(n). Nach Satz[6.1.2]enthélt die Menge
Sy aus Zeile 11 weniger als 2n Elemente. Fiir einen Schleifendurchlauf von Schleife Zeile
1 folgt somit:

t =t(Zs) +t(F3)++t(Fi1) < 14+n[t(Zy) +t(Ws)] +2n(n+n) € O(1+n(1+n)+4n?) =
O(n?). Somit folgt t(F}) € O(n*n?) = O(n**2). Fiir jeden Schleifendurchlauf Zeile 17 gilt:

t = t(Zlg) + t(Zlg) + t(WQO) S 1 + 1 + n[ (Zgl) + t(ZQQ) + t(223)j| < c+nc € O(TL)
Somit folgt t(F17) € O(nfn) = O(n**1). Fiir Zuweisung Zeile 26 folgt t(Zy) € O(n*).
Damit gilt

(6.4)

t(Alg.[6.14) = t(Fy) + t(Fig) = t(F1) + n[t(Fi7) + t(Zs)].

Somit ist Algorlthmusn 6.1.4in O(n*2) + O (n(n* +n*) = O(n*+?) Zeit ausfithrbar. Mit
der Zeit fiir die D1V1dendenberechnung ergibt sich eine Gesamtlaufzeit fiir SALS(vE, P)
von O(n*2) + O(n?*) = O(n?) fiir k > 2 und O(n?) fiir k = 1.
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IV. Folgender Algorithmus lésst sich direkt aus Definition [5.7.15] ableiten:

Algorithmus 6.1.5. Berechne ShSY5(vE, P) (Def. 5.7.]5§|)

Input: Ein LS-Spiel (N,vE, P), wobei A,z gegeben ist.
1: for all S € R do mit |S| # 1
2: CS = @

3: for allic S do
4: Cs(i) .= C™(i), C™(i) € Cp mit |C™(i)| = MaXce (e, |C*(4)]
B B B ct)cs
5: Cs:=CgU {Cs(l)}
6: end for
7: sumNenner(S) =3 cce, F(0R(C), we)
8: end for
9: fori=1 to n do
10: for all T e R mit'T >i do
11: QSLS (i) =1
12: =T
13: whzle S # {i} do // Schritt
. SLS N f<UE(OS(i))’wéS(i)>
" O sumNenner(S)
15: Q2 (1) = Q3R 5(1) - QFl oy (1)
16: S = CS( )
17: end while
18: end for
19:
Shlf(vﬂ,w)SLS Z Q?Lv% (T)
TeR, T
20: end for

21: return Sh/SLS(vE, P),

Beschreibung: Die fiir jeden Schritt benotigten Werte werden fiir alle relevanten Koali-
tionen aufler den Einerkoalitionen berechnet, dann werden jedem Spieler in der While-
Schleife mit diesen Werten die Anteilsverhéltnisse und damit dann die Endauszahlung
zugewiesen.

Komplexitit: Die Anzahl der Schleifendurchldufe Zeile 1 und Zeile 10 und die Anzahl
der Summanden Zeile 19 ist durch ein Polynom k-ten Grades beschriankt. Fiir einen
Schleifendurchlauf von Schleife Zeile 1 gilt:

t=1(Zs) + t(F3) + t(Z7) < 1+n(t(Zs) +t(Zs)) +n<1+nn—1+1)+n € On?).
Somit folgt ¢(Fy) € O(n*n?) = O(nk*+2).

Fiir jeden Schleifendurchlauf von Schleife Zeile 10 gilt:

t = t(ZH) + t(Zlg) + t(ng) S 1+1+ n[t(ZM) + t(Z15) + t(216)} S c+nc € O(n)
Somit folgt t(Fig) € O(nfn) = O(nk+1).

Fiir Zuweisung Zeile 19 folgt t(Z19) € O(n¥). Damit gilt

t(Alg. = 1(F)) + t(Fy) = t(F)) + n[t(Fio) + t(Z1)].
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Somit ist Algorithmus in O(n**2) + O(n(n**! + n¥) = O(n**?) Zeit ausfithrbar.
Mit der Zeit fiir die Dividendenberechnung ergibt sich eine Gesamtlaufzeit fiir Sh**% von
O(nf*2) + O(n?) = O(n?) fiir k > 2 und O(n®) fiir k = 1. O

Bemerkung 6.1.4. Aus Satz[6.1.3 folgt, dass mit Algorithmus|6.1.]] auch eine effiziente
Berechnung des Nested-Partitions-Shapley- Values und des Level-Structure- Values madglich
ist, wenn der Grad der Level-Structure nicht begrenzt, dafiir aber die Anzahl der relevanten
Koalitionen durch ein Polynom k-ten Grades beschrinkt ist.

Satz 6.1.5. Ist der Grad d einer Level-Structure P = (P°, ..., P") € LSY begrenzt, ist die
Anzahl der Elemente der Menge R aus Bemerkung durch ein Polynom 1. Grades
beschrdnkt.

Beweis. Sei d begrenzt. Nach Satz gibt es maximal 2n — 1 Komponenten C' € Cp.
Jede Komponente C’g € P, 1 < (¢ < h, enthilt maximal d Komponenten C‘~1 C C’g,
C~1 e P~ Aus d Komponenten C*~! lassen sich 2% — 1 verschiedene Koalitionen T
zusammensetzen. Jede Koalition 7' bildet mit maximal d — 1 Komponenten C* # Cf,
die Teilmengen der Komponente C/™! sind, die T enthélt, hochstens 2¢ — 1 Koalitionen
S. Insgesamt gibt es somit fiir jede Komponente C§ hochstens (24 — 1)(2¢ — 1) < 2%
zugehorige Koalitionen S. Die zu allen Komponenten C' € Cp zugehorigen Koalitionen

S sind genau die relevanten Koalitionen der Menge RNF aus%emerkung 5.3.1} Es folgt
IRNF| < (2n — 1) - 2%, [

Wir kénnen somit mit den obigen Algorithmen den Nested-Partitions-Shapley-Value in
O(n?) Zeit berechnen. Die Laufzeit kann aber noch verbessert werden, wenn wir die spezi-
elle Struktur der Nested-Partitions auch bei der Konstruktion des Algorithmus beriicksich-
tigen. Dazu geben wir beispielhaft einen Algorithmus fiir den f-Weighted-ALS-Shapley-
Value an und formulieren zuvor:

Satz 6.1.6. Ist der Grad d einer Level-Structure P = (P°, ..., P") € LS™ begrenzt und
jeder Level einer niedrigeren Stufe echt feiner als der einer hoheren, ist der f-Weighted-
ALS-Shapley-Value Sh™*S aus Definition falls f in konstanter Zeit berechenbar
ist, und damit auch der Nested-Partitions-Shapley-Value ShNY fiir die relevante Koali-
tionsfunktion v'*' aus Definition mit der Menge RNT relevanter Koalitionen aus
Bemerkung in O(n?) Zeit zu berechnen.

Beweis. Zu beachten ist, dass wir nur mehr einen Vektor w € RI®" VN von Gewichten
wy, wy > 0 fiir alle T € R\ N benétigen. Wir formulieren einen Algorithmus:

Algorithmus 6.1.6. Berechne SWA"S(v™F| P) (Def.|5.7.8)

Input: Ein LS-Spiel (N,v™F, P), wobei A e gegeben ist und jeder Level echt feiner ist
als der folgende.
1: for all C' € P! do
T :={T: T=Ugepo S, P°C P, T CC"}
for all T € TC" do
Ch:={CL Ch:=T falls |T| =1 und Ch:=CeP° CCT, sonst}
sumNenner(T) := Z(Z’%eé; fF(M(CF), w@%)
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6: end for

7: end for

8: for /=2 to h do

9: for all C* ¢ P* do

10: TC = {T : FallsT # C'git T ¢ P"', T = Useper S, P C
Pt mit T C C%

11: T = {T: T =T US, T = Upeper O, P C Pl mit T C
(COCEY), Cit ot Ot e P, S C O, S =Upepee R, P2 C P2

12: T¢ =T UTL

13: for all T € T do

14: Ct:={CL| CL .=t e P71, CV C T falls T # C°, sonst gilt Cb =
T.}

15: sumNenner(T) := ZO%E% F(NP(CL), wéé)

16: end for

17: for all T € T do

18: Ch = {CL] C% = C firalleC™t € T, CFY e P ound CY =
S, wobei T'=T"U S aus Zuweisung Zeile 11 ist.}

19: sumNenner(T) = e cet F(NP(CL), 'lUé%)

20: end for

21: end for

22: end for

25: fori=1 to n do

4 Q?ﬁ%){}( 0)=1

25: end for

26: for{ =1 to h do

27: for all C* € P* mit |C*| > |C* Y| wenn C*'C C* do

28: for all T € T do
29: for allieT do
30: B
ALS f(UNP(C:?(i))’wO%(“) ALS ,

Qf NP 1 ( ) = sumNenner(T) : Qf(,UNPﬂU)’ *%@(Z)
31: end for
32: end for
33: end for
34: end for
35: fori=1 to n do
36:

Sh{ALS(’UNP,B) — Z QALS ,T(i)AUNP(T)
TeRNP, Ti

37: end for

38: return ShALS(vNP P),
wobei mit é’%(z), dasjenige é’% € C~§~ gemeint ist, das den Spieler i enthdlt.

Der Algorithmus berechnet fiir die Koalitionsfunktion v¥* aus Definition den Value
aus Definition [5.7.8| da die Anteilsverhéltnisse, die in Zuweisung Zeile 36 iibergeben wer-
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den, gleich denen aus Definition sind. Denn fiir alle T € T¢", 1 <m < h, T > 1,
gilt C7(i) aus dem Algorithmus ist gleich C7" (i) aus Definition |5.7.8, damit entspricht

?(f)%p’w)j(i) aus Algorithmus |6.1.6{ dem Produkt der Q?(Z’UNP,w),T(i) von £ =0 bism —1

in Definition [5.7.8 und alle Q‘}‘(v Np7w)7T(Z.) eines hoheren Levels ¢ sind fiir diese 1" gleich 1.
Beschreibung: Zuerst werden fiir jede Komponente die benétigten Werte von Koalitio-
nen, die sich der Komponente zurechnen lassen, und damit sukzessive vom kleinsten zum
grofiten Level die gewichteten Anteile an den Dividenden der relevanten Koalitionen einer
Nested-Partitions berechnet. Damit erhélt schliellich jeder Spieler seine Auszahlung..

Komplexitit: Sei der Grad d von P begrenzt. Nach dem Beweis von Satz [6.1.5] gibt es
fiir jede der maximal 2n — 1 Komponenten C' € Cp jeweils weniger als 22¢ zurechenbare
Koalitionen S und es gilt |[RYF| < (2n — 1) - 224, Zuweisung Zeile 30 erfordert konstante
Zeit. Somit gilt fir Schleife Zeile 29 t(Fy9) = O(n). Ein Schleifendurchlauf Zeile 27 ist
somit in O(n22¢) Zeit moglich und fiir Schleife Zeile 26 gilt deshalb t(Fhs) = O(n-n22?) =
O(n?).

Zuweisung Zeile 10 erfordert O(2%), Zuweisung Zeile 11 O(2% - 2%) = O(2%¢), Zuweisung
Zeile 12 O(1), Zuweisung Zeile 14, 15, 18 und 19 O(d) Zeit. Somit gilt fiir Schleife Zeile
13 t(F13) = O(2d2%) und fiir Schleife Zeile 17 t(Fy7) = O(2d2?¢) und fiir Schleife Zeile 8
ergibt sich t(Fy) < nt(Fy) = O(n?(24 + 2** 4+ 1 4 2d27 + 2d22%)) = O(n?). Es folgt

t(Alg. = t(F1) + t(Fg) + t(Fa3) + t(Fas) + t(F35)
< (n—1)(t(Zs) 4+ t(F3)) + t(Fs) 4+ nt(Zos) + t(Foe) + nt(Zsg)
< (n—=1)(2"+2%d + d)) + t(Fs) + n + t(Fae) + nt(Zss).

Somit ist Algorithmus in O((n—1)+n*+n+n*+n-n) =0(n?) Zeit ausfithrbar
und es ergibt sich einschlieBlich Dividendenberechnung eine Gesamtlaufzeit von O(n?). (]



Kapitel 7
Ausblick

Die vorgestellte Arbeit bietet eine Reihe von Ankniipfungspunkten fiir weitere Forschungs-
aktivitaten:

Das Kapitel iiber Graphen und Hypergraphen wurde sehr knapp gehalten. Hier
bietet sich z.B. an, zu untersuchen, ob eine Verallgemeinerung der Axiomatisierung,
analog zu unserer aus Kapitel 3, von der des Shapley-Values, mit Pareto-Effizienz und
Balanced-Contributions-Axiom, auf die fiir die f-Weighted- bzw. Totally-f-Weighted-
Shapley-Values, von der des Myerson-Values aus [Slikker 2001], mit Komponenten-
Effizienz-Axiom und dem dortigen Balanced-Contributions-Axiom, auf die in Kapitel 4
gebrachten Values iibertragbar ist.

Offen ist auch, zu zeigen, dass das in der Charakterisierung des Proportional- CS-Values
[.5.5] verwendete Preservation-Of-Ratios-For-Groups-Axiom, fiir eine Level-Structure mit
h = 2, dquivalent zu den beiden in [Huettner 2015] benutzten Axiomen Intermediate-
Game-Property und Internal-Preservation-Of-Ratios-Property ist.

In der Definition der relevanten Koalitionen konnte das Gebot, dass die groie Ko-
alition eine relevante Koalition sein muss, gestrichen bzw. durch alternative Forderungen
ersetzt werden. Entsprechend ergeben sich andere Effizienz-Eigenschaften der Values, die
zu untersuchen wéren.

Abschlieflend sei noch eine Endogenisierung der Koalitionsbildung mithilfe von rele-
vanten Koalitionen genannt, wobei wir hier das Gebiet der kooperativen mit der nichtko-
operativen Spieltheorie verkniipfen. Wir denken z. B. an Modelle, in denen den Spielern
etwa nur eine gewisse Anzahl von, fiir ihre Auszahlung sich giinstig auswirkenden, re-
levanten Koalitionen zugeteilt werden sollen oder die Spieler selbst eine gewisse Anzahl
von Koalitionen, an denen sie teilnehmen wollen, vorschlagen kénnen. Wenn alle anderen
Spieler einer solchen Koalition diese Koalition selbst in ihrem eigenen Vorschlag besitzen,
wird diese Koalition in die Menge der relevanten Koalitionen aufgenommen. Neu an die-
sem Ansatz ist, dass, wenn die Anzahl der Vorschldge durch ein Polynom k-ten Grades
begrenzt ist, eine effiziente Auszahlungsberechnung moglich ist.
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