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Einleitung

Die Rummelsdorfer Strassenbahn AG hat den Werbetexter Charly mit ihrer neuen Werbe-
strategie beauftragt. Zwischen zwei beliebigen Haltestellen des Strassenbahnnetzes soll es
jeweils einen Weg geben, sodass an den Zwischenstopps unterschiedliche Texte die Stras-
senbahn bewerben.

Charly ist etwas iiberfordert. Er ist zurzeit nicht sehr kreativ und das Rummelsdorfer
Strassenbahnnetz hat immerhin elf Haltestellen. Am Abend klagt er seiner Freundin Dolly
sein Leid. Sie ist Mathematik-Studentin und schlégt ihm vor, das Strassenbahnnetz doch
mal als Graphen aufzuzeichnen. Fiir jede Haltestelle soll er einen kleinen Kreis zeichnen,
den man Knoten nennt. Sind zwei Haltestellen ohne Zwischenhalt miteinander verbunden,
soll Charly die Knoten mit einer Linie verbinden, einer sogenannten Kante. Charly fertigt
diese Zeichnung an:

Belloyue Tankstelle

Musewm

Jagdhaus

Sehloss

. Eahnhof

Dolly holt ihre Farbstifte hervor und fordert Charly nun auf, die Knoten so zu firben,
dass es jeweils zwischen zwei Knoten einen Weg gibt, dessen innere Knoten unterschiedlich
gefiarbt sind. Charly findet die Aufgabe ziemlich knifflig. Aber schliesslich présentiert er
Dolly das Ergebnis. Er hat insgesamt drei Farben gebraucht. Und den Zusammenhang hat
er selbst herausgefunden: Er muss nun nur drei Texte kreieren, nédmlich fiir jede Farbe

einen, um den Auftrag ausfithren zu kénnen.

Fiir das Aufhingen der Plakate hat die Rummelsdorfer Strassenbahn AG die pflicht-
bewusste Alice und den aufmiipfigen Bob engagiert. Damit die Plakate nicht zerknittert
werden, konnen sich die beiden bei der Hauptstelle der Rummelsdorfer Strassenbahn AG
jeweils ein Plakat aussuchen und an einer beliebigen Haltestelle aufhéngen. Da nur ein
Kleister-Set vorhanden ist, miissen sie sich aber abwechseln. Von Alice weiss Charly, dass



sie versuchen wird, die Wiinsche des Auftraggebers zu erfiillen. Bob ist aber bekannt dafiir,
dass er dies moglichst verhindern wird. Um sicherzugehen, dass Alice die Moglichkeit hat,
die Plakate auftragsgeméss aufzuhédngen, muss Charly doch noch einige Texte mehr erfin-
den... Oder hat Alice vielleicht beim besten Willen gar keine Chance, mit Bob den Auftrag
ordentlich auszufiihren?

Ob Alice dies gelingt und wenn ja, wieviele unterschiedliche Plakate mindestens vorhan-
den sein miissen, konnen wir nach den Untersuchungen in dieser Arbeit beantworten. Die
Losung verraten wir im Anhang A.2.



Zu dieser Arbeit

Sind in zusammenhéngenden Graphen je zwei Knoten durch einen Weg verbunden, dessen
innere Knoten alle verschieden gefirbt sind, so ist der Graph rainbow-knotengeféirbt. Die
Rainbow-Knotenfirbung wurde als ,,Knoten-Version“ zur Rainbow-Kantenfarbung durch
Krivelevich und Yuster in The rainbow connection of a graph is (at most) reciprocal to its
minimum degree three [10] entwickelt. Letztere wurde von Chartrand, Johns, McKeon und
Zhang im Jahre 2006 eingefiihrt (siehe Rainbow connection in graphs, [5]).

In dieser Arbeit geht es um die spieltheoretische Betrachtung der Rainbow-Knotenfarbung.
Die spieltheoretische Untersuchung von Graphenfarbungen wurde 1989 durch Bodlaender
im Artikel On the complezity of some coloring games [1] erstmals dargestellt. Zwei Spieler
farben abwechselnd die Knoten eines Graphen, wobei benachbarte Knoten nicht gleich
gefirbt werden diirfen. Einer der Spieler (der Maker) versucht, den gesamten Graphen
giiltig zu farben, wihrend der andere Spieler (der Breaker) Knoten so firbt, dass dies dem
Maker mit den zur Verfiigung stehenden Farben nicht gelingt. Gesucht wird die kleinste
Anzahl Farben, mit der der Maker eine Strategie hat, alle Knoten des Graphen auf jeden
Fall giiltig zu farben. Der spieltheoretische Ansatz untersucht demnach den Worst Case.
Manchmal macht es einen Unterschied, ob Alice oder Bob beginnt.

Es wurden seither viele Varianten des Graphenfirbungsspiels untersucht (siehe
http://www.fernuni-hagen.de/MATHEMATIK/DMO/graphcolor.html). Die Rainbow-
Knotenfiarbung als Farbungsziel scheint bisher nicht untersucht worden zu sein. Die Idee
hatten Dr. Dominique Andres und Dr. Britta Peis, im Anschluss an einen Vortrag von
Prof. Dr. Ingo Schiermeyer zum Thema Rainbow-Verbindung. Hier diirfen benachbarte
Knoten die gleiche Farbe erhalten. Das Ziel des Makers ist es, dass es im gefdrbten Graphen
zwischen je zwei Knoten einen Weg gibt, dessen innere Knoten unterschiedlich gefarbt
sind. Der Breaker hingegen will erreichen, dass zwei Knoten nur durch Wege verbunden
sind, auf denen mindestens zwei innere Knoten gleich geférbt sind.

Im ersten Kapitel werden die notwendigen Definitionen und Séitze zur Graphentheorie und
zur Rainbow-Knotenverbindung eingefiihrt. Im zweiten Kapitel, dem Hauptteil dieser Ar-
beit, wenden wir uns dem Spiel zu. Das Rainbow-Verbindungsspiel wird im Kapitel 2.1
definiert und im Kapitel 2.3 werden erste Aussagen gemacht. Im Kapitel 2.4 folgen hin-
reichende Bedingungen an den Graphen, dass der Breaker (Bob) gewinnt. Der Beweis des
entsprechenden Satzes ist konstruktiv und zeigt eine Gewinnstrategie fiir Bob. Im Kapi-
tel 2.5 werden einige stark strukturierte Graphen auf ihre Rainbowspielverbindungszahl
untersucht. Die Rainbowspielverbindungszahl sagt aus, wieviele Farben mindestens zur
Verfiigung stehen miissen, damit der Maker (Alice) seine Gewinnstrategie ausspielen kann.
Wir werden sehen, dass Alice auf den untersuchten Graphen sehr oft auch mit unendlich
vielen Farben keine Chance hat zu gewinnen.



1. Grundlagen

1.1. Graphentheorie

In diesem Kapitel stellen wir die in dieser Arbeit benétigten Definitionen und Sétze aus
der Graphentheorie bereit. Sie sind grosstenteils den Biichern [9], [13] und [14] entnommen.

1.1.1. Grundbegriffe der Graphentheorie

Ein ungerichteter, schlichter Graph G = (V, E) besteht aus den disjunkten Mengen
V und E, wobei E eine Teilmenge von (‘2/) ist. Ist die Menge V' endlich, so sprechen wir
von einem endlichen Graphen. Die Elemente von V' heissen Knoten. Eine Kante e ist
genau dann Element von F, wenn sie zwei Endknoten v und w aus V verbindet, wenn
also e = {v,w} gilt. Die beiden Endknoten heissen dann benachbart oder adjazent in

G. Die Kante e heisst inzident zu v und w.
In dieser Arbeit betrachten wir nur endliche Graphen.

Sei G = (V,E) ein Graph. Unter einem vi-vp-Weg in G verstehen wir eine Folge
V1, €1, V2, €9, V3, ..., Vk_1, €k—1, U von Knoten und Kanten des Graphen GG, sodass die Kante
e; firi =1,...,k — 1 jeweils die Endknoten v; und v; 41 besitzt und jeder Knoten hochstens
einmal auftritt. Wir sagen auch, der Weg verbindet die Knoten v; und vg. Die Linge
des Weges ist die Anzahl der Kanten dieser Folge. Oft bezeichnen wir den Weg durch die
natiirliche Abfolge seiner Knoten und schreiben P = vyvs...v.

Der Abstand zwischen zwei Knoten v und w im Graphen G ist die Lénge des kiirzesten
v-w-Weges. Wir bezeichnen ihn mit dg (v, w). Der Durchmesser von G ist definiert als
diam(G) := max{dg(v,w) | v,w € V}.

Der Graph G' = (V', E’) heisst Untergraph von G = (V, E), wenn fiir die Knoten- und
Kantenmengen V' C V und E’ C E gilt. Enthélt G’ alle Kanten, die in G zwei Knoten aus
V' verbinden, so heisst G’ induzierter Untergraph von G.

Der Graph K, = (V, E) mit n Knoten, die alle paarweise durch Kanten verbunden sind,
heisst vollsténdiger Graph.

Ein Graph G = (V, FE) heisst bipartit, wenn eine Partition von V in zwei Mengen A
und B existiert, sodass die beiden Endknoten jeder Kante von G in verschiedenen Mengen
liegen. Sind alle Knoten aus A mit allen Knoten aus B durch eine Kante verbunden, ist G
vollstéindig bipartit. Wir bezeichnen G' dann mit K, ,,, wobei m = |A| und n = | B gilt.

Ein Kreis mit n Knoten ist definiert als C,, := {v1, 1, v2, ..., Up, €, Un+1 = v1}, wobei fiir
die Kanten e; = {v;, v;+1} gilt. Mit Ausnahme von v; kommt kein Knoten doppelt vor.



Ein Graph B = (V,E) heisst Baum, wenn er zusammenhéngend ist und keine Kreise
enthélt. Zwischen zwei Knoten enthélt B genau einen Weg (siche [9], Satz 0.5.1).

Sei G = (V, E) ein Graph. Ein Baum B C G heisst aufspannender Baum von G, wenn
er dieselbe Knotenmenge V' wie GG besitzt.

Sei G = (V, E) ein Graph. Der Knotengrad d(v) entspricht der Anzahl inzidenter Kanten
zu v. Der Minimalgrad von G ist §(G) := min{d(v) | v € V}. A(G) := max{d(v) | v € V'}
heisst der Maximalgrad von G. Ein Knoten mit d(v) = 0 heisst isoliert. Einen Knoten
mit d(v) = 1 nennt man Randknoten oder Blatt von G.

1.1.2. Zusammenhang und Trennung in Graphen

Da der Zusammenhang und vor allem die Trennung in Graphen wichtige Punkte im Haupt-
teil sind, erhalten sie ein eigenes Unterkapitel.

Ein Graph G = (V, E) heisst zusammenhingend, wenn zwischen je zwei Knoten v und
w ein Weg existiert. Die maximalen zusammenhéngenden Untergraphen von G sind seine
Komponenten.

Sei G = (V, E) ein Graph. Das Entfernen eines Knotens v € V erzeugt aus G einen
neuen Graphen G — v. Das Entfernen eines Knotens v schliesst das gleichzeitige Entfernen
aller zu v inzidenten Kanten des Graphen ein. Ist T' C V eine beliebige Knotenteilmenge, so
sei G —T der Graph, der durch Entfernen aller Knoten aus 7" aus dem Graphen hervorgeht.

Sei G = (V, E) ein zusammenhéngender Graph. Eine Knotenteilmenge 7" C V' heisst eine
trennende Knotenmenge, wenn G — 7T nicht zusammenhéngend ist. Es gibt dann ver-
schiedene Knoten ¢, s € V, die im Graphen G —T nicht in derselben Komponente liegen. Es
gibt in G —T also auch keinen Weg zwischen ¢ und s. Wenn T eine (g-s-)trennende Knoten-
menge von G ist, so ist auch jede Knotenmenge U 2O T mit ¢q,s ¢ U eine (g-s-)trennende
Knotenmenge. T" von G ist minimal, wenn keine echte Teilmenge von T ebenfalls eine
trennende Knotenmenge von G ist.

Sei G = (V, E) ein zusammenhéngender Graph. Sei T' eine trennende Knotenmenge in G
und U C V eine beliebige Knotenmenge. Wir sagen die Knotenmenge 7' trennt die
Knotenmenge U, wenn die Knoten aus U in G — T nicht alle in derselben Komponente
liegen.

Satz 1.1.1 (Menger)
Sei G = (V, E) ein Graph und q,s € V. Die kleinste Mdchtigkeit einer q von s trennenden
Knotenmenge ist gleich der grissten Mdchtigkeit einer Menge knotendisjunkter q-s- Wege

mn G.



Beweis. In [9], Kapitel 2.3, werden drei Beweise zum Satz von Menger vorgestellt. ]

Ein Graph G heisst k-zusammenhingend, wenn G mehr als k& Knoten besitzt
und jeder Graph, der durch Entfernen von hochstens & — 1 Knoten aus G hervor-
geht, zusammenhéngend ist. Offensichtlich ist ein k-zusammenhéngender Graph auch [-
zusammenhéngend fiir jedes [ < k.

Ein nichtleerer Graph G = (V| E) besitzt die Knotenzusammenhangszahl &, wenn
G k-zusammenhéngend, jedoch nicht (k + 1)-zusammenhéngend ist. Wir bezeichnen im
Folgenden die Knotenzusammenhangszahl eines Graphen G stets mit (G).

Es ist £(G) = 0 genau dann, wenn G nicht zusammenhéngend oder ein K ist. Ein Baum
mit mindestens zwei Knoten besitzt die Knotenzusammenhangszahl 1. Ein Kreis der Lénge
3 oder grosser besitzt die Knotenzusammenhangszahl 2. Fiir den vollstéandigen Graphen
K, gilt k(K,)=n—1, fur alle n > 1.

Beispiel 1.1.2

Der Graph im Beispiel 1.1.2 ist 1-knotenzusammenhéngend, die Graphen G —vs und G —vs5
sind nicht zusammenhéngend. Trennende Knotenmengen sind unter anderem auch {vs, v7},
{v4, v7} oder {vg, v7}.

Es folgt eine globale Version vom Satz von Menger (1.1.1).

Satz 1.1.3
Ein Graph G = (V,E) ist genau dann k-knotenzusammenhingend, wenn je zwei seiner
Knoten v und w durch k knotendisjunkte v-w-Wege miteinander verbunden sind.

Beweis. Siehe [9], Seite 76. O

1.1.3. Graphenfarbung

Eine Knotenfirbung eines Graphen G = (V, E) ist eine Abbildung ¢: V' — {1, ...,r}, die
jedem Knoten v € V' eine Farbe aus {1, ..., 7} zuordnet.



Eine Kantenfirbung eines Graphen G = (V| F) ist eine Abbildung ¢ : E — {1, ...,r}, die
jeder Kante e € E eine Farbe aus {1, ..., 7} zuordnet.

Zusétzlich kann verlangt werden, dass bei der Knotenfiarbung c(v) # c(w) fiir zwei adjazente
Knoten v, w € V gelten soll, beziehungsweise c(e) # ¢(f) fiir zwei adjazente Kanten e, f € E
bei der Kantenfirbung. Diese Farbungsvorschrift geht zuriick auf die Frage, wieviele Farben
man braucht, um eine Landkarte so zu fiarben, dass zwei benachbarte Linder nicht die
gleiche Farbe haben (siehe auch [9], Kapitel 4).

In dieser Arbeit diirfen benachbarte Knoten aber gleich gefirbt sein.

1.2. Rainbow-Knotenverbindung

Rainbow-Knotenverbindung ist eine recht neue Vorschrift, wie Graphen gefirbt werden
konnen und zugleich eine Art Verschirfung des Zusammenhangs: Ein Graph ist zusam-
menhéngend, wenn es zwischen jeweils zwei Knoten einen Weg gibt. Hier soll es zwischen
je zwei Knoten einen Weg geben, dessen innere Knoten alle mit unterschiedlichen Farben
gefirbt sind.

1.2.1. Definitionen

Sei G = (V, E) ein zusammenhingender Graph, auf dem fiir eine natiirliche Zahl r eine
Knotenférbung ¢ : V' — {1,...,7} definiert ist, wobei benachbarte Knoten mit der gleichen
Farbe geféirbt sein diirfen. Zwei Knoten v, w € V sind rainbow-knotenverbunden, wenn
ein v-w-Weg in G existiert, dessen innere Knoten alle unterschiedlich gefarbt sind. Die
Farbung der beiden Randknoten v und w spielt dabei keine Rolle.

Gibt es fiir eine natiirliche Zahl r eine Knotenfirbung ¢ : V' — {1,...,r} auf G, sodass alle
v,w € V rainbow-knotenverbunden sind, so nennt man ¢ eine Rainbow-Knotenfirbung.
Wir sagen dann auch G ist rainbow-knotengefirbt.

Die kleinste natiirliche Zahl r, die eine Rainbow-Knotenfiarbung ¢ : V' — {1, ...,r} erlaubt,
wird Rainbow-Knotenverbindungszahl genannt und mit rvc(G) bezeichnet. Fiir den
vollstdndigen Graphen K, definieren wir zusétzlich rvc(K,,) := 0.

1.2.2. Ubersicht

Li und Sun haben in ihrem Buch Rainbow Connections of Graphs [12] einen Uberblick
iiber bisherige Resultate zusammengestellt (Stand 2012). Die Rainbow-Knotenverbindung
wurde von Krivelevich und Yuster in [10] entwickelt, als analoges Konzept zur 2006 durch
Chartrand, Johns, McKeon und Zhang in [5] eingefiihrten Rainbow-Verbindung. Dort



ist ein kantengefarbter Graph rainbow-verbunden, wenn fiir je zwei Knoten v,w € V
ein v-w-Weg existiert, dessen Kanten alle unterschiedlich gefirbt sind. Die kleinste Anzahl
benotigter Farben r fiir eine giiltige Rainbow-Kantenfirbung ¢ : F — {1,...,r} heisst
Rainbow-Verbindungszahl r¢(G) von G.

Die Rainbow-Verbindung wurde von Chartrand et al. entwickelt, um den Informations-
austausch zwischen verschiedenen Nachrichtendiensten und Regierungsstellen der USA zu
verbessern und die Sicherheit zu gewéhrleisten. Der Untersuchungsbericht zu den Terroran-
schldgen vom 11. September 2001 [1] ergab unter anderem gravierende M#ngel beim Infor-
mationsaustausch (siehe Kapitel 11.4). Jeder Nachrichtendienst und jede Behorde hatte nur
Zugang zur eigenen Datenbank. Welche Informationen anderen Diensten zukommen sollten,
war Ermessensfrage. Die Kommission schlégt in Kapitel 13.3 eine horizontale Verteilung
der Informationen iiber neue Netzwerke vor, die iiber die individuellen Agenturen hinaus-
gehen. Die einzelnen Dienste hiitten weiterhin eigene Datenbanken, diese wéren aber von
anderen Agenturen durchsuchbar. Die Informationen miissen aber nach wie vor geschiitzt
werden, was iiber das Netzwerk-Design geschehen soll.

Und zwar sollen die Informationswege zwischen bestimmten Agenturen festgelegt wer-
den, wobei allenfalls Vermittleragenturen zwischengeschaltet werden. Dies erfordert eine
geniigend grosse Anzahl unterschiedlicher Passworter und Firewalls, die vor Eindringlingen
schiitzen. Andererseits mochte man diese Zahl moglichst klein halten. Werden die Kom-
munikationswege zwischen den verschiedenen Dienststellen mit einem Graphen modelliert,
so entspricht die Rainbow-Verbindungszahl der minimal erforderlichen Anzahl der unter-
schiedlichen Passworter, sodass je zwei Dienststellen Informationen austauschen kénnen,
ohne dass ein Passwort auf dem Weg zweimal verwendet wird (siehe [12], Kapitel 1.2).

In [10] zeigen Krivelevich und Yuster, dass nicht von rc¢(G) auf rve(G) oder umgekehrt
geschlossen werden kann. rvc(G) kann viel kleiner sein als r¢(G), wie beispielsweise im
vollstédndig bipartiten Graphen K ,. Dort ist rve(K ) = 1, wihrend rc(K;,) = n gilt.
Umgekehrt kann rve(G) grosser sein als r¢(G). Um dies zu zeigen, konstruieren sie folgenden
Graphen: Man nehme n > 5 knotendisjunkte Dreiecke K3 und zeichne je einen Knoten
in jedem K3 aus. Diese n Knoten werden durch einen vollstindigen Graphen K, alle
miteinander verbunden. Damit erh&lt man n Schnittknoten, die unterschiedlich gefarbt
werden miissen. Es gilt daher rve(G) > n. (Tatséchlich ist rve(G) = n.) Demgegeniiber ist
rc(G) = 4, wenn alle Kanten des K, mit der Farbe 1 geférbt werden und die jeweils drei
Kanten in jedem K3 mit den Farben 2,3,4. Fiir n > 4 ist dann rvc(G) > re(G).

Proposition 1.2.1
Sei G = (V, E) ein zusammenhdngender Graph mit n Knoten. Dann gilt:

(i) rve(G) > diam(G) — 1, wobei Gleichheit gilt fir diam(G) = 1, 2.



(ii) rve(G) <n—2 fir alle G mit n > 3.

Beweis.

(i) Sei diam(G) = 0. Es handelt sich bei G um den (vollstdndigen) Graphen K. Nach
Definition ist rvc(K7) = 0 und damit rve(G) > diam(G) — 1.

Sei diam(G) = 1. Dann handelt es sich um den vollstdndigen Graphen K, fiir den
wir rve(K,) = 0 definiert haben. Demnach ist rve(G) = diam(G) — 1.

Sei diam(G) = 2. Fiir alle Knoten v,w € V fiihrt der kiirzeste v-w-Weg hochstens
iiber einen inneren Knoten. Auch wenn alle Knoten in G mit derselben Farbe gefarbt
sind, ist der Graph rainbow-knotengefirbt. Es reicht also bereits eine Farbe, womit
rve(G) = diam(G) — 1 gilt.

Sei diam(G) > 3. Sei P ein Weg in G mit der Linge diam(G). Auf diesem Weg miissen
wir die diam(G) — 1 inneren Knoten unterschiedlich firben. Dafiir miissen uns aber
mindestens diam(G) — 1 Farben zur Verfligung stehen, also rve(G) > diam(G) — 1.

(ii) Jeder zusammenhdngende Graph G hat einen aufspannenden Baum. In diesem Baum
existiert genau ein Weg zwischen jeweils zwei Knoten. Der Baum hat mindestens zwei
Knoten v, w € V mit d(v) = d(w) = 1. Die Férbung dieser Knoten spielt keine Rolle,
da sie nur als Randknoten auf dem v-w-Weg auftauchen. Daher braucht es héchstens
n — 2 Farben fiir eine giiltige Rainbow-Knotenfarbung auf dem Graphen G.

O]

Satz 1.2.2
Sei G = (V,E) ein zusammenhingender Graph mit mindestens zwei Knoten, dann gilt

rve(G) < 11n/6(G).
Beweis. Siehe [10], Abschnitt 3. O

In ihrer Arbeit On the rainbow vertex-connection [11] zeigen Li und Shi die folgenden
oberen Schranken fiir rvc(G).

Satz 1.2.3
Sei G = (V, E) ein zusammenhingender Graph mit n > 2 Knoten und dem Minimalgrad
§:=0(G), so ist

(i) rve(G) <3n/(0+1)+5 fir 6 > vn—1—1 und n > 290
(ii) rve(G) <4n/(0 +1)+5 fir 16 <6 <y/n—1-2

3log (834262 +3)—3(log3—1)

(i1i) rvc(G) <4n/(d 4+ 1)+ C(0) fir 6 < < 15, wobei C(0) = e 5-3 -2




(iv) rve(G) <n/2—2 fird=>5
(v) Tve(G) < 3n/5 —8/5 fird =4
(vi) rve(G) < 3n/4—2 fird=3

Beweis. Siehe [11], Abschnitt 2. O

Weitere interessante Schranken beweisen Chen, Li und Liu im Artikel [6].

Der Komplementirgraph G = (V, E) eines schlichten Graphen G = (V, E) besitzt die-
selbe Knotenmenge V wie der Ausgangsgraph. Jedoch sind in G zwei verschiedene Knoten

genau dann adjazent, wenn sie in GG nicht adjazent sind.

Satz 1.2.4
Sei G ein zusammenhingender Graph mit n > 5 Knoten. Wenn G zusammenhingend ist,

dann gilt 2 < rve(G) + rve(G) < n — 1.
Beweis. Siehe [0]. O

Chen, Li und Shi untersuchen in ihrer Arbeit [7] die Komplexitdt der Rainbow-
Knotenfarbung. Sie zeigen, dass die Entscheidungsprobleme, ob fiir einen Graphen
rvc(G) = 2 gilt oder ob ein Graph rainbow-knotengefirbt ist, NP-vollsténdig sind. Daraus
folgt, dass die Berechnung von rvc(G) NP-schwer ist.
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2. Rainbow-Verbindungsspiel

Der Mathematiker Ernst Zermelo formalisierte die theoretische Untersuchung von Spielen
erstmals 1913 in seiner Arbeit Uber eine Anwendung der Mengenlehre auf die Theorie
des Schachspiels [17]. Er zeigt darin, dass fiir Nullsummenspiele mit endlicher Zahl von
Strategien und perfekter Information eine optimale Strategie existiert. Derartige Spiele sind
neben Schach auch Miihle oder Dame. John von Neumann formulierte 1928 (Zur Theorie
der Gesellschaftsspiele [15]) das Minimax-Theorem, wonach beide Spieler die Minimierung
der Maximalauszahlung des Gegners anstreben. Der Name von Neumann ist eng mit der
frithen Entwicklung der Spieltheorie verbunden. Zusammen mit dem Okonomen Oskar
Morgenstern publizierte von Neumann 1944 das erste grundlegende Werk der Spieltheorie
Theory of Games and Economic Behavior [16] (siehe auch [3]).

Nach [3], Kurseinheit 7, wird ein Spiel durch die folgenden Elemente charakterisiert:
Spieler Wer nimmt am Spiel teil?

Spielregeln Die Spielregeln legen die Handlungsmoglichkeiten und die damit verkniipften
Konsequenzen fest. Dazu gehoren insbesondere

- die Strategien (legen fiir jede Situation des Spiels fest, welche Wahl unter allen
Optionen ein Spieler trifft/ treffen kann),

- die Kooperationsform (spielen alle gegeneinander oder sind Absprachen méglich?)

- und die Spielergebnisse (Konsequenzen/ Auszahlungen fiir die einzelnen Spieler
aufgrund der gewihlten Strategie und allenfalls der Absprachen).

Daraus ergeben sich folgende Moglichkeiten, Spiele nach unterschiedlichen Gesichtspunkten
einzuteilen:

- Zahl der Spieler: Ein-Personen-Spiele, Zwei-Personen-Spiele und n-Personen-
Spiele, bei denen mehr als zwei Personen spielen.

- Zahl der Strategien: In endlichen Spielen haben alle Spieler endlich viele Strategien,
wéhrend in unendlichen Spielen die Zahl der Strategien unendlich ist.

- Art der Kooperation: In kooperativen Spielen sind Absprachen, Koalitionen,
Bestechungen oder Kompensationsleistungen unter den Spielern moglich. All dies
kommt in unkooperativen Spielen nicht vor.

- FErgebnissummen: Unterschieden werden Spiele mit wvariabler Summe und
Konstant-Summen-Spiele. Die Summe der Einzelergebnisse ist variabel oder kon-
stant, ein Spezialfall der Konstant-Summen-Spiele sind die Nullsummenspiele. (Die
Auszahlung betrégt fiir den Sieger p, fiir den Verlierer —p.)
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Eine weitere Moglichkeit der Einteilung ist nach der Art der Information. Bei perfekter
Information kennen alle Spieler das bisherige Spielgeschehen. Beispiele dafiir sind Schach
oder Miihle. Ein Beispiel fiir unvollstéindige Information ist Poker.

Graphenfarbungsspiele

,Games can be used to model situations where different parties have conflic-
ting interests, or to model the , worst type of erroneous behavior of a system®.
In the latter case, we assume that an erroneous system is malicious and uses
an intelligent strategy to try to prevent us from reaching our goal. If we are
able to deal with this type of behavior, we are also able to deal with all weaker
types of errors.“

So leitet Bodlaender seine Untersuchungen zur Komplexitéit von Graphenfirbungsspielen
in [1] ein. Er definiert dort erstmals das folgende Spiel: Gespielt wird mit einer endlichen
Menge Farben auf einem schlichten Graphen G = (V, E). Spieler 1 und 2 firben abwech-
selnd noch ungefiarbte Knoten. Bei der Auswahl der Farbe muss der jeweilige Spieler darauf
achten, dass nicht bereits ein Nachbar in derselben Farbe geféirbt ist. In einer Variante des
Spiels verliert derjenige Spieler, der zuerst keinen giiltigen Spielzug mehr machen kann, in
einer anderen Variante des Spiels gewinnt Spieler 1 genau dann, wenn am Ende des Spiels
alle Knoten geférbt sind.

Unter einer Gewinnstrategie versteht man eine Strategie, die einen der Spieler auf jeden
Fall zu einem Sieg fiihrt.

In Graphenfiarbungsspielen hat nur einer der beiden Spieler eine Gewinnstrategie. Es han-
delt sich daher um ein Nullsummenspiel: der eine gewinnt, was der andere verliert oder
nach [¢] ,Des einen Freud, des andern Leid.“

Bei Graphenfirbungsspielen handelt es sich also um endliche, unkooperative Zwei-
Personen-Nullsummenspiele mit perfekter Information. Seit Bodlaender wurden
viele weitere Untersuchungen zum vorstehenden Spiel und Varianten davon vorgenommen.
Traditionell heisst Spieler 1 Alice und Spieler 2 wird Bob genannt.

Das Rainbow-Verbindungsspiel ist eine neue Art Graphenfirbungsspiel. Das Ziel der
Untersuchungen ist es, fiir einen vorgelegten zusammenhéngenden Graphen G = (V, E)
die kleinste Anzahl Farben zu bestimmen, mit der Alice eine Gewinnstrategie hat, sodass
der Graph am Ende des Spiels rainbow-knotengeférbt ist. Sofern eine solche Zahl existiert,
nennen wir sie Rainbowspielverbindungszahl des Graphen G und bezeichnen sie mit
rves(G).

12



2.1. Das Spiel

In diesem Kapitel wird das Rainbow-Verbindungsspiel definiert. Spieler sind auch hier
Alice und Bob. Auch das Rainbow-Verbindungsspiel ist ein unkooperatives Zwei-Personen-
Spiel mit perfekter Information.

2.1.1. Spielregeln

Alice und Bob firben abwechselnd jeweils einen Knoten eines ungefirbten zusam-
menhéngenden Graphen G = (V, E) mit den zur Verfiigung stehenden Farben {1,...,r}.
Das Férben eines Knotens durch einen Spieler bezeichnen wir als Spielzug. Manchmal
verwenden wir auch den Begriff Spielrunde und verstehen darunter zwei aufeinander fol-
gende Spielziige von Alice und Bob. Benachbarte Knoten diirfen die gleiche Farbe erhalten.
Sie spielen ohne auszusetzen, bis alle Knoten gefirbt sind. Da sie nur auf endlichen Gra-
phen spielen, sind die Strategien von Alice und Bob endlich, womit es sich um ein endliches
Spiel handelt.

Gewinner des Spiels

Alice gewinnt, wenn der Graph G am Ende rainbow-knotengefarbt ist. Bob gewinnt, wenn
es zwei Knoten v, w € V gibt, deren v-w-Wege alle mindestens zwei gleich gefirbte innere
Knoten haben. Es kann nur einer der beiden gewinnen, der andere verliert. Es handelt sich
also um ein Nullsummenspiel.

Gewinnstrategie fiir Alice

Es geht im Folgenden darum, die kleinste Anzahl Farben r € N zu bestimmen, mit der
Alice eine Gewinnstrategie fiir das Spiel S hat. Diese Zahl wird mit rvcg(G) bezeichnet.
Alice gewinnt mit rveg(G) Farben immer, wenn sie sich an ihre Gewinnstrategie hilt.

Gewinnstrategie fiir Bob

Gibt es keine natiirliche Zahl r, sodass Alice mit mindestens r Farben eine Gewinnstrategie
hat, dann hat Bob eine Gewinnstrategie. Es ist in einem solchen Fall rveg(G) = oo defi-
niert. Bob gewinnt mit beliebig vielen Farben immer, wenn er sich an seine Gewinnstrategie

hélt.

2.1.2. Spielvarianten

Es gelten immer die vorstehenden Spielregeln. Zusétzlich werden Besonderheiten fiir das
Spiel definiert. Daraus ergeben sich verschiedene Spielvarianten, die zum Teil zu unter-
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schiedlichen Ergebnissen fithren. Daher werden die Rainbowspielverbindungszahlen fiir die
einzelnen Spielvarianten préizisiert.

S4:  Alice farbt den ersten Knoten. Alice und Bob diirfen bei jedem Spielzug eine
beliebige Farbe 1, ..., r wahlen. Die kleinste natiirliche Zahl r, fiir die Alice eine
Gewinnstrategie hat, sei definiert als rvcg, (G).

Sp: Bob beginnt mit Farben. Beide diirfen bei jedem Spielzug eine beliebige Farbe
1,...,r wihlen. Die kleinste natiirliche Zahl r, fiir die Alice eine Gewinnstra-
tegie hat, sei rvcg, (G).

2.2. Hinweise zur Schreibweise

Die Farben, die Alice und Bob verwenden, bezeichnen wir mit den Zahlen 1, 2, ...
Grundsétzlich diirfen Alice und Bob in den Spielen S4 und Sp jede beliebige vorhan-
dene Farbe wéihlen. Der Einfachheit halber beginnen wir mit Farbe 1 und erhdhen die
Farbe jedes Mal um 1, wenn deutlich gemacht werden soll, dass eine neue Farbe verwendet
werden muss.

Sobald die entscheidenden Knoten einer Gewinnstrategie geférbt sind, schreiben wir ,,(...)*.
Alice und Bob fiarben die verbleibenden Knoten beliebig weiter. Zu diesem Zeitpunkt des
Spiels gibt es im Fall von Alices Gewinnstrategien entweder zwischen je zwei Knoten des
Graphen einen Weg, dessen innere Knoten alle unterschiedlich gefiarbt sind oder es gibt
einen kiirzesten Weg mit hochstens einem inneren Knoten, der noch ungefiarbt sein darf.
Im Fall von Bobs Gewinnstrategien gibt es bereits zwei Knoten v, w im Graphen, zwischen
denen alle v-w-Wege iiber zwei mit gleicher Farbe gefirbte innere Knoten fiithren.

2.3. Erste Uberlegungen zur Rainbowspielverbindungszahl

Was lésst sich ganz allgemein iiber die Rainbowspielverbindungszahl rvcg(G) beziehungs-
weise iiber die Gewinnstrategien von Alice und Bob sagen?

Proposition 2.3.1
Sei G = (V, E) ein zusammenhdingender Graph. Untere Schranke fiir die Rainbowspielver-

bindungszahl rves(G) aller Spielvarianten S ist rvc(Q).

Beweis. Das ist klar. Mit weniger als rve(G) Farben ist eine Rainbow-Knotenfiarbung gar
nicht moglich. O

Proposition 2.3.2
Sei G = (V, E) ein zusammenhdngender Graph mit diam(G) < 2. Dann ist rvcg(G) = 1.

14



Beweis. Bei diam(G) = 0 ist G der vollstindige Graph K. Ist diam(G) = 1, so han-
delt es sich um den vollstdndigen Graphen K, mit n > 2. Gleichgiiltig, wie die Kno-
ten des Graphen gefirbt werden, sie sind alle paarweise rainbow-knotenverbunden. Ist
diam(G) = 2 so liegt auf einem kiirzesten Weg zwischen zwei beliebigen Knoten in G
jeweils hochstens ein weiterer Knoten. Da es nur auf die inneren Knoten auf dem Weg
zwischen zwei Knoten ankommt, kann der Graph beliebig gefirbt werden, er ist auf jeden
Fall rainbow-knotengeférbt. Es reicht demnach in allen Féllen bereits eine Farbe fiir eine
Rainbow-Knotenfiarbung des Graphen. O

Und wie sieht es bei Graphen vom Durchmesser 3 und grosser aus? Zwei Knoten sollen
jeweils rainbow-knotenverbunden sein - welche Rolle spielt neben der Verbindung die Tren-
nung?

Idee fiir eine Gewinnstrategie von Bob

Wir skizzieren eine mogliche Gewinnstrategie von Bob: Sei G = (V,E) ein zusam-
menhéngender Graph mit mindestens vier Knoten und diam(G) > 3. Gibt es in G zwei
(nicht-adjazente) Knoten g und s sowie zwei disjunkte, jeweils ¢ und s trennende Knoten-
mengen Tw und Tq757 so gewinnt Bob immer dann, wenn es ihm gelingt, alle Knoten der
beiden Mengen Tq, s und Tq7s mit einer einzigen Farbe zu firben.

Die Idee dahinter ist, dass jeder Weg zwischen ¢ und s iiber einen Knoten einer g-s-
trennenden Knotenmenge T%s fithrt. Gébe es ndmlich einen weiteren ¢-s-Weg, der nicht
iiber einen Knoten aus T%S fithrt, so wéire Tq,s nicht ¢-s-trennend. Wir nehmen an, diese
Knoten seien alle mit Farbe 1 gefirbt. Gibt es nun eine zweite, disjunkte ¢-s-trennende
Knotenmenge T(Ls, so fithren ebenfalls alle g-s-Wege iiber einen Knoten aus Tqu. Sind alle
Knoten dieser Menge ebenfalls mit der Farbe 1 geférbt, so gibt es auf allen ¢-s-Wegen
jeweils mindestens zwei innere Knoten, die mit Farbe 1 gefirbt sind; und zwar je ein
Knoten aus T(LS und einer aus Tqys. Damit sind ¢ und s nicht rainbow-knotenverbunden
und der Graph G ist nicht rainbow-knotengeférbt.

Beispiel 2.3.3

Das nachstehende Beispiel zeigt einen 2-knotenzusammenhéngenden Graphen. Die Kno-
ten ¢ und s werden nach dem Satz von Menger 1.1.1 beziehungsweise 1.1.3 durch zwei
Wege verbunden, deren innere Knoten disjunkt sind. Wir haben zwei ¢ und s trennende
Knotenmengen eingezeichnet. Die Knoten der trennenden Knotenmengen kénnen, miissen
aber nicht, durch Kanten verbunden sein. Die gepunkteten Kanten zwischen den Knoten
der trennenden Knotenmengen sollen dies darstellen. Werden alle Knoten dieser beiden
Knotenmengen mit der gleichen Farbe geférbt, so ist eine Rainbow-Knotenfarbung des
Graphen nicht mehr moglich.
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2-knotenzusammenhéngender Graph aus Beispiel 2.3.3

Beispiel 2.3.4
Im Beispiel 1.1.2 wiirde Bob bei einer Féarbung ¢ mit ¢(v2) = ¢(vs) gewinnen. Eine weitere
Moglichkeit wire c(vs) = c(v7) = c(vq) = ¢(vg).

Aber wie sieht Bobs Gewinnstrategie im konkreten Fall aus? Alice wird versuchen, zu
verhindern, dass Bob die skizzierte Strategie durchziehen kann. Worauf muss Bob achten?
Gibt es Fille, fiir die man eindeutig voraussagen kann, dass Bob eine Gewinnstrategie
hat? Wir beginnen damit, zusammenhingende Graphen G = (V,E) mit «(G) = 1 zu
untersuchen. Ist G # K>, so gibt es einen Knoten, der den Graphen trennt.

Ist G = (V, E) ein zusammenhéngender Graph mit x(G) = 1 und G # Ko, so gibt es einen
Knoten v € V', sodass G — v unzusammenhéngend ist. Einen solchen Knoten v nennt man
eine Artikulation von G.

Beispiel 2.3.5
Im Beispiel 1.1.2 sind die Knoten {ve} und {vs} Artikulationen.

Ein einfaches Spiel hat Bob im folgenden Fall:

Satz 2.3.6
Sei G = (V, E) ein zusammenhdingender Graph. Die Menge aller Artikulationen in G sei
A:={v e V|G — v ist unzusammenhdngend}. Ist |A| > 3, so gilt

(a) rvcs,(G) = oo und (b) rves, (G) = co.

Beweis. Bob hat die folgenden Gewinnstrategien.

(a) Alice beginnt. Alice firbt einen beliebigen Knoten mit Farbe 1. Hat sie eine Arti-
kulation geféirt, so farbt Bob eine zweite Artikulation mit 1. (...) Aber auch wenn
Alice einen anderen Knoten gefirbt hat, (*) firbt Bob in seinem ersten Spielzug eine
Artikulation mit 1. Alice hat im néchsten Spielzug die Moglichkeit, einen Knoten mit
beliebiger Farbe zu farben. Das kann auch eine Artikulation sein. Bob firbt nun mit
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Farbe 1 eine weitere Artikulation, es hat ja mindestens drei davon. (...)
(b) Bob beginnt. Bob spielt wie in (a) ab (*) beschrieben.

Bei beiden Spielvarianten sind schliesslich zwei Artikulationen ¢;,¢; € A mit Farbe 1
gefiarbt. Fiir alle t, € A (k = {1,...,]|A|}) gibt es Knoten g und s, die nach Entfernen von
ti nicht mehr zur selben Komponente gehéren wiirden.

Nach dem Entfernen von t¢; aus GG gibt es mindestens zwei Komponenten, wobei in der
einen Komponente g; liegt. Die Knoten s; und ¢; sind nicht in dieser Komponente. Ebenso
gibt es nach Entfernen von ¢; aus G mindestens zwei Komponenten. Und zwar gibt es einen
Knoten, der in G — t; nicht in derselben Komponente liegt wie ¢;. Wir bezeichnen ihn mit
sj. Zudem gibt es einen Knoten g;, der durch Entfernen von ¢; von s; getrennt wird.

Beide Artikulationen ¢; und ¢; trennen also jeweils ¢; und s;. Alle Wege zwischen ¢; und
s; fithren demnach iiber die beiden Knoten #; und ¢;. Gébe es némlich einen Weg, der ¢;
und s; verbindet und nicht iiber die Knoten ¢; oder t; fiihrt, so wére ¢; beziehungsweise ¢;
nicht g;-s;-trennend. Da t; und ¢; mit der gleichen Farbe geférbt sind, sind ¢; und s; nicht
rainbow-knotenverbunden und Bob gewinnt. O

Wir zeigen nun, dass Bob auch bei zwei Artikulationen oft gewinnt. Das héngt einerseits
davon ab, ob die Knotenzahl gerade oder ungerade ist und andererseits davon, ob Alice
oder Bob beginnt.

Satz 2.3.7
Sei G = (V,E) ein zusammenhingender Graph mit zwei Artikulationen {ti,ta} =: A.
Abhdngig von der Knotenzahl n gilt:

(a) Fir gerade n ist rvcs, (G) = oo.

(b) Fiir ungerade n ist rvcs, (G) = oo.

Beweis. Wie wir in Satz 2.3.6 gesehen haben, gewinnt Bob, wenn er zwei Artikulationen
gleich farben kann. Dies gelingt ihm ohne weiteres, sobald Alice eine der beiden Artikula-
tionen gefiarbt hat, indem er fiir die zweite Artikulation dieselbe Farbe wéhlt. Solange Alice
aber noch keine Artikulation gefiarbt hat, farbt auch Bob keine, da Alice sonst die zweite
Artikulation mit einer anderen Farbe firbt. Alice und Bob firben deshalb alle {ibrigen
Knoten, bis nur noch die beiden Artikulationen zu farben sind.

(a) Sei n gerade. Hat Alice mit Féarben begonnen, so muss sie die erste Artikulation
farben. Bob wéhlt fiir die zweite Artikulation die gleiche Farbe.

(b) Sei n ungerade. Diesmal muss Alice die erste Artikulation férben, falls Bob begonnen
hat. Bob farbt die zweite Artikulation mit derselben Farbe wie Alice die erste.
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Auch hier trennt ¢; den Knoten ¢ und einen Knoten ¢, wihrend ts den Knoten ¢; und
einen Knoten s trennt. Die Knoten ¢ und s liegen weder in G — ¢; noch in G — t3 in
derselben Komponente. Jeder g-s-Weg fiihrt iiber die beiden Artikulationen ¢; und to,
denn andernfalls wiren ¢ und s in G — t; oder G — to verbunden. Sind t; und to beide
mit derselben Farbe gefiarbt, so sind ¢ und s nicht rainbow-knotenverbunden und Bob
gewinnt. O

Man darf nun daraus leider nicht schliessen, dass Alice zum Beispiel bei gerader Knoten-
zahl n gewinnt, wenn Bob beginnt. Der Graph G aus Beispiel 1.1.2 liefert uns gerade ein
Gegenbeispiel:

Beispiel 2.3.8
Bob beginnt damit, einen Knoten zu farben, der zu zwei v;-vig-trennenden Knotenmengen
gehort. Er farbt vs mit Farbe 1. Alice hat vier Moglichkeiten:

(1) Alice férbt eine Artikulation vy oder vs mit Farbe 1 oder 2. Dann firbt Bob im néchsten
Spielzug mit derselben Farbe eine weitere Artikulation. (...) (2) Alice férbt einen Knoten,
der zur selben minimalen trennenden Menge wie v3 gehort, also vg oder v; mit beliebiger
Farbe. (3) Alice fiarbt einen Knoten, der zu einer anderen trennenden Menge gehort, bei-
spielsweise vg. (4) Alice firbt einen Knoten, der zu keiner trennenden Menge gehort. Das
waren im Beispiel vy oder vqg.

In den Féllen (2) bis (4) farbt Bob nun vg oder vz, je nachdem welcher Knoten noch
ungeférbt ist, mit gleicher Farbe 1 wie v3. Egal, wie Alice nun den n#chsten Knoten férbt,
wird Bob im néchsten Spielzug eine der Artikulationen ve oder vy mit Farbe 1 farben.
In allen Féllen sind v; und vy nicht rainbow-knotenverbunden und Bob gewinnt. (In der
Abbildung ist der Fall (2) dargestellt.)

Gewinnt Bob auch auf Graphen G mit nur einer Artikulation? Und wie sieht es fiir Graphen
G mit k(G) > 1 aus? Im néchsten Kapitel prézisieren wir die auf Seite 15 skizzierte
Gewinnstrategie fiir Bob.
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2.4. Gewinnstrategien fiir Bob

Im Satz 2.4.2 werden wir zeigen, dass Bob auf zusammenhéngenden Graphen tatséchlich
immer gewinnt, wenn ihm die Farbung aller Knoten von zwei disjunkten g-s-trennenden
Knotenmengen mit einer einzigen Farbe gelingt. Der Satz 2.4.14 liefert dann hinreichende
Bedingungen an zusammenhéngende Graphen G = (V, E) mit x(G) = 1,2,3, dass Bob
gewinnt. Mit dem Beweis hat Bob eine konkrete Gewinnstrategie.

2.4.1. Trennende Knotenmengen im Graphen G

Die Proposition 2.4.1 und der Satz 2.4.2 verallgemeinern die letzten drei Absitze des Be-
weises von Satz 2.3.6 fiir trennende Knotenmengen, die (nicht zwingend) mehr als einen
Knoten umfassen.

Proposition 2.4.1

Sei G = (V,E) ein zusammenhdngender Graph. Gibt es in G zwei disjunkte trennende
Knotenmengen T1,T,, so gibt es per Definition Knoten q1,s1 € V sowie qa,59 € V, die in
G —1T1 beziehungsweise G —Ts nicht in derselben Komponente liegen. Gilt fiir diese Knoten
zudem

(i) q1,S1 ¢ T2 sowie

(ZZ) q2, 52 ¢ Tl;

dann gibt es zwei Knoten q,s € {q1,q2, S1,s2}, die durch beide Mengen T} und Ty getrennt
werden, das heisst q und s liegen weder in G —T1 noch in G —Ts in derselben Komponente.

Beweis. Wir definieren folgende Knotenmengen: Seien @)1 und S; zwei Knotenteilmengen
in V, deren Knoten durch Entfernen von 7} voneinander getrennt worden sind, sodass
zudem Q1 UT1USy =V gilt. Q1 oder S; sind nicht unbedingt zusammenhéngend, ndmlich
wenn G — 11 mehr als zwei Komponenten hat. Wir haben vorausgesetzt, dass die Menge
T7 insbesondere die Knoten ¢; und s; trennt. Wir benennen die beiden Knotenteilmengen
gerade so, dass ¢1 € Q1 gilt und s1 € S gilt.

Auf die gleiche Art bestimmen wir zwei Knotenteilmengen Q2 und So, sodass die Knoten
aus (2 und aus Sy in G — Tb nicht durch Wege verbunden sind, wobei Q2 UTo U Sy =V
gelten soll. Da wir vorausgesetzt haben, dass 75> die Knoten ¢2 und s, trennt, vergeben
wir auch hier die Bezeichnungen Q2 und S so, dass g2 € Q)2 respektive so € Sy gilt. (Wir
bemerken, dass moglicherweise g1 = ¢a, s1 = s2 oder ¢; = s5, 4, j € {1,2} ist.)

Nur die Knoten der Schnittmengen (Q1 N Q2 und S; N S3) oder (Q1 N Sy und S1 N Q2)
werden auf jeden Fall durch beide Knotenmengen 77 und T, getrennt, denn die Knoten
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aus @1 N Q2 und S; N Ss liegen weder in G — T noch in G — 75 in derselben Komponente.
Dasselbe gilt fiir Q1 N .Sy und S1 N Q». Fiir die iibrigen Schnittmengen-Paare gilt dies nicht
unbedingt: S1 N Sy und S1 N Q2 beispielsweise liegen in G — T3 in derselben Knotenmenge

S1. Ist der von 57 induzierte Untergraph zusammenhéngend, werden S7 N Ss und S1 N Q2
nur durch T getrennt. Bleibt zu zeigen, dass (@1 N Q2 und S; N S2) oder (@1 N Se und
S1 N Q2) nichtleer sind.

Wir unterscheiden die beiden Fille (a), wo sich die beiden disjunkten trennenden Knoten-

mengen 77 und T» nicht gegenseitig trennen und (b), wo das der Fall ist.

(@)

(a)
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Da die Bezeichnungen )1 und 57 sowie Q2 und S> jeweils auch gerade vertauscht
sein konnten, gibt es je vier Moglichkeiten, wie die Schnittmengen bezeichnet werden
miissten. Damit der Beweis leserlich bleibt, halten wir uns an die Bezeichnungen in der
Abbildung. Hier gilt 71 C So und T> C S;. T3 trennt Ss in die beiden Schnittmengen
Q1N S und S1NSs. In Q1 N Se muss mindestens der Knoten ¢ liegen, den wir mit ¢
bezeichnen. Ebenso trennt 75 die Menge S in die Schnittmengen S71M.55 und S1NQs.
Die Menge S1 N Q2 muss dann mindestens den Knoten g2 enthalten. Wir bezeichnen
diesen mit s.

Da die Knotenmengen 77 und 75 disjunkt sind, liegen sie in diesem Fall vollstéindig in
den Vereinigungen: 77 C Q2US2 und T5 C Q1US7. Da wir (i) q1, s1 ¢ T» vorausgesetzt
haben, liegt ¢q; entweder in Q1 N Q2 oder Q1 N Sy und s; liegt entweder in Sy N So
oder S7 N Q2. Ebenso folgt aus Voraussetzung (ii) ¢a,s2 ¢ T1, dass g2 entweder in
Q1N Q2 oder S1 N Q2 und so entweder in 51 N Se oder in Q1 NSy liegen. Es kénnen
demnach nicht alle vier Knoten in einer Schnittmenge liegen.

In beiden Schnittmengen (@1 N Q2 und Sy N S2) oder (Q1 N S2 und S; N Q2) muss
je mindestens ein Knoten aus {q1, g2, s1, s2} enthalten sein. Sind die Schnittmengen
von einem der genannten Paare beide leer, so miissen die Knoten auf das andere Paar
verteilt sein, da nicht alle Knoten nur in der einen Schnittmenge liegen kénnen. Ist



nur eine oder keine der vier Schnittmengen leer, so sind auf jeden Fall die beiden
Schnittmengen von einem der genannten Paare nichtleer. Einen Knoten der einen
Schnittmenge bezeichnen wir mit g, einen Knoten der anderen Schnittmenge mit s.

Insgesamt gibt es also zwei Knoten ¢,s € {q1, g2, s1,s2} fiir die gilt: (¢ € @1 N Q2 und
s €51 NS2) oder (g € Q1 NSz und s € S; N Q2). Die Knoten ¢ und s werden durch beide
Mengen T und T» jeweils getrennt. O

Satz 2.4.2

Sei G = (V, E) ein knotengefirbter, zusammenhdngender Graph. Gibt es in G zwei dis-
junkte q-s-trennende Knotenmengen T1 und Ts, und sind alle Knoten aus T1 und To mit
der gleichen Farbe gefirbt, dann ist G nicht rainbow-knotengefirbt.

In Proposition 2.4.1 haben wir gezeigt, dass es in G Knoten ¢ und s gibt, die durch zwei
disjunkte Knotenmengen 77 und 75 jeweils getrennt werden, wenn weder ¢ noch s Knoten
der Mengen 17 oder 75 sind.

Diesmal setzen wir voraus, dass zwei nicht-adjazente Knoten ¢ und s durch zwei disjunkte
Knotenmengen 77 und 75 jeweils getrennt werden. Demnach liegen ¢ und s weder in G —17
noch in G — 75 in derselben Komponente. Wir wollen zeigen, dass in G jeder ¢g-s-Weg iiber
je einen Knoten aus 77 und einen Knoten aus 75 fiihrt.

Beweis. Im zusammenhéngenden Graphen G sind die Knoten ¢ und s durch mindestens
einen Weg verbunden. Da T} trennend ist, gibt in G —T7 keinen Weg, der ¢ und s verbindet,
andernfalls wire 77 nicht trennend. Da in G —T7 nur Knoten aus 73 entfernt wurden, muss
auf allen ¢g-s-Wegen ein innerer Knoten u € T3 entfernt worden sein. In G gibt es demnach
auf allen g-s-Wegen P, ; einen Knoten u € T1, sodass gilt Py s = P, U P, s = q...u...s.

Betrachten wir die Wege P, , und P, s im Graphen G — T5. Die Knoten ¢ und s sind auch
im Graphen G — T5 nicht verbunden. Da T} und 75 als disjunkt vorausgesetzt wurden, ist
u ¢ Ty. In G — Ty sind demnach ¢ und u verbunden, wéhrend u und s in verschiedenen
Komponenten liegen, oder umgekehrt. Wir nehmen ohne Beschrankung den ersten Fall an.
Da die Knoten « und s in G verbunden sind und in G—T5 nicht, gibt es auf allen u-s-Wegen
in GG einen inneren Knoten ¢ € T5.

Insgesamt gilt fiir alle g-s-Wege P, s in G: Es gibt Knoten u € 17 und ¢ € T, die innere
Knoten auf dem Weg P, ; = g...u...t...s sind. Sind alle Knoten aus 77 und 75 mit gleicher
Farbe gefarbt, so auch die Knoten u und ¢. Dann fithren alle ¢-s-Wege {iber zwei Knoten
gleicher Farbe, womit G nicht rainbow-knotengeférbt ist. O
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Beispiel 2.4.3
Dass die Bedingungen (i) und (ii) in Proposition 2.4.1 fiir den Satz 2.4.2 notwendig sind,
zeigt die Abbildung. Der Graph ist hier der Kreis C7.

Obwohl nach dem Spiel alle Knoten von zwei disjunkten trennenden
Knotenmengen {v1,v5} und {ve,v7} mit Farbe 1 gefirbt sind, ist
der Graph rainbow-knotengeféirbt. Und zwar liegt das daran, dass
vy zu einer trennenden Knotenmenge gehort und zugleich die Rolle
von ¢ fiir die g-s-trennende Knotenmenge {vy, v7} iibernimmt. Das
kénnen wir verhindern, indem wir voraussetzen, dass es ¢,s € V

gibt, die nicht Knoten von 77 und 75 sind.

Dass Bob auf Kreisen mit mindestens sieben Knoten trotzdem eine Gewinnstrategie hat,
werden wir spéter sehen.

2.4.2. Farbung von trennenden Knotenmengen

In diesem Kapitel geht es jetzt darum, wann und wie Bob die Farbung aller Knoten einer
trennenden Knotenmenge mit einer einzigen Farbe erreicht. Wir definieren die folgenden
Bezeichnungen:

Sei G = (V, E) ein zusammenhéngender Graph. Seien

Ti(G) :={T C V| T ist trennend und |T'| = ¢} fiir ein ¢ € {k(G),...,n — 2},
die Menge aller trennenden Knotenmengen in G mit ¢ Knoten und

T(G) = Uizs(@).,...n2 Ti(G)

die Menge aller trennenden Knotenmengen in G.

Beispiel 2.4.4
Sei G = (V, E) ein zusammenhéngender Graph. Seien v # w

Knoten aus V und T = {v,w} eine trennende Knotenmenge in UN@ IR Q w

G.

Falls Alice zuerst einen der beiden Knoten aus T im Beispiel 2.4.4 mit beliebiger Farbe
farbt, firbt Bob im folgenden Zug den zweiten Knoten aus 7' mit derselben Farbe. Damit
haben beide Knoten der trennenden Knotenmenge 7' die gleiche Farbe.
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Falls Bob zuerst einen der beiden Knoten mit Farbe 1 fiarbt, wihlt Alice darauf fiir den
zweiten Knoten eine andere Farbe, falls eine zweite Farbe zur Verfiigung steht. Damit sind
die beiden Knoten der trennenden Knotenmenge 71" unterschiedlich gefarbt.

Das Beispiel 2.4.4 zeigt, dass Bob die Farbung aller Knoten der trennenden Knotenmenge
T € T2(G) mit einer Farbe nur dann gelingt, wenn Alice zuerst einen der beiden Knoten
aus T farbt. Im néchsten Beispiel kann Alice dies allerdings auch dann verhindern, aber
nur, wenn mindestens zwei Farben zur Verfiigung stehen.

Beispiel 2.4.5

Sei G = (V,E) ein zusammenhingender Graph. Seien

u,v,w € V paarweise verschieden und 7" = {u,v,w} ei- w O O Qu
ne trennende Knotenmenge in G. ‘

Falls Alice einen der drei Knoten aus T im Beispiel 2.4.5 mit Farbe 1 farbt, farbt Bob
einen weiteren Knoten aus 7" mit Farbe 1. Alice firbt den verbleibenden Knoten aus 7' mit
Farbe 2. Es sind dann nicht alle Knoten aus T gleich geférbt.

Falls Bob einen beliebigen Knoten aus 7' mit Farbe 1 fiarbt, wahlt Alice fiir einen der beiden
verbleibenden Knoten aus T' die Farbe 2. Damit sind bereits zwei Knoten unterschiedlich
gefarbt.

Im Beispiel 2.3.8 hat Bob Alice in eine Art Zwickmiihle gebracht, indem er ausgeniitzt hat,
dass die Schnittmenge der trennenden Knotenmengen {vs,vs} und {vs,v7} nichtleer ist.
Um alle Knoten einer trennenden Knotenmenge mit der gleichen Farbe zu farben, kommt
es scheinbar nicht nur auf die einzelne trennende Knotenmenge an.

Sei G = (V, E) ein zusammenhingender Graph. Sei U C V die Vereinigung von (nicht
disjunkten) trennenden Knotenmengen 7" € 7 (G). Idealerweise sind die trennenden Kno-
tenmengen moglichst klein oder sogar minimal. Auf den nichsten Seiten zeigen wir Bei-
spiele von solchen Knotenteilmengen U C V. Die zugehédrigen Lemmata zeigen jeweils
eine Strategie, mit der es Bob immer gelingt, die Knoten einer trennenden Knotenmenge
T C V mit einer Farbe zu farben, wenn es im Graphen G eine Knotenteilmenge U wie im
entsprechenden Beispiel gibt. Unter (a) farbt jeweils Alice einen ersten Knoten in der Kno-
tenteilmenge U, wihrend bei (b) Bob damit beginnt. Danach fihrt Alice beliebig weiter,
wobei sie natiirlich auch einen Knoten ausserhalb der Knotenteilmenge U farben kann. Wir
beschrénken uns bei den Mengen 7" auf Elemente aus 73(G) und 73(G). In den Abbildungen
wird die Tatsache, dass die Knoten der trennenden Knotenmengen nicht zwingend durch
Kanten verbunden sind, wieder durch gepunktete Kanten dargestellt. Die unterschiedlichen
Farben dieser Kanten machen die einzelnen trennenden Knotenmengen unterscheidbar.
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Beispiel 2.4.6

Sei G = (V, E) ein zusammenhéngender Graph. Seien u,v,w € V paarweise verschieden
und 71 = {u,v}, Th = {u,w} € T3 trennende Knotenmengen in G, wobei T} N Ty = {u}
gelte.

SeiU =T, UTs.

07

Lemma 2.4.7

Sei G = (V,E) ein zusammenhdingender Graph. Falls es in G eine Knotenteilmenge U
wie im Beispiel 2.4.6 gibt, so besitzt Bob eine Strategie, um alle Knoten einer trennenden
Knotenmenge mit der gleichen Farbe zu firben, unabhdngig davon, ob (a) Alice anfingt

oder ob (b) Bob anfingt.

Beweis.

(a) Alice farbt einen beliebigen Knoten aus U. Ohne Beschrankung nehmen wir an, dass
sie Knoten v mit Farbe 1 farbt. Bob farbt den Knoten u ebenfalls mit Farbe 1.

(b) Bob versieht erst den Knoten u mit Farbe 1. Egal, welchen Knoten Alice nun firbt,
farbt Bob im néchsten Spielzug den noch ungefirbten Knoten v oder w mit Farbe 1.

d

Beispiel 2.4.8

Sei G = (V, F) ein zusammenhéngender Graph. Seien u,v,w,z,y € V paarweise verschie-
den und 77 = {u,v,w}, To = {u,v,z}, Ty = {v,z,y}, Ty = {v,w,y} € T3(G) trennen-
de Knotenmengen in G, wobei Th N Ty = {u,v}, Th N Ty = {v,w}, ToNT3 = {v,x},
TsNTy ={v,y} und Th NToNT3NTy = {v} gelte.

Sei U =Ty UTo UT3UTy.

Q.
s
O 0,
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Lemma 2.4.9
Sei G = (V,E) ein zusammenhdngender Graph. Fulls es in G eine Knotenteilmenge U

wie im Beispiel 2.4.8 gibt, so besitzt Bob eine Strategie, um alle Knoten einer trennenden

Knotenmenge mit der gleichen Farbe zu firben, unabhdngig davon, ob (a) Alice anfingt
oder ob (b) Bob anfingt.

Beweis.

(a)

Alice farbt entweder den Knoten v oder einen Knoten u,w,x,y mit Farbe 1. Bob
farbt im ersten Fall den Knoten u, im zweiten Fall den Knoten v mit Farbe 1. Die
beiden Knoten sind die Knoten einer Schnittmenge T; N T},4,j € N4. Unabhingig
davon, welchen Knoten Alice mit Farbe 2 farbt, kann Bob den dritten Knoten einer
trennenden Menge T; oder T} einheitlich mit Farbe 1 férben.

Bob farbt den Knoten v, der in jeder trennenden Menge liegt, mit Farbe 1. Alice farbt
einen weiteren Knoten u oder y (beziehungsweise w oder =) mit Farbe 2. Bob férbt
jeweils den anderen Knoten der genannten Paare mit Farbe 1. (Férbt Alice einen
Knoten ausserhalb von U, so farbt Bob einen beliebigen Knoten aus U mit Farbe
1.) Damit sind in zwei trennenden Knotenmengen jeweils zwei Knoten mit Farbe 1
gefirbt und jeweils ein Knoten ist ungefirbt. Es spielt keine Rolle, welchen Knoten
Alice mit Farbe 2 firbt. Bob firbt den letzten Knoten einer trennenden Knotenmenge
mit der Farbe 1. Alle Knoten einer trennenden Menge sind einheitlich mit Farbe 1
gefarbt.

Beispiel 2.4.10

Sei G = (V, E) ein zusammenhéngender Graph. Seien v, w,z,y,z € V paarweise verschie-
den und 71 = {v,w} € T2(G) und T = {w, z,y}, Tz = {w, z, 2z} € T3(G) trennende Kno-
tenmengen in G, wobei T1NTy = {w}, T1NT3 = {w}, ToNTs = {w, z} und T1NToNT5 = {w}

gelte.

Sei U =Ty UT5UTs5.

1w O'
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Lemma 2.4.11
Sei G = (V,E) ein zusammenhdngender Graph. Falls es in G eine Knotenteilmenge U

wie 1m Beispiel 2.4.10 gibt, so besitzt Bob eine Strategie, um alle Knoten einer trennenden

Knotenmenge mit der gleichen Farbe zu firben, unabhdngig davon, ob (a) Alice anfingt

oder ob (b) Bob anfingt.

Bewezs.

(a) Alice beginnt.

(1)

Alice farbt den Knoten v oder w mit Farbe 1. Bob firbt den anderen Kno-
ten ebenfalls mit Farbe 1. Die Knoten der trennenden Knotenmenge 77 sind
einheitlich gefarbt.

Alice farbt den Knoten z mit Farbe 1. Bob firbt den Knoten w mit Farbe 1.
Alice farbt einen beliebigen Knoten mit Farbe 2. In einer der Mengen 75 oder T3
sind zwei Knoten mit Farbe 1 gefarbt und der dritte Knoten ist noch ungeférbt.
Bob farbt diesen Knoten mit Farbe 1, womit alle Knoten einer trennenden
Knotenmenge einheitlich gefirbt sind.

Alice farbt einen der Knoten y oder z mit Farbe 1. Bob fiarbt den Knoten w
mit Farbe 1. (i) Féarbt Alice als Néchstes nicht den Knoten v, so farbt ihn Bob
mit Farbe 1. T} ist dann einheitlich gefirbt. (ii) Farbt Alice den Knoten v mit
Farbe 2, so farbt Bob den Knoten x mit Farbe 1, womit alle Knoten aus 75> oder
T3 gleich geférbt sind.

(b) Bob beginnt. Bob firbt den Knoten w mit Farbe 1. (i) Féarbt Alice nicht den Knoten
v, so farbt ihn Bob mit Farbe 1, womit 7} einheitlich gefirbt ist. (ii) Farbt Alice den
Knoten v mit Farbe 2, so firbt Bob den Knoten z mit Farbe 1. Egal, welchen Knoten

Alice als Nachstes firbt, farbt Bob den noch ungefiarbten Knoten y oder z mit Farbe

1, womit alle Knoten einer Menge T5 oder T3 mit einer Farbe gefirbt sind.

Beispiel 2.4.12

Sei G = (V, E) ein zusammenhéngender Graph. Seien ¢, u,v,w,x,y,z € V paarweise ver-
schieden und Ty = {t,u,v}, To = {t,u,w}, Tz = {t,x,y}, Ty = {t,z, 2} € T3(G) trennende
Knotenmengen in G, wobei Ty N1y = {t,u}, TsNTy = {t,x} und Th NTo N T3 N Ty = {t}

gelte.
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Sei U =Ty UT5UT3UTy.

Lemma 2.4.13
Sei G = (V,E) ein zusammenhdngender Graph. Falls es in G eine Knotenteilmenge U

wie im Beispiel 2.4.12 gibt, so besitzt Bob eine Strategie, um alle Knoten einer trennenden

Knotenmenge mit der gleichen Farbe zu firben, unabhingig davon, ob (a) Alice anfingt
oder ob (b) Bob anfingt.

Beweis.

(a) Alice beginnt.

(1)

Alice farbt den Knoten ¢ mit Farbe 1. Bob fiarbt den Knoten u mit Farbe 1.
Egal, welchen Knoten Alice mit Farbe 2 farbt, firbt Bob den noch ungefirbten
Knoten v oder w mit Farbe 1. Alle Knoten einer trennenden Knotenmenge sind
einheitlich gefirbt.

Alice férbt den Knoten u (oder z) mit Farbe 1. Bob férbt den Knoten ¢ mit Farbe
1. Gleichgiiltig, wie Alice den nichsten Knoten férbt, gibt es eine trennende
Menge T oder Ty (beziehungsweise T3 oder Tj), in der zwei Knoten mit Farbe
1 gefirbt sind und ein Knoten noch ungefiarbt ist. Diesen farbt Bob auch noch
mit Farbe 1.

Alice firbt einen der Knoten v oder w (beziehungsweise y oder z) mit Farbe 1.
Bob férbt den Knoten ¢ mit Farbe 1. (i) Farbt Alice den Knoten u (beziehungs-
weise x) mit Farbe 2, so farbt Bob den Knoten z (beziehungsweise u) mit Farbe
1. Damit sind in zwei Mengen T3 oder Ty (beziechungsweise T} oder T5) zwei
Knoten mit Farbe 1 gefiarbt. Egal, wie Alice farbt, farbt Bob darauf den noch
ungeférbten dritten Knoten einer der beiden Mengen mit Farbe 1. (ii) Wenn Ali-
ce einen anderen Knoten férbt, dann firbt Bob den Knoten u (beziehungsweise
x) mit Farbe 1, womit alle Knoten einer Menge T3 oder T» (beziehungsweise T3
oder T) mit Farbe 1 geférbt sind.

(b) Bob beginnt. Er farbt den Knoten ¢ mit Farbe 1. Alice farbt einen Knoten der Menge
{u,v,w} (oder {z,y, 2z} oder einen Knoten, der nicht in U liegt) mit Farbe 2. Bob

firbt den Knoten z (beziehungsweise u) mit Farbe 1. Gleichgiiltig, welchen Knoten
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Alice als néchsten férbt, ist einer der Knoten y oder z (beziehungsweise v oder w)
noch ungefiarbt. Bob farbt ihn mit Farbe 1, womit alle Knoten einer trennenden
Knotenmenge einheitlich gefirbt sind.

O

Bevor nun im Satz 2.4.14 gezeigt wird, wann Bob auf jeden Fall eine Gewinnstrategie hat,
definieren wir vorab einige Begriffe, die uns die Schreibweise in den folgenden Beweisen
erleichtern.

Seien G = (V, E) ein zusammenhéingender Graph und 7 (G) die Menge aller trennenden
Knotenmengen in G. Alle Knotenteilmengen U C V, die Vereinigungen von trennenden
Knotenmengen aus 7 (G) sind wie in einem der Beispiele 2.4.6, 2.4.8, 2.4.10 oder 2.4.12
sowie alle Artikulationen in G fassen wir zur Menge Up(G) zusammen.

Bob beginnt in den Beweisen der entsprechenden Lemmata jeweils mit dem Knoten, der in
der Schnittmenge aller trennenden Knotenmengen liegt. Diesen Knoten u in Beispiel 2.4.6,
v in Beispiel 2.4.8, w in Beispiel 2.4.10 und ¢ in Beispiel 2.4.12 nennen wir im Folgenden
den strategisch wichtigen Knoten der Knotenteilmenge U € Up(G) und bezeichnen
ihn mit swK(U).

2.4.3. Hinreichende Bedingungen an den Graphen G, dass Bob gewinnt

Satz 2.4.14
Sei G = (V, E) ein zusammenhdngender Graph mit k(G) € N3. Gibt es in G drei Knoten-
teilmengen Uy, Uy, Us € Up(G), wobei

(i) die drei Knotenteilmengen Uy, Uy und Us paarweise disjunkt sind,

(ii) die Knotenteilmenge Uy nicht durch eine trennende Knotenmenge T aus Uy oder Us
getrennt wird sowie

(iii) keine trennende Knotenmenge T aus Uy eine der Mengen Us oder Us trennt,
dann gelten (a) rvcs,(G) = oo und (b) rvcs, (G) = .
Beweis. Bob hat die folgende Gewinnstrategie. Nach seinem ersten Spielzug muss der stra-

tegisch wichtige Knoten der Knotenteilmenge U; mit Farbe 1 gefirbt sein. Das erreicht
Bob folgendermassen:

(a) Alice beginnt.

(1) Alice farbt den Knoten swK (U;) mit Farbe 1. Bob firbt nun den Knoten
swK (Us) mit Farbe 1. Weiter bei (**).
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(2) Alice fiarbt einen anderen Knoten aus U; mit Farbe 1. Bob firbt den Knoten
swK (Uy) mit Farbe 1. Weiter bei (*).

(3) Alice fiarbt den Knoten swK (Us) oder swK (Us) mit Farbe 1. Darauf firbt Bob
den Knoten swK (Uy) mit Farbe 1. Weiter bei (**).

(4) Alice farbt einen anderen Knoten aus Uz oder Us mit Farbe 1. Bob férbt den
Knoten swK (U;) mit Farbe 1. Weiter bei (*).

(5) Alice farbt einen beliebigen Knoten in G, der nicht aus Uy, Uy oder Us ist, mit
Farbe 1. Dann farbt Bob den Knoten swK (U;) mit Farbe 1. Weiter bei (*).

(b) Bob beginnt.

*)

(**)

(6) Bob fiarbt den Knoten swK (U;) mit Farbe 1. Weiter bei (*).

Sobald Alice weitere Knoten aus U; firbt, farbt auch Bob in U; weiter. Und zwar
verfolgt Bob die Strategie, wie sie im Beweis vom entsprechenden Lemma 2.4.7, 2.4.9,
2.4.11 oder 2.4.13 beschrieben ist. Damit erreicht er, dass die Knoten einer trennenden
Knotenmenge in U; mit Farbe 1 geférbt sind.

Im n#chsten Schritt muss Bob nun dafiir sorgen, dass zusétzlich einer der beiden
strategisch wichtigen Knoten in U; oder Us gefirbt ist. (In den Féllen (1) und (3) ist
dies bereits der Fall.) Wir unterscheiden:

In den Féllen (2), (5) und (6) sind noch alle Knoten aus Us und Us ungeférbt.
Farbt Alice nun einen Knoten aus Us mit beliebiger Farbe, so fiarbt Bob den Knoten
swK (Us) mit Farbe 1. Andernfalls farbt Bob den Knoten swK (Us) mit 1. Weiter
bei (**).

Im Fall (4) ist bereits ein Knoten aus Uz oder Us mit Farbe 1 gefirbt, und zwar
nehmen wir ohne Beschrinkung an, es sei ein Knoten aus U,. Bekanntlich ist es
nicht der strategisch wichtige Knoten. Wir unterscheiden: Farbt Alice einen weiteren
Knoten aus Uz mit beliebiger Farbe, dann férbt Bob den Knoten swK (Us) mit Farbe
1. In allen anderen Fillen firbt Bob den Knoten swK (Usz) mit Farbe 1. Weiter bei
Zu diesem Zeitpunkt sind von zwei Mengen aus Up(G) mindestens die strategisch
wichtigen Knoten mit Farbe 1 geférbt. (Eventuell sind sogar bereits alle Knoten
einer trennenden Knotenmenge in U; mit Farbe 1 gefirbt, und zwar wenn Alice und
Bob bei (*) erst in U; weitergefirbt haben.) Bob hélt sich jeweils an das Vorgehen,
das wir in den Beweisen der entsprechenden Lemmata 2.4.7, 2.4.9, 2.4.11 und 2.4.13
vorgeschlagen haben und erreicht die einheitliche Farbung aller Knoten aus zwei
trennenden Knotenmengen 7' C Uy und T C Uy oder T' C Us mit Farbe 1.
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Gemiiss Voraussetzung (i) sind 7' und 7' disjunkt und aufgrund der Voraussetzungen (ii)
und (iii) trennen sich 7' und T nicht gegenseitig. Damit entsprechen die beiden trennenden
Knotenmengen dem Fall (a) in Proposition 2.4.1. Derzufolge gibt es Knoten ¢ und s, die
durch T und T getrennt werden.

Da alle Knoten aus 7' und 7" mit gleicher Farbe gefiirbt sind, folgt mit Satz 2.4.2, dass der
Graph G nicht rainbow-knotengeférbt ist. O

Bemerkung 2.4.15
Satz 2.3.6, wo mindestens drei Artikulationen vorausgesetzt wurden, ist ein Spezialfall von
Satz 2.4.14.

Bemerkung 2.4.16

Falls die Knotenteilmengen Us und Us nicht disjunkt sind, kann es vorkommen, dass sobald
Alice einen Knoten der nichtleeren Schnittmenge von Us und Us mit Farbe 2 firbt, Bob
weder fiir Uy noch fiir Us seiner Strategie im Beweis des entsprechenden Lemmas 2.4.7,
2.4.9, 2.4.11 oder 2.4.13 folgen kann. Er erreicht fiir keine der beiden Knotenteilmengen U,
oder Us die Farbung aller Knoten einer trennenden Knotenmenge T° C Us oder T C Us
mit Farbe 1.

In anderen Fillen gewinnt Bob aber auch dann, wenn die Knotenteilmengen U; und Us
nicht disjunkt sind:

Korollar 2.4.17
Sei G = (V, E) ein zusammenhdngender Graph mit k(G) € N3. Gibt es in G vier Knoten-
teilmengen Uy, Uy, Us, Uy € Up(G), wobei

(i) die Knotenteilmenge Uy disjunkt zu den Knotenteilmengen Us, Us und Uy ist,
(ii) die Schnittmenge Uy N U3 N Uy = () ist,

(iii) die Knotenteilmenge Uy nicht durch eine trennende Knotenmenge T aus Uy, Us oder
Uy getrennt wird sowie

(iv) keine trennende Knotenmenge T aus Uy eine der Mengen Uy, Us oder Uy trennt,

dann gelten rvcg, (G) = oo und rvcg, (G) = oo.

Beweis. Bob hilt sich grundsétzlich an seine Strategie im Beweis zu Satz 2.4.14. Die Punkte
(1), (2) und (6) werden von 2.4.14 iibernommen, wéhrend (3), (4) und (5) etwas angepasst
werden miissen:

(3) Féarbt Alice den Knoten swK (Us), swK (Us) oder swK (Uy) mit Farbe 1, farbt
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Bob darauf den Knoten swK (U;) mit Farbe 1. Weiter bei (**).

(4) Férbt Alice einen anderen Knoten aus Us, Us oder Uy mit Farbe 1, so firbt Bob
den Knoten swK (U;) mit Farbe 1. Weiter bei (*).

(5) Farbt Alice einen beliebigen Knoten in G, der nicht aus Uy, Us, Us oder Uy ist,
mit Farbe 1, dann firbt Bob den Knoten swK (U;) mit Farbe 1. Weiter bei (*).

(*) Die Knoten in U; farbt Bob wie im ersten Abschnitt von (*) in 2.4.14 beschrieben.
Die Farbung von swK (Usz), swK (Usz) oder swK (Uy) mit Farbe 1 erreicht Bob wie
folgt:

In den Fiéllen (2), (5) und (6) sind noch alle Knoten aus Us, Us und Uy ungeféirbt.
Alice firbt beliebig. Da die Schnittmenge Uz N Us N Uy leer vorausgesetzt wurde, gibt
es danach auf jeden Fall eine Knotenteilmenge Us, Us oder Uy, in der immer noch alle
Knoten ungeféirbt sind. In dieser Menge farbt Bob den strategisch wichtigen Knoten
mit Farbe 1.

Im Fall (4) ist bereits ein Knoten aus Us, Us oder Uy mit Farbe 1 geférbt (und
zwar nicht der strategisch wichtige Knoten). Alice firbt einen Knoten mit beliebiger
Farbe. Dieser Knoten kann aufgrund der Voraussetzung (ii) hochstens in zwei der
drei Knotenteilmengen liegen. Es gibt dann eine Knotenteilmenge Uj(;c(2,3,4}), in der
entweder noch kein Knoten oder hochstens ein Knoten mit Farbe 1 gefirbt ist. In
dieser Knotenteilmenge U; farbt Bob den Knoten swK (U;) mit Farbe 1. Weiter bei

(**) Wie im Beweis von Satz 2.4.14.
Gemiiss Voraussetzung (i) sind 7' und 7' disjunkt und aufgrund der Voraussetzungen (iii)
und (iv) trennen sich 7' und T nicht gegenseitig. Damit entsprechen die beiden trennenden

Knotenmengen dem Fall (a) in Proposition 2.4.1. Derzufolge gibt es Knoten ¢ und s, die
durch T und T getrennt werden.

Da alle Knoten aus 7' und 7 mit gleicher Farbe gefiirbt sind, folgt mit Satz 2.4.2, dass der
Graph G nicht rainbow-knotengeférbt ist. O

2.5. Rainbowspielverbindungszahl fiir spezielle Graphen

Wir wollen nun unsere bisherigen Resultate anwenden und die Rainbowspielverbindungs-
zahl fiir einige bestimmte Graphen ermitteln. Schliesslich interessiert uns jeweils auch, ab

welcher Grosse der Graphen Bob eine Gewinnstrategie hat.
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2.5.1. Rainbowspielverbindungszahl fiir Baume

Wir beginnen unsere Untersuchungen mit den Baumen. Zuerst definieren wir, was wir dafiir
zusétzlich brauchen.

Sei B = (V, E) ein Baum. Ein Knoten v € V' mit d(v) = 1 heisst Blatt. Die Anzahl der
Blatter in B wird mit [ beziffert. Damit ist m = n — [ die Anzahl innerer Knoten in B.
Ein Baum mit nur einem inneren Knoten heisst Stern.

Proposition 2.5.1
Sei B = (V, E) ein Baum mit m inneren Knoten. Dann gilt rves(B) > m.

Beweis. In einem Baum gibt es zwischen zwei Knoten v und w genau einen Weg. Die
inneren Knoten auf dem v-w-Weg sind in jedem Fall innere Knoten des Baums. Darum
diirfen keine zwei inneren Knoten gleich gefirbt werden. Die Farbe der Bléitter spielt keine
Rolle. Demnach ist ist rvc(B) = m und fiir alle Spielvarianten gilt mit Proposition 2.3.1
rves(B) > m. O

Vereinbarung 2.5.2

Da fiir Baume die Anzahl der inneren Knoten m und die der Blatter [ im Folgenden
entscheidend ist, bezeichnen wir die Klasse aller Bdume mit m inneren Knoten und [
Bléattern mit B, ;.

Satz 2.5.3
Fiir alle Sterne By € By, gilt rves, (Biy) = 1 und rveg, (Biy) = 1.

Beweis. Bei m =1 ist diam(B;) = 2, unabhéngig von [. Nach Proposition 2.3.2 gewinnt
dann immer Alice mit einer Farbe. O

Sei m > 2. Die Knotenzusammenhangszahl von Baumen ist x(B) = 1, was wir in Kapitel
2.3 bereits untersucht haben. Jeder innere Knoten ist eine Artikulation, der Baum B € By, ;
hat demnach m Artikulationen.

Satz 2.5.4
Fiir alle Biume Bo € Bo gilt fiir jede natiirliche Zahl j > 1

(i) rves,(Bagj) = oo, (i)  rves, (Baajt1) = 2,
(iii) rvcsy(Bagj) =2, (iv) rvcsy(Bagjt1) = o0o.

Beweis. Bei zwei inneren Knoten und beliebig vielen Bléttern ist nach Proposition 2.5.1
rvcg > 2, womit Bob gewinnt, wenn nur eine Farbe vorhanden ist.
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(i): rveg, (Ba,2j) = oo folgt aus Satz 2.3.7 (a).
(iv): rvesy, (Bagjt1) = oo folgt aus Satz 2.3.7 (b).

(ii) und (iii): Sobald Alice einen inneren Knoten fiarbt, firbt Bob den zweiten inneren
Knoten mit derselben Farbe, womit Bj; nicht rainbow-geférbt ist. Sobald andererseits Bob
einen inneren Knoten firbt, fairbt Alice den zweiten mit einer anderen Farbe, sofern eine
solche zur Verfiigung steht. Der Baum By ist dann rainbow-knotengeférbt. Daher firben
beide vorerst nur Blétter bis nur noch die beiden inneren Knoten ungeféirbt sind.

Hat der Baum eine gerade (ungerade) Knotenzahl, so zihlt der Baum auch eine gerade
(ungerade) Anzahl Blitter. Diese werden von Alice und Bob abwechselnd gefirbt.

(ii) Bei ungerader Knotenzahl muss Bob den ersten inneren Knoten férben, wenn Alice
begonnen hat.

(iii) Bei gerader Knotenzahl muss Bob den ersten inneren Knoten firben, wenn er selber
begonnen hat.

Anschliessend fiarbt Alice den zweiten inneren Knoten mit einer anderen Farbe, womit alle
Knoten in By; rainbow-knotenverbunden sind. O
Fiir alle B,,; € By, mit m > 3 gewinnt geméss Satz 2.3.6 immer Bob.

Damit sind die Untersuchungen fiir Baume bereits abgeschlossen. Sobald ein Baum mehr
als zwei innere Knoten hat, gewinnt immer Bob.

2.5.2. Rainbowspielverbindungszahl fiir Kreise

Es folgt die Untersuchung von Kreisen. Den Knoten, den Alice (oder Bob, wenn er beginnt)
zuerst farbt, bezeichnen wir in den folgenden Beweisen mit v;. Die iibrigen Knoten werden
im Uhrzeigersinn fortlaufend mit wve, ..., v, bezeichnet. Dies ist wegen der Symmetrie des
Kreises unbedenklich.

Satz 2.5.5
Fiir Kreise Cp, mit n <5 gilt rvcg, (Cp) = 1 und rvcg, (Cy) = 1.

Beweis. Diese Kreise haben Durchmesser diam(C),) < 2, und darauf gewinnt nach Propo-
sition 2.3.2 immer Alice mit einer Farbe, unabhingig davon, ob sie oder Bob beginnt. [

Grundsétzlich kann Bob seine Gewinnstrategie aus Satz 2.4.14 auf Kreisen mit mindestens

neun Knoten anwenden. Wir werden sehen, dass Bob aber auch auf Kreisen mit weniger
Knoten fast immer gewinnt. Zudem kann er ausnutzen, dass es zwischen jeweils zwei Knoten
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eines Kreises genau zwei Wege gibt. Haben beide Wege mindestens zwei innere Knoten, so
versucht Bob auf beiden Wegen zwei innere Knoten jeweils gleich zu farben.

Satz 2.5.6
Sei Cg ein Kreis mit sechs Knoten. Dann gilt rvecg, (Cg) = 00.

Beweis. Wir zeigen eine Gewinnstrategie fiir Bob im Spiel Sy auf Cg mit beliebig vielen
Farben. Alice firbt einen beliebigen Knoten v; mit Farbe 1. Bob firbt nun den Knoten
vg mit Farbe 1. Féarbt Alice einen der Knoten vy oder vs mit beliebiger Farbe X, so farbt
Bob den anderen der beiden Knoten ebenfalls mit Farbe X. Farbt Alice einen der Knoten
vs oder vg mit Farbe Y, so firbt Bob den anderen Knoten auch mit Farbe Y. Damit sind
beide v1-v4-Wege nicht rainbow-knotenverbunden und Bob gewinnt. O

Satz 2.5.7
Sei Cg ein Kreis mit sechs Knoten. Dann gilt rvecs, (Cg) = 2.

Beweis. Es gilt diam(Cg) = 3. Mit den Propositionen 1.2.1 und 2.3.1 folgt, dass
rves, (Cg) > rve(Cs) > diam(Cs) — 1 = 2 sein muss. Mit nur einer Farbe gewinnt demnach
immer Bob. Wir zeigen nun, dass Alice mit zwei Farben eine Gewinnstrategie im Spiel Sp
hat, wo Bob beginnt. Alice muss verhindern, dass auf den beiden Wegen zwischen zwei
gegeniiberliegenden Knoten die inneren Knoten mit je einer Farbe gefirbt werden.

Bob farbt einen Knoten v; mit Farbe 1. Alice farbt v mit Farbe 2. Je nachdem, wie Bob
seinen néchsten Knoten farbt, muss Alice reagieren:

(la) Bob férbt den Knoten v (oder vs) mit Farbe 1. Dann firbt Alice den Knoten vy
(beziehungsweise vg) mit Farbe 2. (...)

(1b) Férbt Bob umgekehrt den Knoten vy (beziehungsweise vg) mit Farbe 2, dann firbt
Alice den Knoten vz (beziehungsweise vs) mit Farbe 1. (...)

(2a) Bob férbt den Knoten v (oder vs) mit Farbe 2. Dann firbt Alice den Knoten vy
(beziehungsweise vg) mit Farbe 1.

(2b) Fiarbt Bob aber den Knoten vy (bezichungsweise vg) mit Farbe 1, so firbt Alice den
Knoten v3 (beziehungsweise vs) mit Farbe 2.

Bob férbt anschliessend beliebig. In den Féllen (2a) und (2b) darf Alice den letzten
Knoten nicht mit der Farbe firben, die Bob zuletzt verwendet hat.

Alice erreicht eine Rainbow-Knotenfarbung mit mindestens zwei Farben. O

Es folgt die versprochene Gewinnstrategie fiir Bob auf Kreisen mit mindestens sieben Kno-
ten.
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Satz 2.5.8
Sei Cy, ein Kreis mit n > 7 Knoten. Dann gilt rvcs, (Cp,) = oo.

Beweis. Im Spiel S, auf Kreisen mit mindestens sieben Knoten hat Bob mit beliebig vielen
Farben eine Gewinnstrategie. Er nutzt aus, dass in Kreisen (mit mindestens fiinf Knoten)
jeder Knoten strategisch wichtiger Knoten einer Knotenteilmenge U wie in Beispiel 2.4.6
ist. Alice farbt einen Knoten vy mit Farbe 1. Dieser ist strategisch wichtiger Knoten der
Menge Uy := {v1,v4,v5} = {v1,v4}U{v1,v5}. Nun firbt Bob den Knoten v3, einen weiteren
strategisch wichtigen Knoten, und zwar der Menge Uy := {vs, vg, v7} = {vs,vs} U {v3, v7}
mit Farbe 1. (*) Alice firbt einen Knoten mit beliebiger Farbe. Dies kann der Knoten vy
sein oder, falls der Kreis mehr als sieben Knoten hat, einer der Knoten wvs, ..., v,,. Oder aber
auch ein Knoten der Mengen U; oder Us. Spétestens wenn Alice einen Knoten aus U; mit
beliebiger Farbe farbt, farbt Bob den dritten Knoten in U; mit Farbe 1. Und spétestens
wenn Alice einen Knoten aus Us mit beliebiger Farbe firbt, firbt Bob den letzten Knoten
in Uz mit Farbe 1. (...)

Die Knoten v; und vs sind mit Farbe 1 geférbt, zudem sind in {vy,...,v7} zwei Knoten
v;,v; mit Farbe 1 gefdarbt. Sind die beiden Knoten benachbart, so handelt es sich um vs
und vg. Damit fiihren beide v4-v,-Wege iiber zwei mit Farbe 1 gefirbte Knoten. Sind
v; und v; jedoch nicht benachbart, so liegt ein Knoten ¢ zwischen ihnen und auf beiden
Wegen zwischen vy und ¢ liegen je zwei mit 1 gefirbte Knoten. Der Kreis ist damit nicht
rainbow-knotengefarbt. O

Satz 2.5.9
Set Cy, ein Kreis mit n > 7 Knoten. Dann gilt rvcg, (Cy,) = oco.

Beweis. Bob hat auch im Spiel Sp auf C,>7 eine Gewinnstrategie mit beliebig vielen Far-
ben. Er farbt einen beliebigen Knoten vy mit Farbe 1. Dieser ist auf jeden Fall ein strategisch
wichtiger Knoten. Und zwar gibt es mindestens vier Knoten (vs, ..., v,_1), die jeweils mit
v1 eine minimal trennende Knotenmenge bilden. Alice hat nun zwei Moglichkeiten:

(1) Alice farbt einen Nachbarn von v; mit beliebiger Farbe. Wir nehmen an, sie habe vy
gefarbt. Dann farbt Bob den anderen Nachbarn von dem von Alice gefirbten Knoten,
hier also vz, mit Farbe 1. Damit haben wir die gleiche Situation wie im Satz 2.5.8,
nach dem zweiten Spielzug. Dass hier zusétzlich vo gefirbt ist, spielt keine Rolle.
Weiter bei (*) im Beweis von 2.5.8.

(2) Alice fiarbt einen der iibrigen Knoten v;(je(s,.. n—1)) mit Farbe X (1 oder 2). Wir
markieren ihn mit «. Bob farbt einen Nachbarn von u, wobei er darauf achtet, dass
dieser nicht zugleich Nachbar von vy ist, ebenfalls mit Farbe X. Wir bezeichnen diesen
Knoten mit w. Alice farbt einen Knoten mit beliebiger Farbe. Bob wihlt nun einen
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Knoten, der nicht Nachbar von {uw,w} ist und firbt ihn mit Farbe 1. Die beiden
Nachbarn von {u,w} sind durch zwei Wege miteinander verbunden, von denen einer
natiirlich iiber die mit Farbe X gefirbten Knoten v und w fithrt und der andere iiber
zwei Knoten, die mit Farbe 1 gefiarbt sind. Somit sind beide Wege nicht rainbow-
knotengeférbt.

O]

Damit ist auch die Untersuchung von Kreisen abgeschlossen. Egal, ob Alice oder Bob
beginnt, gewinnt Bob immer auf Kreisen mit mindestens sieben Knoten.

2.5.3. Rainbowspielverbindungszahl fiir Rechteckgitter

In diesem Kapitel untersuchen wir m x n-Rechteckgitter. Sie sind wie folgt definiert:

Fir m,n > 2 ist das m x n-Rechteckgitter G,,, definiert durch G,,, = (V, E), mit
V=Avigli=1..mj=1.n}und E = {{vj,ve}|i—i|+]j—Jj]=1}

In den Beschreibungen der Gewinnstrategien sprechen wir vom Knoten v; ; und meinen da-
mit den Knoten der i-ten Zeile und j-ten Spalte des Gitters. Die Knoten vy 1, v1 n, Um,1, Umn
nennen wir oft Eckknoten. Wir nehmen an, dass fiir das Gitter n > m gilt. Die Rechteck-
gitter sind also mindestens so breit wie hoch. Andernfalls betrachten wir das um 90° nach
links gedrehte, neu nummerierte Gitter.

vy Y12 P11 LI

ELER] - Um,n

m1 v Vmn mn

Da das Gitter zwei Symmetrieachsen hat (beziehungsweise fiir m = n sind es sogar vier),
konnen wir gerade fiir die Auswahl des ersten Knotens einzelne Knoten zu Knotenmengen
zusammenfassen und die Gewinnstrategie fiir einen Vertreter der Menge zeigen. Fiir die
iibrigen Knoten der Menge wiire das Gitter zu drehen beziehungsweise an der entsprechen-
den Symmetrieachse zu spiegeln und neu zu nummerieren.

Wir untersuchen zuerst Rechteckgitter mit zwei Zeilen. Das kleinste Rechteckgitter, das
wir untersuchen miissen, ist G2 3. Kleiner ist nur das Gitter G2 2. Das entspricht gerade
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dem

Kreis Cy und auf dem gewinnt geméss Satz 2.5.5 immer Alice mit nur einer Farbe.

In 2 x 3-Rechteckgittern sind in den folgenden Situationen (I), (II) und (III) alle Knoten
rainbow-knotenverbunden, unabhéngig von der Farbung der iibrigen Knoten. Die Symbole

[J und M stehen fiir je eine von zwei beliebigen Farben.

@ (1) (11T

LTy Il

Satz 2.5.10
Sei Go 3 ein 2 X 3-Rechteckgitter. Dann gilt rvcg, (Ga3) = 2.

Beweis. Fiir 2 x 3-Rechteckgitter gilt diam(G23) = 3. Mit den Propositionen 1.2.1 und
2.3.1 folgt, dass rveg, > 2 sein muss. Mit nur einer Farbe gewinnt demnach immer Bob.

Alice hat aber mit mindestens zwei Farben eine Gewinnstrategie.

Alice beginnt und farbt den Knoten vy ; mit Farbe 1.

(1)

(2)

(3)

Farbt Bob einen der Knoten vy 2 oder vy mit beliebiger Farbe, so farbt Alice im
néchsten Spielzug den anderen der beiden mit der zweiten zur Verfiigung stehenden
Farbe. Wir erhalten Situation (I).

Farbt Bob zuerst den Knoten vy 3 mit Farbe 1, so farbt Alice den Knoten v; 2 mit
Farbe 2. Damit erhalten wir Situation (II).

Farbt Bob zuerst den Knoten vy 3 mit Farbe 2, so farbt Alice den Knoten v; » mit
Farbe 1. Farbt Bob danach nicht den Knoten vy 9, farbt ihn Alice mit Farbe 2 (Situa-
tion (I)). Farbt Bob aber doch den Knoten vg 2, und zwar mit Farbe 2, so erhalten
wir Situaton (I). Férbt er den Knoten v 2 mit Farbe 1, dann férbt Alice den Knoten
v9 3 mit Farbe 2. Die Farbung entspricht der Situation (III).

Farbt Bob hingegen zuerst einen der Knoten v 1 oder v 3 mit beliebiger Farbe, dann
farbt Alice den Knoten vo 2 mit Farbe 2.

(3.1) Féarbt Bob nun den Knoten v; 3 oder den noch ungeférbten Knoten vy 3 bezie-
hungsweise vg 1 mit beliebiger Farbe, so farbt Alice den Knoten vy 2 mit Farbe
1, womit sie Situation (I) erreicht.

(3.2) Farbt Bob den Knoten vy 2 mit Farbe 1, so gewinnt Alice (Situation (I)). Férbt
er den Knoten vy o aber mit Farbe 2, so farbt Alice den Knoten v; 3 mit Farbe
1. Sie erreicht damit Situation (II).

In allen Féllen sind je zwei Knoten rainbow-knotenverbunden. O
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Satz 2.5.11
Sei Ga 3 ein 2 x 3-Rechteckgitter. Dann gilt rvcs, (Ga3) = 2.

Beweis. Wie in 2.5.10 bereits bemerkt, gewinnt auf 2 x 3-Rechteckgittern Bob mit nur einer
Farbe. Wir zeigen eine Gewinnstrategie im Spiel Sp auf Ga 3 fiir Alice, wenn mindestens
zwei Farben zur Verfiigung stehen.

Férbt Bob einen der Knoten v12 oder vg o mit Farbe 1, férbt Alice den anderen der beiden
genannten Knoten mit Farbe 2. Wir erhalten Situation (I).

F#rbt Bob aber zuerst einen der {ibrigen Knoten mit Farbe 1, farbt Alice einen mittleren
Knoten einer Zeile mit Farbe 2.

(1) Farbt Bob darauf den mittleren Knoten der anderen Zeile mit Farbe 1, trifft Situation
(I) ein.

Farbt Bob hingegen den mittleren Knoten der anderen Zeile ebenfalls mit Farbe 2, so
gibt es eine Zeile in der bereits zwei Knoten unterschiedlich gefirbt sind. Alice farbt
in dieser Zeile den dritten Knoten mit Farbe 1 und erreicht damit Situation (II).

(2) Farbt Bob nicht den mittleren Knoten der anderen Zeile des Gitters, so farbt ihn
Alice mit Farbe 1. Wir haben Situation (I).

Auch hier sind, gleichgiiltig wie die tibrigen Knoten anschliessend gefirbt werden, jeweils
zwei Knoten rainbow-knotenverbunden. Alice gewinnt, wenn ihr mindestens zwei Farben
zur Verfiigung stehen. O

Satz 2.5.12
Sei Go 4 ein 2 x 4-Rechteckgitter. Dann gilt rvcg, (G24) = 00.

Beweis. Wir zeigen im Spiel S4 auf G 4 eine Gewinnstrategie fiir Bob bei beliebiger Anzahl
an Farben.

Férbt Alice einen der Knoten v;; oder vy mit beliebiger Farbe, dann farbt Bob den
anderen dieser beiden Knoten beliebig.

Wenn Alice einen der Knoten vy 4 oder vp 4 mit beliebiger Farbe firbt, so firbt Bob den
anderen der beiden genannten Knoten ebenfalls beliebig.

Wichtig ist, sobald Alice einen der Knoten vy o oder vy 3 beziehungsweise v 2 oder vo 3 mit
beliebiger Farbe farbt, farbt Bob den jeweils anderen Knoten der genannten Knotenpaare
mit derselben Farbe wie Alice zuvor.

Alle Wege zwischen vq,1 und vy 4 fithren entweder iiber die Knoten vy > und v 3 oder iiber
die Knoten vy 2 und v 3. Bob erreicht mit seiner Strategie, dass beide Knoten der Paare
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{vi2,v13} und {va2,v23} jeweils mit gleicher Farbe geférbt sind. Jeder Weg zwischen v; 3
und vy 4 fiihrt dann iiber zwei Knoten, die gleich geférbt sind, womit Gg 4 nicht rainbow-
knotengeféarbt ist. O

Satz 2.5.13
Sei Go4 ein 2 x 4-Rechteckgitter. Dann gilt rvcg, (Ga4) = 4.

Beweis. Fiir 2 x 4-Rechteckgitter gilt diam(G24) = 4. Mit den Propositionen 1.2.1 und
2.3.1 folgt, dass rvcs, > 3 sein muss. Mit héchstens zwei Farben gewinnt auf G 4 demnach
immer Bob.

Wir zeigen, dass Bob auch mit drei Farben gewinnt.

Hinweis: Sobald Alice einen der Knoten der noch ungefirbten Paare {v;2,v13} oder
{v2,2,v23} farbt, firbt Bob den zweiten Knoten des entsprechenden Paares mit derselben
Farbe wie Alice. In diesem Fall miisste eine vierte Farbe vorhanden sein, um den Weg
zwischen den beiden Eckknoten dieser Zeile rainbow-knotenverbunden farben zu koénnen.

Bob farbt den Knoten vy 1 mit Farbe 1. Nach dem Hinweis gehen wir davon aus, dass Alice
keinen der Knoten vy 2,v1 3,022, v2 3 firbt. Férbt Alice einen der Knoten v 4 oder vp 1 mit
beliebiger Farbe, dann féirbt Bob den Knoten v 4 mit Farbe 1. Farbt Alice danach einen
weiteren Eckknoten, farbt Bob den Knoten v 2 mit Farbe 1. Die gleiche Situation entsteht,
wenn Alice in der ersten Spielrunde den Knoten v 4 mit Farbe 1 und Bob anschliessend
den Knoten vy 2 mit Farbe 1 firbt. (Zwar sind dann die beiden anderen Eckknoten noch
ungefirbt, was aber keine Rolle spielt.) Um zu verhindern, dass Bob im néchsten Spielzug
die Féarbung aller Knoten von zwei trennenden Knotenmengen {vi 1,v22} und {vi3,v24}
mit Farbe 1 gelingt, firbt Alice den Knoten v; 3 mit Farbe 2. Dann farbt Bob den Knoten
v2 3 mit Farbe 1 oder den Knoten v; 2 mit Farbe 2. Geméss Hinweis gelingt Alice in dem Fall
eine Rainbow-Knotenfarbung hochstens dann, wenn ihr eine vierte Farbe zur Verfiigung
steht.

Daher diirfen wir davon ausgehen, dass Alice zuerst den Knoten vy 4 mit Farbe 2 farben
wird. Darauf firbt Bob den Knoten v ; mit Farbe 3. Aufgrund des Hinweises wird Alice
den Knoten vy 4 farben. Wihlt sie dafiir ebenfalls Farbe 3, wird Bob den Knoten vy 2 mit
Farbe 3 farben. (i) Féarbt Alice als Néchstes nicht den Knoten v 3 so wird ihn Bob in
seinem néchsten Spielzug mit Farbe 3 farben. Gemiss Hinweis briauchte Alice dann eine
vierte Farbe, die aber nicht zur Verfiigung steht. (ii) Férbt Alice doch den Knoten v 3
mit anderer Farbe als 3, firbt Bob darauf den Knoten vy 3 mit 3. Dann sind alle Knoten
der beiden trennenden Knotenmengen {vq 2, v2 1} und {v; 4,v23} mit Farbe 3 geférbt und
damit ist kein vy 1-vg 4-Weg rainbow-knotengefarbt.

Alice wird also fiir den Knoten vy 4 Farbe 1 oder 2 wihlen. Womit wir eine der folgenden
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Spielsituationen (A) und (B) haben:
Neae S
—0O—0—~0® —O0O—0O—®

Bob férbt in Situation (A) den Knoten vy s mit Farbe 1 und in Situation (B) firbt er
diesen Knoten mit Farbe 2. Wir diirfen gemé#ss Hinweis davon ausgehen, dass Alice den
Knoten v1 2 férbt, und zwar nicht in derselben Farbe wie Bob den Knoten v1 3. In beiden
Situationen gilt: Falls Alice den Knoten vq 2 mit Farbe 3 farbt, so farbt Bob den Knoten
v2 3 mit Farbe 3. Dann ist in beiden Fillen kein vy 1-v2 4-Weg rainbow-knotengeférbt.

Damit bleibt Alice fiir den Knoten vy 2 in Situation (A) die Farbe 2 und in Situation (B)
die Farbe 1. Bob firbt den Knoten vy 3 in (A) mit Farbe 2 und in (B) mit Farbe 1. Die
Farbungen sehen aktuell folgendermassen aus:

@
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Alice muss den letzten Knoten v o farben. Sie wird dabei nicht die gleiche Farbe wie fiir
den Knoten vy 3 wihlen.

(A) Farbt sie diesen Knoten mit Farbe 1, dann ist keiner der vg;-vj 4-Wege rainbow-
knotengefiarbt. Wenn sie ihn mit Farbe 3 farbt, so ist kein vy 1-vg 4-Weg rainbow-
knotengefarbt.

(B) Férbt sie den Knoten mit Farbe 2, so ist kein vg 1-v1 4-Weg rainbow-knotengefirbt.
Falls sie ihn mit Farbe 3 férbt, ist keiner der vy 1-vg 4-Wege rainbow-knotengeférbt.

Drei Farben reichen demzufolge nicht aus, um den Graphen G 4 rainbow-knotenverbunden
zu farben. Steht aber eine vierte Farbe zur Verfiigung, hat Alice eine Gewinnstrategie.

Grundsitzlich achtet Alice beim Farben darauf, dass die Knoten der Paare {v1,v24},
{va1,v14}, {v12,v1,3} und {va 2, v 3} unterschiedlich geférbt sind. Sobald also Bob einen
Knoten dieser Paare firbt, farbt Alice den anderen Knoten mit einer anderen Farbe.

Bei der Farbwahl schaut sie zusétzlich auf folgende Punkte:
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Die Eckknoten fiarbt Alice folgendermassen: Bob firbt einen ersten Eckknoten mit Farbe
0. Alice farbt den entsprechenden Knoten mit Farbe M. Abhingig davon, welche Farbe
Bob fiir den dritten Eckknoten aussucht, farbt Alice den vierten wie folgt: Wahlt Bob eine
der bereits verwendeten Farben [, so farbt Alice mit einer bisher noch nicht verwendeten
Farbe A. Farbt Bob allerdings bereits mit einer weiteren Farbe A, so wihlt Alice 0. Die
Eckknoten sind dann wie folgt gefarbt:

Lo T

Bei der Farbung des ersten Paares {vq 2, v1,3} oder {v22,v2 3} wihlt Alice fiir ihren Knoten
moglichst eine Farbe, die noch nicht verwendet wurde. Wir erinnern daran, dass Alice
jeweils den zweiten Knoten des Paares firbt. Sind die Knoten des einen Paares {vq2,v1 3}
oder {vy 2, v2 3} bereits gefirbt und farbt Bob nun einen Knoten des zweiten Paares, kontert
Alice wie folgt:

gesafiijueniiias

Bei (a) wihlt Bob fiir einen Knoten des zweiten Paares eine dritte Farbe. Mit einer vier-
ten Farbe erreicht Alice bereits, dass das 2 x 4-Gitter unabhéngig von der Fiarbung der
Eckknoten rainbow-knotengefarbt ist.

Bei (b) farbt Bob mit einer Farbe, die fiir das erste Paar bereits verwendet wurde. Er firbt
einen Knoten so, dass in einer Spalte zwei Knoten v 2 und vo2 beziehungsweise vy 3 und
v 3 gleich geférbt sind. Alice farbt mit einer dritten Farbe den noch ungefarbten Knoten
dieser beiden Paare. Egal, wie die Eckknoten gefirbt sind oder noch gefirbt werden, das
2 x 4-Gitter ist rainbow-knotengeférbt.

Bei (c) fiarbt Bob auch mit einer Farbe, die fiir das erste Paar schon verwendet wurde. Er
wéhlt aber einen Knoten so, dass eben gerade nicht zwei Knoten einer Spalte gleich gefarbt
sind. Alice farbt den zweiten Knoten ebenfalls mit der gleichen Farbe, die sie fiir das erste
Paar verwendet hat.

Ob die Gitter unter (I.c) oder (IL.c) rainbow-knotengeféirbt sind oder nicht, kommt auf
die Eckknoten an. Fiir die Féarbung der Paare {vi,v13} und {va2,v23} sind folgende
Kombinationen moglich: CI/B (O/A ist isomorph zu /B und wird daher nicht separat
betrachtet), 0/, A /B und /B ($/A ist isomorph zu /B). Daraus ergeben sich insge-
samt die folgenden Moglichkeiten:
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Diese Gitter sind nicht rainbow-knotengefarbt:

Hier sind die Gitter rainbow-knotengefiirbt:

[ O A ) I R
VO A A

Das 2 x 4-Gitter kann also in den Féllen (I.c) und (IL.c) nur dann rainbow-knotengefirbt
sein, wenn die Farbkombination der Paare {v; 2,v1 3} und {vs2,v2 3} nicht CJ/M oder O/A
ist. Oder anders ausgedriickt, wenn sie nicht der Kombination entspricht, die fiir eines der
Paare {v1,1,v24} oder {va1,v14} verwendet wurde. Alice firbt jeweils den zweiten Knoten
der Paare {vy 1,v24}, {v2,1,v14}, {v1,2,v1,3} und {v2 2, v 3}. Dabei achtet sie also besonders
darauf, dass fiir die Paare {v; 2,v1 3} (also auch {va2,v23}), {v1,1,v24} und {va,1,v1 4} drei
unterschiedliche Farbkombinationen verwendet werden, was méglich ist, da vier Farben zur
Verfiigung stehen. O

Bemerkung 2.5.14

Die letzte Abbildung zeigt, dass eine Farbung mit nur drei Farben durchaus moglich ist.
Bob zwingt aber mit seiner Gewinnstrategie fiir drei Farben Alice dazu, die Knotenpaare
{v12,v1,3} und {v2 2, v 3} mit einer der Farbkombinationen zu farben, die bereits fiir eines
der Paare {v; 1,v24} oder {va1,v14} verwendet wurde.

Satz 2.5.15
Auf 2 x n-Rechteckgittern Ga,, mit n > 5 gilt rves, (Gan) = 00 und rveg, (Gapn) = 0o.

Beweis. Die Knotenteilmengen Uy, Us,Us € Up(Gan),

Ui = {vi2,v21,v22} ={v1,2,v21} U{v12,v2.2},
U2 = {'Ul,nfl,'UQ,n727v2,n} == {Ul,n717v2,n72} U {Ul,nflav2,n}7
Us = {Ul,n—27 Vin, ’Uz,n—1} = {vl,n—z, Uz,n—l} U {'Ul,n7 U2,n—1}7
mit den strategisch wichtigen Knoten swK(U;) := wvi2, swK(Uz) = vip—1 und

swK (Us) := vy 1 erfiillen die Voraussetzungen im Satz 2.4.14:
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(i) Uy, Uz und Us sind paarweise disjunkt.
(ii) Es gibt keine trennende Knotenmenge in Us oder Us, die U; trennt.

(iii) Keine der trennenden Knotenmengen aus U; trennt eine der Mengen Us oder Us.

T4 Y12 Y12 Y10 Yin

Ta1 Y22 Yan2 Y2t Yon

Bob farbt geméss seiner Strategie im Beweis von Satz 2.4.14. Die Knoten v;; und vy,
(oder vy ) werden durch zwei Knotenmengen, deren Knoten alle mit Farbe 1 gefiarbt sind,
getrennt. Das 2 x n-Rechteckgitter ist mit Satz 2.4.2 nicht rainbow-knotengeféirbt, womit
Bob gewinnt. O

Die Gitter mit zwei Zeilen sind damit abschliessend untersucht. Wir widmen uns nun den
Gittern mit drei Zeilen, wobei wir mit dem 3 x 3-Rechteckgitter beginnen.

Satz 2.5.16
Bob gewinnt beide Spielvarianten Sa und Sp des Rainbow-Verbindungsspiels auf 3 X 3-
Rechteckgittern G3 3, wenn héchstens drei Farben zur Verfiigung stehen.

Beweis. Mit drei Farben hat Bob fiir die Spielvariante S4 folgende Gewinnstrategie.

Wir unterscheiden drei Moglichkeiten, mit welchem Knoten Alice beginnt: (1) mit einem
Eckknoten v1,1,v1 3,v3,1,v33, (2) mit dem Knoten vy 2 oder (3) mit einem Knoten aus der

Menge {1)1,2, V2,1, V2,3, 03,2}-

(1) Alice férbt einen Eckknoten. Wir nehmen ohne Beschriankung an, sie farbe zuerst den
Knoten vq,1 mit Farbe 1. Dann firbt Bob den Knoten vs 2 mit Farbe 1. Bob reagiert
im Weiteren auf Alices Spielziige wie folgt:

(a) Alice férbt einen der Knoten v 2 oder vso beliebig. Bob farbt den zweiten der
beiden genannten Knoten mit Farbe 1.

(b) Alice farbt einen der Knoten vp; oder v 3 beliebig. Bob fiarbt den noch un-
gefarbten dieser beiden Knoten mit Farbe 1.

(c) Alice farbt einen der Knoten v; 3 oder v3; beliebig. Bob firbt den anderen der
genannten Knoten mit Farbe 1.
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(d) Alice férbt den Knoten v33 oder (spéter) einen Knoten, dessen in (a) bis (c)
bezeichneter Partner bereits gefirbt ist. Bob farbt einen Knoten eines Paares
aus (a), (b) oder (c), von dem noch beide Knoten ungeféirbt sind, mit Farbe 1.

Den letzten Knoten fiarbt Alice beliebig. Damit erhalten wir eine der folgenden Si-
tuationen:

Die jeweils beiden griin eingekreisten Knoten koénnen in diesen Spielsituationen
hochstens dann rainbow-knotenverbunden sein, wenn eine vierte Farbe zur Verfiigung
steht. Die beiden rot eingekreisten Knoten konnen auch mit vier Farben nicht
rainbow-knotenverbunden sein, da es zwei Knotenmengen gibt, deren Knoten alle
mit Farbe 1 gefirbt sind und die diese beiden Knoten trennen.

Alice farbt den Knoten vy o mit Farbe 1. Darauf farbt Bob den Knoten v1,; mit Farbe
1. Damit haben wir nach der ersten Spielrunde die gleiche Situation wie im Fall (1).

Alice férbt einen Knoten aus der Menge {v12,v21,v23,v32}. Ohne Beschrankung
gehen wir davon aus, dass sie den Knoten v; 2 mit Farbe 1 férbt. Bob farbt den
Knoten vg 2 mit Farbe 1.

Bob kontert Alices weitere Spielziige wie folgt:

(e) Alice farbt einen der Knoten vy oder vs3 beliebig. Bob fiarbt den zweiten der
beiden genannten Knoten mit Farbe 1.

(f) Alice farbt einen der Knoten vy oder vy 3 beliebig. Bob firbt den noch un-
gefirbten dieser beiden Knoten mit Farbe 1.

(g) Alice farbt einen der Knoten vy 3 oder vz ; beliebig. Bob farbt den anderen der
genannten Knoten mit Farbe 1.

(h) Alice firbt den Knoten v3 2 oder (spéter) einen Knoten, dessen in (e) bis (g)
bezeichneter Partner bereits gefirbt ist. Bob fiarbt einen Knoten eines Paares



aus (e), (f) oder (g), von dem noch beide Knoten ungefirbt sind, mit Farbe 1.

Den letzten Knoten farbt Alice beliebig. Die Farbung des Graphen entspricht einer
der folgenden Spielsituationen, wobei fiir die eingekreisten Knoten dasselbe gilt wie
bei (1):

Mit hochstens drei Farben gewinnt Bob das Spiel, wenn Alice beginnt.

Wir zeigen im Folgenden eine Gewinnstrategie fiir Bob mit drei Farben, wenn er beginnt.
Er firbt zu Beginn den Knoten v 2 mit Farbe 1. Auf Alices Spielziige reagiert er danach
wie folgt:

(a) Féarbt Alice einen der Knoten v;; oder v33 beliebig, dann firbt Bob den anderen
dieser Knoten mit Farbe 1.

(b) Wenn Alice einen der Knoten v; 3 oder v3 1 beliebig férbt, so firbt Bob den anderen
der genannten Knoten mit Farbe 1.

(c) Alice firbt einen der Knoten v 1 oder vy 3 beliebig. Bob fiarbt den noch ungefarbten
dieser beiden Knoten mit Farbe 1.

(d) Wenn Alice einen der Knoten v; 2 oder vs o beliebig férbt, firbt er den zweiten der
beiden genannten Knoten mit Farbe 1.

Sobald alle Knoten geférbt sind, entsprechen die mit Farbe 1 gefirbten Knoten einer der
nachstehenden Situationen:
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Auch hier kénnten die Wege zwischen den beiden griin eingekreisten Knoten héchstens dann
rainbow-knotenverbunden sein, wenn eine vierte Farbe zur Verfiigung stehen wiirde. O

Bevor wir gleich beweisen, dass Alice mit vier Farben gewinnt, zeigen wir vorab drei Situa-
tionen (I), (II) und (III), die das Spiel annehmen kann. Wieder muss das Gitter G'3 3 unter
Umsténden durch Spiegeln und/ oder Drehen in die jeweilige Position gebracht werden.
Die Symbole [, /A, <>, B stehen fiir vier beliebige Farben. Sobald in einer der Teilstrategien
(1), (2) und (3) eine Farbe einem Symbol zugewiesen worden ist, ist dies verbindlich. In den
drei Teilstrategien kénnen aber dem gleichen Symbol unterschiedliche Farben zugewiesen

werden.

U (ID) (I11)
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In den Situationen (I) und (II) werden - unabhéngig von der weiteren Férbung - alle Knoten
rainbow-knotenverbunden sein.

Wahrend des Spiels kommt es immer wieder vor, dass die zweite Zeile oder die zweite
Spalte des Graphen G333 mit zwei Farben A - [J - ... gefirbt ist. Ist Alice am Zug, erreicht
sie mit einer dritten Farbe < Situation (I). Ist Bob am Zug wird er dies wohl vermeiden
wollen und wéhlt fiir den dritten Knoten eine der Farben [0 oder A. Wihlt er A, wird Alice
einen weiteren Knoten aus {vq2,v2,1,v2,3,v32} (falls noch einer ungefirbt ist) wéhlen und
ihn mit Farbe <) farben, womit wir Situation (II) haben. Wir gehen daher im Folgenden
in dieser Lage immer davon aus, dass Bob den dritten Knoten mit Farbe O firbt. Wir
haben dann bereits gepriift, ob noch einer der Knoten in {v;2,v21,v23,v32} ungefirbt
oder bereits mit Farbe { gefarbt ist.

Ob der Graph G3 3 in Situation (III) rainbow-knotengeférbt ist oder nicht, kommt zudem
auf die Farbung der Eckknoten an. In den folgenden Situationen ist er es. Die Auswahl ist
nicht abschliessend. In den Beweisen der beiden néchsten Sdtze beziehen wir uns aber nur
auf die folgenden sechs Situationen.

(111

SeRsthst

)
(i) i

@) ) ()

Dass Alice mit mindestens vier Farben immer eine der Situationen (I), (II) oder (i) - (vi)
in (III) erreicht, wollen wir nun zeigen.

Satz 2.5.17
Sei Gz 3 ein 3 x 3-Rechteckgitter. Dann gilt rvcg, (G33) = 4.

Beweis. Wir zeigen eine Gewinnstrategie fiir Alice im Spiel Sy auf G33 mit vier Farben.
Sie farbt zuerst den Knoten v;; mit Farbe 1. Wir unterscheiden, ob Bob (1) mit dem
Knoten vy 2, (2) mit einem Knoten aus {v1,2,v21,v2,3,v32} oder (3) mit einem der iibrigen
Eckknoten vy 3, v31 oder vs 3 fortfihrt.
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Bob férbt den Knoten vy mit Farbe 1 oder 2 (OJ). Alice firbt darauf den Knoten
v9,3 mit Farbe 3 (A). Die zweite Zeile ist dann A - O - ... gefarbt. Wir haben bereits
gezeigt, dass Bob den Knoten v ; mit Farbe O farben wird, wenn er Situation (I) oder
(IT) vermeiden will. Alice farbt darauf den Knoten vz mit Farbe 4 (H). Egal, wie
Bob den néchsten Knoten fiarbt, erhalten wir spétestens nach dem n#chsten Spielzug
von Alice eine der drei Situationen (I), (II) oder (III). Falls er den Knoten v; » mit
Farbe O geféirbt hat, farbt Alice nun den Knoten vz ; mit Farbe ¢ (entspricht Farbe
1 oder 2, je nachdem, wie Bob [J gewiihlt hat). Bob firbt beliebig. Alice firbt den
letzten Knoten mit Farbe A, womit Situation (i) oder (ii) in (III) eintritt, in der alle
Knoten rainbow-knotenverbunden sind.

Bob féirbt zuerst einen der Knoten vy 2, v2 1, v2,3 oder v32 mit Farbe 1 oder 2 (A).
Alice fiarbt darauf den Knoten vy o mit Farbe 3 (). Eine Zeile oder Spalte ist damit
mit A - O - ... gefdrbt. Wenn Bob die Situationen (I) und (II) vermeiden will, farbt
er den dritten Knoten dieser Zeile oder Spalte mit Farbe [. Alice firbt einen der
beiden noch ungefirbten Knoten aus {1)172,1)2,1,1)273,1)3,2} mit Farbe 4 (H). Erneut
ist eine Spalte oder Zeile mit B - [J - ... gefarbt. Farbt Bob nicht den dritten Knoten
dieser Spalte oder Zeile mit Farbe [J, entsteht spétestens nach Alices néichstem Zug
Situation (I) oder (II). Farbt er aber diesen Knoten mit [J, présentiert sich der
teilgefarbte Graph G333 wie in einer der nachstehenden Abbildungen, wobei jedoch
erst ein Eckknoten mit Farbe 1 geféirbt ist. Je nachdem, mit welcher Farbe Bob zuerst
gefarbt hat, entspricht Farbe 1 entweder A oder .

Alice ist am Zug. Sie farbt den fett markierten Knoten mit der entsprechenden Farbe.
@ % @ % @ %
@ % @ % @ %

Die Situationen (D - (6) entsprechen anschliessend bereits einer der Situationen (i) -

(vi) in (III).

In den Situationen (?) und farbt Alice nach Bobs néchstem Spielzug den noch
ungefirbten Knoten mit Farbe A\, womit sie eine der Situationen (i) oder (ii) in (III)
erreicht.
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(3) Bob farbt zuerst einen der iibrigen Eckknoten vy 3, v31 oder v3 3 mit Farbe 1 oder 2
(). Wir kennzeichnen ihn mit u.

(3.1) Handelt es sich bei v um v 3 oder vs 1, so ist es Alices Ziel, dass der Knoten
v1,1 von [-gefirbten Knoten ,eingeschlossen® wird. Das erreicht sie, indem sie
darauf achtet, dass genau ein Nachbar von « mit Farbe [] gefarbt ist und beide
Nachbarn von vq; mit Farbe (.

(3.2) Handelt es sich bei v um den Knoten v3 3, so will Alice erreichen, dass weder v 1
noch vz 3 zwei mit [ gefdrbte Nachbarn hat. Sie muss also nur darauf achten,
dass die beiden Knoten genau einen mit Farbe [ gefarbten Nachbarn haben.

In beiden Féllen farbt Alice einen Nachbarn von u mit Farbe 3 (O). Bei (3.1) wihlt
sie denjenigen Nachbarn, der zugleich Nachbar von vy 1 ist.

Wir zeigen nun, warum Bob den Knoten vg 2 mit Farbe [ farben muss:

e Fiarbt Bob vy 2 mit anderer Farbe als [, sind in einer zweiten Zeile oder Spal-
te zwei Knoten unterschiedlich gefirbt. Mit einer dritten Farbe erreicht Alice
Situation (I).

e Firbt Bob einen weiteren Eckknoten, so farbt Alice den zweiten Nachbarn von
u mit Farbe 4 (W). (i) Farbt Bob anschliessend den Knoten vp o mit beliebi-
ger Farbe, sind in einer zweiten Zeile oder Spalte zwei Knoten unterschiedlich
gefirbt. Alice erreicht mit einer dritten Farbe Situation (I). (i) Féarbt Bob hin-
gegen einen weiteren Eckknoten, farbt Alice den Knoten vy 2 mit einer anderen
Farbe als [ oder B. Damit sind in der zweiten Zeile und in der zweiten Spalte je
zwei Knoten unterschiedlich gefarbt. Bob firbt beliebig. Alice erreicht mit einer
weiteren Farbe Situation (I). (74) Farbt Bob aber einen zweiten Randknoten der
zweiten Zeile oder der zweiten Spalte, unterscheiden wir folgendes: Sind diese
beiden Knoten gleich gefiarbt (also mit [J beziehungsweise W), firbt Alice den
Knoten vy 2 mit A. Damit hat sie Situation (II) erreicht. Hat Bob eine andere
Farbe als [0 oder B gewéhlt, so farbt sie mit einer dritten Farbe den Knoten
v9,2 und erreicht Situation (I).
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e Farbt Bob einen der iibrigen Knoten, unterscheiden wir, ob dieser Knoten einen
gemeinsamen Nachbarn mit dem bereits mit Farbe [ gefarbten Knoten hat oder
ob er andernfalls zur gleichen Zeile beziehungsweise Spalte wie besagter Kno-
ten gehort. Im ersten Fall farbt Alice anschliessend den Knoten vy 2 mit einer
weiteren Farbe. Damit sind in der zweiten Zeile sowie in der zweiten Spalte
zwei Knoten unterschiedlich gefarbt. Bob kann nicht verhindern, dass Alice im
nichsten Zug mit einer dritten Farbe Situation (I) erreicht. Auch im zweiten
Fall farbt Alice den Knoten v 2 mit einer weiteren Farbe A. Damit sind entwe-
der bereits alle Knoten einer zweiten Zeile oder Spalte unterschiedlich geféirbt
(Situation (I)) oder die Zeile beziehungsweise Spalte ist [J-A-OJ gefirbt. Nach
Bobs néichstem Zug ist auf jeden Fall ein Knoten der zweiten Spalte beziehungs-
weise Zeile noch ungefiarbt. Diesen firbt Alice mit einer dritten Farbe, womit
sie Situation (II) erreicht.

Wir diirfen also annehmen, dass Bob den Knoten wvoo farben wird. Wahlt er eine
andere Farbe als [, wird Alice den dritten Knoten dieser Zeile oder Spalte mit einer
weiteren Farbe firben und wir erhalten Situation (I). W&hlt er [J, ist eine Zeile oder
Spalte mit (I - O - ... gefiirbt, die wir mit Z kennzeichnen. Alice farbt nun nicht den
dritten Knoten der Zeile oder Spalte Z, sondern den anderen Nachbarn von u mit
Farbe 4 (W). Wir diirfen wieder annehmen, dass Bob den dritten Knoten in der B
- O - ... gefirbten Spalte oder Zeile mit Farbe O firbt. Alice farbt nun den dritten
Knoten in Zeile oder Spalte Z mit Farbe A, die der Farbe 1 oder 2 entspricht.

Im Fall (3.2) haben wir bereits eine der Situationen (ii) oder (iii) in (III), je nachdem
ob Bob fiir { Farbe 1 oder 2 gewihlt hat.

Im Fall (3.1) farbt Alice nach Bobs néchstem Zug den letzten Knoten mit Farbe A.
Damit erhalten wir Situation (i) oder (ii) in (III).

Alice gewinnt demnach, wenn ihr mindestens vier Farben zur Verfiigung stehen. O

Satz 2.5.18
Sei Gz 3 ein 3 X 3-Rechteckgitter. Dann gilt rvcs, (Gs3) = 4.

Beweis. Wir nehmen an, dass auch im Spiel Sp auf G33 mindestens vier Farben zur
Verfiigung stehen und zeigen eine Gewinnstrategie fiir Alice. Dass mit weniger Farben
immer Bob gewinnt, haben wir im Beweis von Satz 2.5.16 gezeigt.

Bob hat die Méglichkeit, (1) mit dem Knoten vy 2, (2) mit einem der Eckknoten vy 1, vy 3,
vs,1 oder v3 3 oder (3) mit einem Knoten aus {v; 2,v2,1,v23,v32} zu beginnen.

(1) Bob firbt den Knoten vy 2 mit Farbe 1 (O). Alice farbt dann den Knoten vy ; mit
Farbe 2 (H). Wir nehmen auch hier an, dass Bob die Situationen (I) und (II) ver-
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meiden will und den dritten Knoten in der mit B - I - ... gefirbten Zeile mit Farbe
O farbt. Alice farbt darauf den Knoten v3 o mit Farbe 3 (A). Férbt Bob den Knoten
v1,2 mit Farbe M (oder mit Farbe 4 ({)) oder mit A, erhalten wir Situation (I) bezie-
hungsweise (II). Farbt er einen anderen Knoten, erreicht Alice Situation (I), indem
sie den Knoten v; 2 mit Farbe B oder < firbt. Hat Bob aber den Knoten vy mit [J
geférbt, firbt Alice den Knoten vy ; mit Farbe 4 ({). Bob firbt einen der iibrigen
Knoten beliebig. Alice farbt den noch ungeférbten Knoten vz 1 oder 33 mit Farbe A.
Damit erreicht sie Situation (i) beziehungsweise (ii) in (III).

(2) Bob fiarbt einen der Eckknoten mit Farbe 1 ({»). Ohne Beschrénkung nehmen wir an,
es handle sich um den Knoten v; ;. Alice firbt den Knoten v; 2 mit Farbe 2 (O0). Wir
haben im Beweis von Satz 2.5.17 in Teilstrategie (3) gezeigt, weshalb Bob nun den
Knoten v 9 mit Farbe O farben muss, wenn er Situation (I) oder (II) vermeiden will.
So ist es auch hier, obwohl in den Ausfithrungen in 2.5.17 ein Knoten mehr geférbt
ist, was aber keine Rolle spielt. Alice firbt darauf den Knoten vp; mit Farbe 3 (H).
Bob wird wohl den dritten Knoten der B - [J - ... gefirbten Zeile oder Spalte mit
Farbe [ farben, um das Entstehen von Situation (I) oder (II) zu verhindern. Darauf
farbt Alice den letzten Knoten der Menge v32 mit Farbe 4 (A). Bob férbt einen
beliebigen Knoten. Einer der Knoten v3; oder v3 3 muss noch ungeférbt sein. Diesen
farbt Alice mit Farbe A. Damit erhalten wir eine der Situationen (i) oder (ii) in (III).

(3) Bob firbt einen der Knoten aus der Menge {v;2,v2,1,v23,v32} mit Farbe 1 (A).
Ohne Beschrankung nehmen wir an, er haben den Knoten vy o gefiarbt. Alice farbt
den Knoten v 3 mit Farbe 2 ().

(3.1) Farbt Bob vz 2 (oder vg 1) mit A (beziehungsweise <), so farbt Alice vg o mit [J
(Situation (II)).

(3.2) Férbt er v3o (beziehungsweise vy 1) mit anderer Farbe, so firbt Alice v mit
einer weiteren Farbe (Situation (I)).

(3.3) Farbt Bob hingegen einen Eckknoten, so farbt Alice den Knoten vy 2 mit Farbe
3 (0). Damit sind in der zweiten Zeile und der zweiten Spalte je zwei Knoten un-
terschiedlich gefiarbt, womit Alice im nédchsten Spielzug auf jeden Fall Situation

(I) gelingt.

(3.4) Farbt Bob den Knoten vy 2 mit beliebiger Farbe, so sind in der zweiten Spalte
oder der zweiten Zeile zwei Knoten unterschiedlich gefiarbt, womit Alice mit
einer dritten Farbe ebenfalls Situation (I) herbeifithren kann.

Alice gewinnt also mit mindestens vier Farben. O
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Satz 2.5.19
Auf 3 x 4-Rechteckgittern Gs 4 ist rvcs, (G34) = 00.

Beweis. Bob hat im Spiel Sy auf G34 eine Gewinnstrategie mit beliebig vielen Farben.

Alle Wege zwischen Knoten der ersten und der vierten Spalte fiithren iiber zwei Knoten der
gleichen Zeile der zweiten und dritten Spalte. Sobald Alice also einen Knoten der zweiten
oder der dritten Spalte mit beliebiger Farbe firbt, farbt Bob den Nachbarn derselben
Zeile in der dritten beziehungsweise der zweiten Spalte mit der gleichen Farbe, die Alice
verwendet hat.

Solange Alice keine Knoten der zweiten oder dritten Spalte farbt, firbt auch Bob keine.
Nach spétestens sechs Spielziigen ist Alice wieder an der Reihe und muss einen ersten
Knoten der zweiten oder dritten Spalte firben. Bob firbt jeweils wie im ersten Abschnitt
beschrieben. Damit fithren im gefirbten Graphen alle Wege zwischen Knoten der ersten und
der vierten Spalte iiber je zwei mit gleicher Farbe gefiirbte Knoten, womit Bob gewinnt. [

Satz 2.5.20
Auf 3 x 4-Rechteckgittern G3 4 ist rvcs, (Gga) = 0o

Beweis. Wir zeigen, dass Bob im Spiel Sp auf G34 mit beliebig vielen Farben immer
gewinnt. Bob beginnt und férbt den Knoten v;; mit Farbe 1. Alice hat elf Knoten zur
Auswahl fiir ihren ersten Spielzug.

(1) Alice farbt zuerst einen der Knoten v1,2 oder vy,3 mit beliebiger Farbe X<2. Bob
farbt den anderen dieser beiden Knoten ebenfalls mit Farbe X. Alice farbt einen be-
liebigen Knoten. Bob firbt im weiteren Spiel je einen Knoten der Paare {va 1, U272},
{va,3,v2.4}, {v31,v32} und {v33,v34} mit Farbe X. Das heisst, spétestens sobald
Alice einen der beiden Knoten mit beliebiger Farbe farbt, farbt Bob den ande-
ren Knoten des Paares mit Farbe X. (...) Damit sind alle Knoten von zwei vy ;-
U1,4-trennenden Knotenmenge T1 S {{Ul’z, ’U2’1}, {Ul,g, V2,2, Ug’l}, {ULQ, V2,2, U372}} und
T2 c {{U173,U2’4},{U173,’U2,3,U373},{1)173,7./2’3,’03,4}} mit Farbe X geféirbt. Mit Satz
2.4.2 fiihren alle vy 1-v1 4-Wege iiber mindestens zwei gleich gefarbte Knoten.

(2) Féarbt Alice in der ersten Spielrunde einen der Knoten w32 oder vz 3 mit beliebiger
Farbe X <2, so farbt Bob den anderen dieser beiden Knoten ebenfalls mit Farbe X.
Alice féirbt beliebig. Bob firbt weiter je einen Knoten der Paare {va 1,v24}, {v22,v23}
und {vi 2,013} mit Farbe X. (...) Alle Knoten von zwei ¢-s-trennenden Mengen T}
und 75 sind mit Farbe X geférbt.
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T und T3 trennen ¢ und s

{U2,1, U3,2} {1)1,27 V2,2, U3,3} V3,1 V3,4
{v2,1,v3,2} {v1,3,v2,2,v3,3} v3,1 V3,4
{v2,1,v3,2} {vi,2,v2,3,v3,3} v3,1 V3,4
{va2,1,v3,2} {v1,3,v2,3,v3,3} V3,1 V3,4
{v2,4,v3,3} {v1,2,v2,2,v3,2} v3,1 V3,4
{”2,4:7)373} {U1,27 1)2,3,1)3,2} V3,1 V3,4
{v2,4,v3,3} {v1,3,v2,2,v3,2} V3,1 V3,4
{v2,4,v3,3} {v1,3,v2,3,v3,2} V3,1 V3,4

Damit fiithrt jeder vs 1-vs3 4-Weg iiber mindestens zwei mit X geférbte Knoten.

Alice firbt einen der Knoten w22 oder wp3 mit beliebiger Farbe X<2. Bob
farbt den anderen dieser beiden Knoten ebenfalls mit Farbe X. Spétestens
wenn Alice einen Knoten der Paare {vi2,v13}, {v21,v31}, {vs32,v33} und
{v14,v24} mit beliebiger Farbe firbt, firbt Bob jeweils den anderen Knoten
des Paares mit Farbe X. (...) Damit sind alle Knoten einer Menge T; €
{{1)172,'0271,1)272}, {1)172,1)272,'0371},{7)1’3,1)271,1)272}, {1)173,?)2’2,1)371}} sowie einer Menge
Ty € {{via,v23,0v32},{v14,v23,v33},{v23,V24,0V32}, {v2,3,V24,v33}} mit Farbe X
gefdrbt, womit jeder vy 1-v34-Weg {iber mindestens zwei gleich geférbte Knoten fiihrt.

Alice farbt einen der Knoten wy; oder vy4 mit beliebiger Farbe X<2. Bob firbt
den anderen dieser beiden Knoten ebenfalls mit Farbe X. Bob achtet weiter darauf,
dass jeweils ein Knoten der Paare {vi2,v32} und {v;3,v33} mit Farbe X gefiirbt
wird. (...) Alle Knoten von zwei ¢-s-trennenden Mengen 7 und 75 sind mit Farbe X

gefirbt.
T und 75 trennen ¢ und s
{v1.2,v2.1} {vis, v24} V11 14
{v2,1,v3,2} {v2.4,v33} V31 V3,4
{v1,2,v2,1} {v2,4,v3,3} V1,1 V3,4
{v2,1,v3,2} {v1,3,v2,4} V3,1 V1,4

Damit fiihrt jeder ¢-s-Weg iiber mindestens zwei mit X gefdrbte Knoten.

Alice farbt den Knoten v3; mit beliebiger Farbe X<2. Bob fiarbt den Knoten v
ebenfalls mit Farbe X. Sobald Alice einen der Knoten vy oder vpo firbt oder
spéitestens in seinem letzten Spielzug, farbt Bob den noch ungefidrbten der bei-
den Knoten mit Farbe X, womit er alle Knoten einer trennenden Knotenmenge
Ty € {{vi2,v21}, {v12,v22,v31}} mit Farbe X gefirbt hat. Ansonsten gilt:

(5.1) Farbt Alice als Néchstes den Knoten vy 3 mit beliebiger Farbe, farbt Bob den
Knoten vs 4 mit Farbe X. Spétestens wenn Alice einen der Knoten vy 3 oder v3 3
beliebig farbt, firbt Bob den anderen Knoten mit Farbe X. (...) Damit sind die
Knoten einer zweiten trennenden Knotenmenge 75 mit Farbe X geférbt.
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T und T3 trennen ¢ und s

s.0. {v1,3,v2,4} V1,1 V1,4
S.0. {v2,4,v33} V1,1 V3,4

Alle vy 1-v1 4-Wege beziehungsweise vy 1-v3 4-Wege fithren damit iiber mindestens

zwei mit X gefirbte Knoten.

(5.2) Féarbt Alice nicht den Knoten vy 3 farbt ihn Bob mit Farbe X. Alice férbt einen
weiteren Knoten beliebig. Bobs néchster Zug hiangt davon ab, welche beiden
Knoten Alice zuletzt gefirbt hat:

(1)

(iii)

Hat Alice beide Knoten v1 3 und vy 4 geférbt, so farbt Bob den Knoten v3 2
mit Farbe X. Alice firbt einen der Knoten vy 4, v33 oder vz 4 beliebig. Bob
farbt einen noch ungeférbten Knoten, der nicht zu v32 benachbart ist mit
Farbe X. (...)

Hat Alice beide Knoten v32 und v3 3 geférbt, so firbt Bob den Knoten v; 3
mit Farbe X. Alice farbt einen der Knoten vy 4, v24 oder vz 4 beliebig. Bob
farbt einen noch ungeférbten Knoten, der nicht zu vy 3 benachbart ist mit
Farbe X. (...)

Andernfalls ist in den beiden Knotenmengen {v; 3, v1 4} und {vs 2, v3 3} min-
destens ein Knoten ungefirbt. Bob farbt einen dieser Knoten mit Farbe X.
Sind in einer der beiden Mengen beide Knoten ungeféirbt, wéhlt Bob den
Knoten ,links® vy 3 beziehungsweise v32. Diesen farbt Bob mit Farbe X
und markiert ihn mit w. Alice firbt beliebig. Es sind noch zwei Knoten un-
gefirbt, die nicht beide zu u adjazent sein kénnen. Bob farbt den Knoten,
der nicht adjazent zu u ist mit Farbe X. (...)

Damit sind die Knoten einer zweiten trennenden Knotenmenge 75 mit Farbe X

gefirbt.

T und 75 trennen ¢ und s

s.0. {v1,3,v2,3,v3,2} V1,1 V1,4
S.0. {”U1,3,U2,3, 1)3,3} V1,1 V1,4
s.0. {v1,3,v2,3,V3,4} V1,1 V1,4
S.0. {’1)173,112,3,’02,4} V1,1 V1,4
S.0. {U1,4,U2,3, 1)372} V1,1 V2,4
s.0. {v1,4,v2,3,v3,3} v1,1 V2,4
s.0. {v1,4,v2,3,v3,4} V1,1 V2,4
s.0. {v2,3,v2,4,v3,2} V1,1 V3,4
S.0. {’1)2,3,1}2,4, 1}373} V1,1 V3,4
s.0. {v2,3,v3,2,v34} V1,1 V3,3

Alle g-s-Wege fithren iiber mindestens zwei mit X gefirbte Knoten.

(6) Féarbt Alice den Knoten vy 4 mit Farbe X <2, firbt Bob den Knoten vy 3 mit Farbe

o4
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(6.1)

(6.3)

(6.4)

Wenn Alice in der zweiten Spielrunde einen der Knoten vy 3, v22, v24 oder v3 1
mit beliebiger Farbe <3 férbt, dann firbt Bob den Knoten vy ; mit Farbe X.
Spétestens wenn Alice einen Knoten der Paare {v;2,v32} und {vs3,vs 4} farbt,
firbt Bob den anderen Knoten des Paares mit Farbe X. (...) Damit sind alle
Knoten von zwei trennenden Knotenmengen 77 und 75 mit Farbe X gefarbt.

Ty und Tb trennen g und s

{vi,2,v2,1} {v1,4,v2,3,v3,3} v1,1 V2,4
{v1,2,v2,1} {v1,4,v2,3,v3,4} V1,1 V2,4
{va2,1,v3,2} {v1,4,v2,3,v33} 3,1 V2,4
{v2,1,v3,2} {v1,4,v2,3,v3,4} v3,1 V2,4

Demnach fiihrt jeder g-s-Weg iiber mindestens zwei mit X gefiirbte Knoten.

Farbt Alice in der zweiten Spielrunde einen der Knoten w32, v33 oder vs4
mit Farbe <3, so firbt Bob den Knoten vgs mit Farbe X. Bob achtet
darauf, dass weiter je ein Knoten der Mengen {vi2,v13}, {v21,v31} und
{v3,2,v3,3,v3 4} mit Farbe X gefirbt wird. (...) Damit sind alle Knoten einer Men-
ge T1 € {{vi2,v2,1,v22}, {v1,2,v22,v31}, {v1,3,v2,1,v22}, {v1,3,V2,2,v31}} sowie
einer Menge Ts € {{v14,v23,v32},{v14,v23,033}, {v14,v23,v34}} mit Farbe X
gefdrbt, womit jeder vy 1-vo 4-Weg iiber mindestens zwei gleich gefarbte Knoten
fiithrt.

Farbt Alice aber den Knoten wvp; mit einer Farbe <3, dann farbt Bob
den Knoten vy mit Farbe X. Bob firbt im weiteren Spiel je einen Kno-
ten der Paare {vi2,v13}, {vs1,v32} und {vs3,v34} mit Farbe X. (...) Da-
mit sind bereits alle Knoten von zwei v 1-v4-trennenden Knotenmengen
i € {{vi2,v22,v31},{v12,v22,v32},{v13, 22,031}, {v1,3,V22,v32}} sowie
Ty € {{vi4,v23,v33}, {v14,v23,v34}} mit Farbe X gefarbt, womit jeder vy -
vg 4-Weg iiber mindestens zwei gleich geférbte Knoten fiihrt.

Farbt Alice in der zweiten Spielrunde den Knoten vq 2 mit Farbe <3, farbt Bob
den Knoten w33 mit Farbe X. Farbt Alice einen weiteren Knoten mit Farbe
<4, miissen wir fiir jeden Knoten iiberpriifen, ob es Bob tatséichlich gelingt, alle
Knoten von zwei disjunkten trennenden Knotenmengen mit Farbe X zu férben.
Bob antwortet auf Alices Spielzug, indem er den markierten Knoten mit Farbe
X farbt. Spétestens wenn Alice einen mit u bezeichneten Knoten beliebig farbt,
farbt Bob den anderen mit u bezeichneten Knoten mit Farbe X. Dasselbe gilt
fiir die mit ¢ bezeichneten Knoten. (...)
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(7) Alice farbt zuerst den Knoten vs 4 mit Farbe X<2. Bob firbt dann den Knoten v 3
ebenfalls mit Farbe X.

56

(7.1) Farbt Alice in der zweiten Spielrunde einen der Knoten vy 2, v24, v3,1 oder v3 3
mit Farbe <3, so farbt Bob den Knoten v ; mit Farbe X. Alice férbt beliebig.
Bob féirbt weiter je einen Knoten der Paare {v; 2, v32} und {vy 3,v1 4} mit Farbe

(7.2)

In allen Féllen sind sédmtliche Knoten von zwei disjunkten trennenden Knoten-
mengen mit X gefirbt. In keinem Fall trennt eine der trennenden Knotenmen-
gen die andere. Dies entspricht dem Fall (a) in Proposition 2.4.1, womit es zwei
Knoten ¢ und s gibt, die durch die beiden trennenden Knotenmengen jeweils
getrennt werden. Geméss Satz 2.4.2 fithren alle ¢g-s-Wege iiber mindestens zwei

gleich gefiarbte Knoten.

X. (...) Damit sind alle Knoten von zwei trennenden Knotenmengen 77 und 7%

mit Farbe X geférbt.

T und 75 trennen ¢ und s

{v1,2,v2,1} {v1,3,v2,3,v3,4} v1,1 V2,4
{U1,27 U2,1} {111,4,112,37 1)3,4} V1,1 V2,4
{v2,1,v3,2} {v1,3,v2,3,v3,4} V3,1 V2,4
{v2,1,v3,2} {v1,4,v2,3,V3,4} v3,1 V2,4

Demnach fiihrt jeder g-s-Weg iiber mindestens zwei mit X gefirbte Knoten.

Alice farbt den Knoten vz mit Farbe <3. Dann férbt Bob den Knoten vg 2
mit Farbe X. Bob firbt noch je einen Knoten der Paare {v12,v33}, {v21,v31}
und {v;3,v1,4} mit Farbe X. (...) Damit sind alle Knoten von zwei trennenden
Knotenmengen 77 und 75 mit Farbe X gefarbt.



T und T3 trennen ¢ und s

{v1,2,v2,1,v2,2} {v1,3,v2,3, 03,4} V1,1 V2,4
{v1,2,v2,1,v2,2} {v1,4,v2,3,v3,4} V1,1 V2,4
{v1,2,v2,2,v3,1} {v1,3,v2,3, 3,4} V11 V2.4
{v1,2,v2,2,v3,1} {v1,4,v2,3,v34} V1,1 V2,4
{v2,1,v2,2,v3,3} {v1,3,v2,3, 3,4} V3,2 V2,4
{v2,1,v2,2,v3,3} {v1,4,v2,3, 03,4} V3,2 V24
{v2,2,v3,1,v3,3} {v1,3,v2,3,v3,4} V3,2 V2,4
{v2,2,v3,1,v3,3} {v1,4,v2,3,U3,4} V3,2 V2,4

Alle g-s-Wege fithren iiber mindestens zwei mit X gefirbte Knoten.

(7.3) Farbt Alice den Knoten v mit Farbe <3, farbt Bob den Knoten v; 3 mit

Farbe X. Farbt Alice einen weiteren Knoten mit Farbe <4, miissen wir wieder
auf die oben beschriebene Weise alle Knoten iiberpriifen. Bob firbt auch hier
anschliessend den entsprechenden Knoten mit Farbe X.

In allen Féllen sind sémtliche Knoten von zwei disjunkten trennenden Knoten-
mengen mit X gefirbt. In keinem Fall trennt eine der trennenden Knotenmen-
gen die andere. Dies entspricht dem Fall (a) in Proposition 2.4.1, womit es zwei
Knoten g und s gibt, die durch die beiden trennenden Knotenmengen jeweils
getrennt werden. Geméss Satz 2.4.2 fithren alle ¢-s-Wege iiber mindestens zwei
gleich gefiarbte Knoten.

(7.4) Farbt Alice den Knoten v 3 mit Farbe <3, farbt Bob den Knoten v » mit Farbe

X. Farbt Alice einen weiteren Knoten mit Farbe <4, miissen wir auch hier jeden
Knoten priifen.

(7.4.1) Farbt Alice den Knoten vy 4 oder einen der Knoten vy 2, v24, v31 oder v3 3
mit Farbe <4, farbt Bob den markierten Knoten mit Farbe X. Spétestens
wenn Alice einen mit u bezeichneten Knoten beliebig farbt, farbt Bob den
anderen mit u bezeichneten Knoten mit Farbe X. Dasselbe gilt fiir die mit
t bezeichneten Knoten. (...)
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(7.4.2)

(7.4.3)

In allen Féllen sind sémtliche Knoten von zwei disjunkten trennenden Kno-
tenmengen mit X gefirbt. In keinem Fall trennt eine der trennenden Kno-
tenmengen die andere. Dies entspricht dem Fall (a) in Proposition 2.4.1,
womit es zwei Knoten ¢ und s gibt, die durch die beiden trennenden Kno-
tenmengen jeweils getrennt werden. Geméss Satz 2.4.2 fithren alle ¢-s-Wege
iiber mindestens zwei gleich gefirbte Knoten.

Farbt Alice den Knoten vy mit Farbe <4, so farbt Bob den Knoten vj 2
mit Farbe X.

(i) Farbt Alice anschliessend nicht den Knoten v; 4 mit Farbe <5, so férbt
ihn Bob mit Farbe X. Nachdem Alice einen weiteren Knoten gefirbt hat, ist
von den Knoten vs3 1, v32 oder v3 3 noch mindestens einer ungefirbt, den Bob
mit Farbe X férbt. (...) Damit sind zwei v1 1-v2 4-trennende Knotenmengen
mit Farbe X geférbt. Alle vy 1-v2 4-Wege fiihren iiber mindestens zwei gleich
gefarbte Knoten.

(ii) Farbt Alice allerdings doch den Knoten v; 4 mit Farbe <5, dann férbt
Bob den Knoten wv3; mit Farbe X. Nach Alices néchstem Spielzug ist
mindestens einer der Knoten vz oder v33 noch ungefiarbt. Bob farbt ihn
mit Farbe X. (...) Damit fithren entweder alle vy ;-v33-Wege iiber minde-
stens zwei mit X gefarbte Knoten der trennenden Mengen {vi2,v22,v31}
und {wva3,v32,v34} oder es fithren alle vy 4-v32-Wege iiber mindestens
zweil mit X geféirbte Knoten der trennenden Mengen {vs2,v31,v33} und

{v1,2,v2,3,v34}.

Farbt Alice den Knoten v3 2 mit Farbe <4, so farbt Bob den Knoten v; 4
mit Farbe X.

(iii) Féarbt sie anschliessend nicht den Knoten vp; mit Farbe <5, firbt ihn
Bob mit Farbe X. (...) Damit fithren alle vy -v24-Wege {iber mindestens
zwel mit X geférbte Knoten der Mengen {v;2,v21} und {v14,v23,v34}.



(7.5)

(7.6)

(iv) Tut sie es doch, so farbt Bob den Knoten vy sowie im mnéchsten
Spielzug den noch ungeférbten Knoten v3; oder v3 3, jeweils mit Farbe X.
(...) Damit fithren alle vy 1-v2 4-Wege {iber mindestens zwei mit X gefarb-
te Knoten der trennenden Mengen {v1 2, v22,v3,1} oder {v12,v22,v33} und
{v1,4,v2.3,v34}.

In allen Féllen sind sédmtliche Knoten von zwei disjunkten trennenden Knoten-
mengen mit X gefirbt. In keinem Fall trennt eine der trennenden Knotenmen-
gen die andere. Dies entspricht dem Fall (a) in Proposition 2.4.1, womit es zwei
Knoten ¢ und s gibt, die durch die beiden trennenden Knotenmengen jeweils
getrennt werden. Geméss Satz 2.4.2 fithren alle ¢-s-Wege iiber mindestens zwei
gleich gefiarbte Knoten.

Farbt Alice den Knoten v1 4 mit Farbe <3, férbt Bob den Knoten v; 3 mit Farbe
X. Féarbt Alice einen weiteren Knoten mit Farbe <4, iiberpriifen wir wieder
jeden einzelnen Knoten. Hier kénnen wir die Untersuchung fiir die Knoten vs o,
V2.4, V31 und V3,3 zusammenfassen.

In allen Féllen sind sédmtliche Knoten von zwei disjunkten trennenden Knoten-
mengen mit X gefirbt. In keinem Fall trennt eine der trennenden Knotenmen-
gen die andere. Dies entspricht dem Fall (a) in Proposition 2.4.1, womit es zwei
Knoten g und s gibt, die durch die beiden trennenden Knotenmengen jeweils
getrennt werden. Geméss Satz 2.4.2 fithren alle g-s-Wege iiber mindestens zwei
gleich gefiarbte Knoten.

Bleibt zu untersuchen, wenn Alice den Knoten vp; mit Farbe <3 farbt. Bob
farbt dann den Knoten vy 2 mit Farbe X. Auch hier untersuchen wir alle weiteren
Knoten, die Alice mit Farbe <4 firben kann.

(7.6.1) Farbt Alice einen der Knoten vy g, vy 4, U2 4, V3,1, v3,2 oder v3 3 mit Farbe <4,

dann farbt Bob den jeweils fett eingekreisten Knoten mit Farbe X. Wieder
spétestens wenn Alice einen mit u oder ¢ bezeichneten Knoten beliebig farbt,
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(7.6.2)

farbt Bob den zweiten mit u beziehungsweise ¢t bezeichneten Knoten mit
Farbe X.

In allen Féllen sind sémtliche Knoten von zwei disjunkten trennenden Kno-
tenmengen mit X gefirbt. In keinem Fall trennt eine der trennenden Kno-
tenmengen die andere. Dies entspricht dem Fall (a) in Proposition 2.4.1,
womit es zwei Knoten ¢ und s gibt, die durch die beiden trennenden Kno-
tenmengen jeweils getrennt werden. Gemiiss Satz 2.4.2 fithren alle g-s-Wege
iiber mindestens zwei gleich gefirbte Knoten.

Farbt Alice den Knoten vy 3 mit Farbe <4, so farbt Bob den Knoten v; 2
mit Farbe X.

(i) Falls Alice anschliessend nicht den Knoten vy 4 farbt, so firbt ihn Bob mit
Farbe X. Nach Alices néichstem Spielzug ist noch mindestens ein Knoten
der Menge {v31,v32,v33} ungefiarbt. Diesen Knoten firbt Bob mit Far-
be X. (...) Damit fithren alle vy 1-v24-Wege iiber mindestens zwei mit X
gefiirbte Knoten der trennenden Mengen {vi2,v22,v31}, {v1,2,v22,032}
oder {1)172, V2,2, 1)373} und {11174, V2,3, U374}.

(ii) Farbt sie aber v1,4 mit Farbe <5, so firbt Bob den Knoten v3; mit
Farbe X. Alice farbt beliebig. Den noch ungefarbten Knoten vz 2 oder v3 3
farbt Bob anschliessend mit Farbe X. (...) Damit fithren entweder alle vy ;-
v33-Wege iiber mindestens zwei mit X gefdrbte Knoten der trennenden
Mengen {v12,v22,v31} und {vg3,v32,v34} oder es fithren alle vy 4-v32-
Wege iiber mindestens zwei mit X gefidrbte Knoten der trennenden Mengen

{v2,2,v31,v33} und {v12,v23,v34}.




Bob kann also auf dem 3 x 4-Gitter eine Rainbow-Knotenfarbung immer verhindern, auch
wenn beliebig viele Farben zur Verfiigung stehen. O

Satz 2.5.21
Auf 3 x n-Rechteckgittern Gs,, mit n > 5 gilt rvcg, (Gs,n) = 0o und rvcg, (Gsn) = 0o.

Beweis. Die Knotenteilmengen Uy, U, Uz € Up(G3.,,),

Ur = {vi2,v2,1,v32} = {v1,2,v21} U{v2,1,03,2},
Uz = {v1,n-1,V2n,3n-1} = {V1,n-1,V2.n} U{V2,n,V3,n-1},
Us = {v1n-2,V1n,V2n-1,V3n-2,V3n}

= {vi,n—2,V2n-1,V3n—2} U{v1,n-2,V2.n—1,V3,n} U{V1,n,V2,n—1,V3,n—2} U {V1,n,V2,n—1,03n},

mit den strategisch wichtigen Knoten swK (Uy) := vg,1, swK (Us) := vg, und swK(Us) :=
vy p—1 erfiillen die Bedingungen im Satz 2.4.14:

(i) Die Knotenteilmengen Uy, Us und Us sind paarweise disjunkt.

(ii) Es gibt in U; keine trennende Knotenmenge, die durch eine der trennenden Knoten-
mengen aus Us oder Us getrennt wird.

(iii) Umgekehrt trennt keine der trennenden Knotenmengen U; eine trennende Knoten-
menge aus Us oder Us.

Bob folgt seiner Strategie im Beweis von Satz 2.4.14. Es gibt dann einen Knoten ¢ €
{vi1,v3,1} sowie einen Knoten s € {vyn,v25,v3,}, die durch zwei mit Farbe 1 gefiirbte
Knotenmengen T € Uy sowie Ts € Uy oder Th € Us getrennt werden. Mit Satz 2.4.2 folgt,
dass G3,, nicht rainbow-knotengefarbt ist. O

Damit sind alle Rechteckgitter mit drei Zeilen abgedeckt. Es folgen nun Rechteckgitter mit
vier Zeilen. Da wir m < n angenommen haben, haben diese Rechteckgitter mindestens vier
Spalten.

Fiir die Beweise zu den folgenden zwei Sétze merken wir uns die bendtigten Knotenteil-
mengen aus Up(Gy,y) und die halten die strategisch wichtigen Knoten fest.
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Us

Us

Uz

Us

{v1,2,v1,3,v2,1,V2,2,V3,1}
= {vi,2,02,1,022} U{v1,2,v22,v3,1} U{v1,3,02,1,022} U{v1,3,v22,v31}
mit swK(Ur) 1= va,2

{Ul,n—27 Vin—-1,02n-1, 'U2,n77~)3,n}
{v1,n—2,V2,n—1,V2,n } U{V1,n-2,V2,n—1,0V3,n} U{V1,n—1,V2,n—1,V2,n} U{V1,n—1,V2,n—1,V3,n}
mit swK(Uz) := v2,n—1

{v2,1,v3,1,v3,2,v4,2,v4,3}
{v2,1,v3,2,v4,2} U{v2,1,v3,2,04,3} U{vz1,v32,042} U{vs 1,032,043}
mit swK (Us) := vs,2

{UQ,m V3,n—1, US,n7U4,n—2,U4,n—l}
= {v2,n,V3,n—1,V4n—-2} U{v2,n,U3n—1,Va,n-1} U{U3n—1,V3n,Va,n—2} U{U3n—1,V3n,Va,n-1}
mit swK(Us) := v3,n—1

= {v1,1,v1,2,02,2,03,1,04,2} = {v3,1,v4,2} U{v1,1,v2,2,031} U{v1,2,022,031}
mit swK (Us) := vs,1

= {v1,2,v2,1,V3,2,04,1,042} = {v1,2,v2,1} U {v2,1,v3,2,041} U {v2,1,032,04,2}
mit swK (Us) := v2,1

= {U1,n—1,V2,n,V3,n—1,Van—1,V4n} = {V1,n—1,V2,n} U{V2,n, V3 n—1,Va,n-1} U {V2,n, U3 n—1,Va,n}
mit SU/K(U'?) = V2n

= {V1,n—1,V1,n,02,n—1, V3, Va,n—1} = {U3,n, Van—1} U{V1,n—1,V2,n—-1,V3,n} U {V1,n,V2,n—1,03,n}
mit swK (Us) := vs,n

In den 4 x n-Rechteckgittern sind die Knotenteilmengen U; und Uz eingezeichnet.

Satz 2.5.22
Sei Gay ein 4 x n-Rechteckgitter mit n > 4. Dann gilt rvcg,(Gayn) = 00.

Beweis. Bob hat im Spiel S4 auf Rechteckgittern mit vier Zeilen und mindestens vier

Spalten bei beliebiger Anzahl an Farben eine Gewinnstrategie. Wir miissen fiir den Anfang
drei Fille (1), (2) und (3) unterscheiden:

(1) Alice farbt einen der Knoten va 2, v2 1, v32 oder v3,_1 mit Farbe 1. Wir nehmen
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an, sie farbe den Knoten v ». Dann férbt Bob den Knoten v3 ,,—1 mit Farbe 1, womit
er die Knoten swkK (Uy) und swK (Uy) mit gleicher Farbe gefirbt hat. Er hélt sich an
die Strategie im Beweis von Lemma 2.4.9 und férbt so die Knoten von zwei disjunkten



v1,1-V4 n-trennenden Mengen mit Farbe 1. (...) Mit Satz 2.4.2 ist G4, nicht rainbow-

knotengefirbt.

Alice farbt einen der Eckknoten vy 1, v1y, v4,1 oder vy,. Wir nehmen an, sie habe

v1,1 mit Farbe 1 versehen. Bob farbt dann den Knoten v3 1 mit Farbe 1. Sobald Alice

irgendwann wahrend des Spiels einen der Knoten vg 2 oder vg 2 mit beliebiger Farbe

farbt, farbt Bob den anderen dieser beiden Knoten mit Farbe 1. Wir bezeichnen einen

Knoten mit ¢ wie folgt: Hat Bob v2 2 geférbt, definieren wir ¢ := vy 1, war es Knoten

v4,2, definieren wir g := v4,1. Ansonsten unterscheiden wir:

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

Alice farbt einen der Knoten vy 2, v2.1, 2.1, V3,2, V3n—1, V4,1, V4,5, SOWie fiir n > 5
Knoten der Spalten 3 bis (n—2) mit beliebiger Farbe. Dann fiirbt Bob den Kno-
ten vz, mit Farbe 1. Damit hat er den strategisch wichtigen Knoten der Kno-
tenteilmenge Ug gefiarbt. Er folgt seiner Strategie im Beweis von Lemma 2.4.11
und erreicht damit, dass entweder die Knoten der Menge {v1p,v21-1,031},
{v1n—1,v2n—1,03n} oder die der Menge {v3y,, v4,—1} mit Farbe 1 gefarbt sind.
Im ersten und zweiten Fall definieren wir s := vy, im dritten s := vg,,. (...)

Alice farbt einen der Knoten v, v2,—1 oder v3, mit beliebiger Farbe. Dann
farbt Bob den Knoten vs,, den strategisch wichtigen Knoten von Knotenteil-
menge Uz, mit Farbe 1. Auch hier folgt er seiner Strategie im Beweis von Lemma
2.4.11 und farbt so die Knoten einer trennenden Knotenmenge mit einer Farbe.
Dies ist entweder {v2 ,, V3 n—1,V4n—1}, {V2n, V3 n—1,v4,n} oder {v1 ,—1,v2,}. Im
ersten und zweiten Fall definieren wir s := v3,,, im dritten s := vy . (...)

Farbt Alice den Knoten vy ,_1, so fairbt Bob den Knoten v3, mit Farbe 1.
Dies ist bekanntlich swK (Us). Bob folgt danach seiner Strategie im Beweis von
Lemma 2.4.11, und zwar fiir die Knotenteilmenge Us\{vi -1} U {v1n—2}. Er
farbt so alle Knoten einer g-s-trennenden Knotenmenge {vj,—2,v25-1,031},
{v1n,V2,n—1,V3,} oder {v3p,v4pn—1} mit Farbe 1, wobei entweder s := vy,
oder s := vy, gilt. (...)

Alice farbt den Knoten v4,—1. Bob farbt darauf den Knoten v, _; mit Farbe
1. Dies ist der strategisch wichtige Knoten der Knotenteilmenge Us, weshalb er
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danach der Strategie im Beweis von Lemma 2.4.9 folgt, wodurch alle Knoten
einer trennnenden Menge T' C U geférbt sind. Wir definieren s := vy . (...)

(3) Alice farbt zuerst einen der Knoten vy 2, v1,n—1, U2,1, U2,n, U3,1, U3, V4,2 OEr Vg p_1.
Wir nehmen an, sie habe vy 2 mit Farbe 1 geférbt. Bob farbt dann den Knoten vg ;
mit Farbe 1 und wir definieren ¢ := vy 1.

(3.1) Farbt Alice anschliessend den Knoten v; ,—1, so firbt Bob den Knoten vs,_1
(swK(Uy)) mit Farbe 1 und hilt sich an seine Strategie im Beweis von Lemma
2.4.9. Es gilt dann s := vg . (...)

(3.2) Férbt sie hingegen den Knoten vy ,,—1, farbt Bob den Knoten vy, mit Farbe 1
und farbt geméss Beweis von Lemma 2.4.11 in der Knotenmenge U7\ {v4—1}U
{vgpn—2}. In diesem Fall sei s := v3,, (...)

(3.3) Féarbt Alice einen der Knoten vy 1, v22, V2., V31, U32, V3.3, V41, V4,2, V4 Oder
bei > 5 einen der Knoten der Spalten 3 bis (n — 2), hilt er sich an die Angaben
unter (2.1).

(3.4) Fiir die Knoten vy 5, v2,—1 und vs,, folgt er (2.2).

(4) Startet Alice fiir n > 5 mit einem der iibrigen Knoten (also Knoten der Spalten 3
bis (n —2)), so farbt Bob den Knoten v3; mit Farbe 1. Damit hat er den strategisch
wichtigen Knoten der Knotenteilmenge Us gefiarbt. Sobald Alice weitere Knoten der
Menge Us féarbt, farbt auch Bob Knoten dieser Menge, und zwar geméss seiner Stra-
tegie im Beweis von Lemma 2.4.11. Féarbt Alice ansonsten einen anderen Knoten,
so firbt Bob geméss den vorgiingig gezeigten Strategien (2.1) bis (2.4). Er erreicht
schliesslich die einheitliche Farbung der Knoten von zwei ¢-s-trennenden Knoten-
mengen mit ¢ € {vy,1,v4,1} und einem Knoten s in der n-ten Spalte.

Auch in den Féllen (2) bis (4) sind die Knoten von zwei g-s-trennenden Knotenmengen
mit Farbe 1 gefarbt. Mit Satz 2.4.2 folgt, dass G4, nicht rainbow-knotengefarbt ist. [

Satz 2.5.23
Sei Gay ein 4 X n-Rechteckgitter mit n > 4. Dann gilt rves, (Gay) = 00.

Beweis. Auch im Spiel Sp hat Bob ein Gewinnstrategie mit beliebig vielen Farben. Bob
farbt den Knoten vz 1 mit Farbe 1. Wenn Alice in Us farbt, dann tut es auch Bob geméss
seiner Strategie im Beweis von Lemma 2.4.11. Je nachdem, welchen Knoten Alice andern-
falls farbt, hélt sich Bob an die entsprechende Strategie im Beweis zu Satz 2.5.22, (2.1) bis
(2.4). Alle Knoten zweier g-s-trennender Knotenmengen sind dann fiir die entsprechenden
Knoten ¢ und s mit Farbe 1 gefarbt. Mit Satz 2.4.2 folgt, dass das 4 x n-Rechteckgitter
nicht rainbow-knotengefirbt ist, womit Bob gewinnt. O
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Es folgt die Untersuchung der Gitter mit fiinf Zeilen. Dort finden wir unter anderem die

folgenden Knotenteilmengen, die Elemente von Ug (G5 5,) sind, und die zugehorigen strate-

gisch wichtigen Knoten.

Uy

Us

Us

{v1,2,v1,3,v2,1,v2,2,3,1}
{v1,2,v2,1,v22} U{v1,2,v2,2,v3,1} U{v13,02,1,022} U{vi3,v22,031}
mit swK(U1) := va2,2

{Ul,n727 Vi,n—1,V2,n—1,0U2,n, 7-)3,71,}
{vi,n—2,V2n—1,V2,n } U{V1,n—2,V2n—-1,03n} U{01,n—1,V2n-1,02,n} U{01,n—1,V2n—1,03,n}
mit swK (Uz) := va,n—1

{1)3,1, V4,1, V4,2, V5,2, U5,3}
{vs,1,v4,2, 05,2} U{v3,1,v4,2,053} U{vs,1,v4,2,052} U{va1,v42,053}
mit swK(Us) := va,2

{US,n, V4,n—1,V4,n,U5n—-2, /U5,n71}
{'UB,n, V4,n—1, US,n—2} U {1)3,77,7 V4,n—1, v5,n—1} U {U4,n—1, V4,n, 'U5,n—2} @] {v4,n—17 V4,n, U5,n—1}
mit swK (Us) := va,n—1

{U1,17’U1727U2727U3,17U4723U5,17U5,2}
{v1,1,v2,2,v3,1} U{v1,2,v2,2,03,1} U{v31,v4,2,051} U{v3 1,042,052}
mit swK (Us) := vs,1

{V1,n—1,V1,n, V2,n—1, U3,n, V4,n—1, U5,n—1, Us,n }

{v1,n-1,V2,n-1, V3,0 } U{V1,n,V2,n-1, 3,0} U{V3,n,Va,n—1,V5,n-1} U {V3,n, Va,n-1,Vs,n}
mit swK (Us) := v3,n

vy Y12 Pyt Tin

O O
o—> ----- OO
O

Im Graphen G5, sind die Knotenteilmengen Uz und Us eingezeichnet.

Satz 2.5.24
Set Gs 5, ein b X n-Rechteckgitter mit n > 5. Dann gilt rvcg,(Gs.) = 00.

Beweis. Bob hat im Spiel S4 auf Rechteckgittern mit fiinf Zeilen und mindestens fiinf

Spalten eine Gewinnstrategie mit beliebig vielen Farben.

(1) Alice farbt einen der Knoten swK (U;) oder swK(Us) beziehungsweise swkK (Us)

oder swK (Us) mit Farbe 1. Bob firbt den anderen der zusammen genannten Kno-
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ten ebenfalls mit Farbe 1. Die weiteren Knoten der entsprechenden Knotenteilmen-
gen firbt Bob gemiiss seiner Strategie im Beweis von Lemma 2.4.9. Damit erzielt
er die einheitliche Farbung der Knoten von zwei v; 1-v5,- (beziehungsweise vy -
vs,1-)trennenden Knotenmengen. Die jeweiligen Eckknoten sind mit Satz 2.4.2 nicht
rainbow-knotenverbunden.

Alice farbt einen der Knoten vy 2, v1pn—1, V2,1, V2,0, V4,1, V4n, Us2 oder vs,_1 mit
Farbe 1. Wir nehmen an, sie habe den Knoten v; 2 geférbt. Bob férbt den Knoten
vg,1. Damit sind die Knoten einer trennenden Knotenmenge mit Farbe 1 gefdrbt.
Wir kennzeichnen vy mit g. Alice firbt einen beliebigen Knoten. Bob fiarbt den
strategisch wichtigen Knoten einer noch ganz ungefarbten Knotenteilmenge Us, Us
oder Uy und firbt anschliessend geméss seiner Strategie im Beweis von Lemma 2.4.9
weiter. Es gibt dann einen weiteren Eckknoten s sowie zwei disjunkte ¢-s-trennende
Knotenmengen, deren Knoten alle mit Farbe 1 geférbt sind. Mit Satz 2.4.2 folgt, dass
die Knoten ¢ und s nicht rainbow-knotenverbunden sind.

Alice farbt einen Eckknoten v1 1, v1 5, v5,1 oder vs ,, mit Farbe 1. Wir gehen davon aus,
dass Alice den Knoten vy, gefarbt hat. Bob férbt den Knoten vz ; mit Farbe 1. Damit
sind sogar schon zwei Knoten der Knotenteilmenge Us mit Farbe 1 gefirbt, wovon
einer der Knoten swK (Us) ist. Farbt Alice in der Knotenteilmenge Us weiter, farbt
auch Bob Knoten dieser Menge, entsprechend seiner Strategie im Beweis von Lemma
2.4.13 und erreicht die einheitliche Farbung aller Knoten der Menge {v1,1,v22,v31}
oder {v31,v42,v51} oder {v31,v42,052}. Im ersten Fall ist ¢ := vy, im zweiten
und dritten ¢ := vg ;. Weiter (*) versucht Bob, moglichst den Knoten swK (Us) mit
Farbe 1 zu farben und wie im Beweis von Lemma 2.4.13 eine trennende Menge in der
Knotenteilmenge Ug zu sichern. Farbt allerdings Alice den Knoten v3 ,, mit beliebiger
Farbe, so firbt Bob den Knoten vy, mit Farbe 1. Falls Alice darauf nicht den Knoten
v1,n—1 férbt, dann firbt ihn Bob mit Farbe 1, es sei dann s := vy . (...) Andernfalls
farbt Bob den Knoten v3 ,—1 mit Farbe 1.

Farbt Alice nun nicht den Knoten vy 5, so farbt ihn Bob mit Farbe 1. Wir definieren

§ 1= VU3 n-

Farbt Alice allerdings den Knoten vy, mit beliebiger Farbe, so farbt Bob den Knoten
v4,,—1 mit Farbe 1. Nach Alices nichstem Spielzug sind noch mindestens zwei Knoten
aus der Menge {v5 n—2, U5 ,—1, Vs n} ungefirbt. Bob farbt einen mit Farbe 1. (...) In
diesem Fall sei s := v3 .

Die Knoten von zwei disjunkten g¢-s-trennenden Knotenmengen sind mit Farbe 1
gefarbt und mit Satz 2.4.2 ist der Graph nicht rainbow-knotengefarbt.

Alice farbt einen der Knoten vz oder vs, mit Farbe 1. Bob firbt den noch un-
gefirbten der beiden genannten Knoten ebenfalls mit Farbe 1. Damit sind die beiden



strategisch wichtigen Knoten der Knotenteilmengen Us und Ug mit gleicher Farbe
gefarbt. Bob folgt in beiden Mengen seiner Strategie im Beweis von Lemma 2.4.13
und erreicht die einheitliche Féarbung aller Knoten zweier disjunkter g-s-trennender
Knotenmengen, wobei ¢ € {vo1,v41} und s € {vop,va,} gilt. (...) Mit Satz 2.4.2
sind ¢ und s nicht rainbow-knotenverbunden.

(5) Alice férbt einen der iibrigen Knoten. Bob firbt dann den Knoten vs; mit Farbe 1
und die iibrigen Knoten der Knotenteilmenge Us geméss seiner Strategie im Beweis
von Lemma 2.4.13. Ansonsten weiter bei (3) ab (*).

Das Gitter G5, ist in allen Fillen nicht rainbow-knotengeférbt, womit Bob mit beliebig

vielen Farben immer gewinnt. O

Satz 2.5.25
Sei G5, ein 5 X n-Rechteckgitter mit n > 5. Dann gilt rvcs, (Gs ) = 00.

Beweis. Auch im Spiel Sp hat Bob mit beliebig vielen Farben eine Gewinnstrategie. Bob
farbt den Knoten v3; mit Farbe 1. Alice firbt einen beliebigen Knoten. Die Knoten der
Menge Us fiarbt Bob gemaéss seiner Strategie im Beweis von Lemma 2.4.13 weiter, wahrend
er die iibrigen Knoten wie im Beweis von Satz 2.5.24 (3) ab (*) farbt. (...) Es gibt einen
Knoten ¢ € {v21,v4,1} und einen Knoten s € {v1 ,, v2 n, V3.0, V4, } SOWie zwei g-s-trennende
Knotenmengen, deren Knoten alle mit Farbe 1 gefirbt sind. Das Gitter G5 ,, ist mit Satz
2.4.2 nicht rainbow-knotengefirbt. O

Wir schliessen die Untersuchung der Rechteckgitter mit einem Satz ab, der zeigt, dass Bob
auf allen Rechteckgittern mit mehr als fiinf Zeilen und mehr als fiinf Spalten gewinnt.

Satz 2.5.26
Auf mxn-Rechteckgittern G, , mit m,n > 6 gilt rvcs , (Gp.n) = 00 und rvcs, (Gpmyn) = 0.

Beweis. Die Knotenteilmengen Uy, Uz, Us € Up(Grmn),

U = {v1,2,v1,3,02,1,V2,2,03,1}

= {vi2,v2,1,v2,2} U{v12,v2.2,031} U{v13,v21,v22} U{v13,v22,031}
Uz = {v1n-2,V1,n-1,V2,n—1,V2,n,V3n}

= {vin—2,v2n-1,02,n} U{v1,n—2,V2n—-1,03n} U{v1,n—1,V2n-1,02,n} U{01,n—1,V2n—1,03,n}
Us = {Um-2n,Um—1,n-1,Vm—1,n;Vm,n—2, Um,n—1}

- {U'm72,n7vmfl,nfluvm,n72} U {Umflnyvmfl,nfhvm,nfl} U {vmfl,nflqvmfl,nqvm,n72}
U {vmfl,nfly Um—1,n, /Um,nfl}

mit den strategisch wichtigen Knoten swK(Ui) := wv22, swK(Uz) = vz,-1 und
swK (Us) := vy—1,n—1 erfiillen die Bedingungen im Satz 2.4.14:

(i) Die Knotenteilmengen Uy, Us und Us sind paarweise disjunkt.
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(ii) und (iii) Keine der trennenden Knotenmengen aus einer der Knotenteilmengen Uy,
U, oder Us trennt eine der beiden anderen Knotenteilmengen.

Bob firbt gemiiss seiner Strategie im Beweis von Satz 2.4.14. Zuletzt sind alle Knoten zweier
Knotenmengen T CcUyund T C Uy oder T C Us, die den Knoten v1,1 von einem der Knoten
U1, oder vy, , trennen, mit einer Farbe geférbt. Mit Satz 2.4.2 ist das Rechteckgitter Gy, »,
nicht rainbow-knotengefirbt und Bob gewinnt. O

Damit ist auch die Untersuchung der m x n-Rechteckgitter fiir alle m,n € N abgeschlossen.

Bob gewinnt also immer, wenn das Rechteckgitter mindestens drei Zeilen und vier Spalten
hat.
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3. Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde die Rainbow-Knotenfarbung auf Graphen erkldrt und spieltheore-
tisch untersucht. Wir haben hinreichende Bedingungen gezeigt, bei deren Erfiilltsein Bob
auf einem beliebigen Graphen G mit Knotenzusammenhangszahl x(G) € {1,2,3} gewinnt.
Die Suche nach den Rainbowspielverbindungszahlen rvcg, und rveg, wurde auf Béumen,
Kreisen und Rechteckgittern abschliessend erledigt. Damit haben wir fiir Baume, Kreise
und Rechteckgitter die Grosse gefunden, ab der Bob immer gewinnt, unabhéngig davon,
ob er oder Alice beginnt. Wir haben fiir die untersuchten Graphen eine Gewinnstrategie in
den Spielen S4 und Sp fiir Alice oder Bob angegeben.

Dabei konnten wir den Satz 2.4.14, der eine Gewinnstrategie fiir Bob liefert, erst ab einer
gewissen Grosse anwenden. Auf kleineren Graphen hat uns der Satz 2.4.2 weitergeholfen,
wonach Bob gewinnt, wenn es ihm gelingt, alle Knoten von zwei disjunkten g¢-s-trennenden
Knotenmengen mit der gleichen Farbe zu firben. Wenn auch das auf manchen Graphen
nicht moglich war, hatte Bob teilweise trotzdem eine Gewinnstrategie, die auf anderen
Ideen beruhte.

3.1. Beobachtungen

Die Farbung eines Knotens wirkt sich nicht nur lokal aus, sondern hat Einfluss auf den gan-
zen Graphen. Dies zeigt sich eindriicklich bei der Féarbung von Artikulationen. Wir haben
gesehen, dass bereits zwei gleich gefiarbte Artikulationen eine Rainbow-Knotenfarbung ver-
unmoglichen. Dieser globale Einfluss erklédrt auch, weshalb die Untersuchung des Graphen
nicht in Teilprobleme aufgeteilt werden kann, sondern immer der ganze Graph betrachtet
werden muss.

Die grosste Herausforderung war wohl die Niederschrift der Gewinnstrategien. Gerade weil
immer der ganze Graph im Auge behalten werden muss, miissen nach jedem Zug von
Alice und Bob alle Moglichkeiten des Gegners iiberpriift werden und dabei auch schon der
weitere mogliche Spielverlauf beriicksichtigt werden. Es hat sich gezeigt, dass dies am besten
gelingt, wenn auf eine Endsituation , hingearbeitet wird. Das waren in den Strategien von
Alice die unterschiedlichen Situation (I), (II), (III) und fiir Bob die gleich gefirbten Knoten
von zwei trennenden Knotenmengen.

3.2. Weitere Ideen und Offene Fragen
Als besonders kompliziert haben sich die ,,Grenzfélle G3 3 sowie G 4 und G4 (wenn Bob

beginnt) erwiesen. Bei deren Untersuchung war manchmal ziemlich lange nicht klar, wer
eine Gewinnstrategie hat.
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Offene Frage 1 Gibt es im Spiel Sp auf dem Graphen G3 4 eine einfachere Gewinnstrategie
fiir Bob?

Auf Graphen ab einer gewissen Grosse scheint uns die Methode, Knoten von trennenden
Mengen mit gleicher Farbe zu farben, am erfolgversprechendsten.

Dies fiihrt zur Frage, ob es weitere Strategien fiir Bob gibt, die Knoten von trennenden
Knotenmengen mit einer Farbe zu firben.

Auf den m x n-Rechteckgittern G, ,, konnten wir ab einer gewissen Grosse immer Knoten-
teilmengen aus Up(Gyy,, ) angeben. Darin waren immer Randknoten enthalten. Definieren
wir ein unendliches Gitter G, mit unendlich vielen Zeilen und unendlich vielen Spalten, so
fehlen Randknoten. Hier wére eine ,, Umzingelungstaktik“ denkbar, &hnlich wie im Brett-
spiel Go. Und zwar versucht Bob im Gitter G, die Knoten einer Knotenmenge 7" mit einer
Farbe so zu fiarben, dass sie mindestens einen Knoten v einschliessen. Das heisst, das Gitter
Goo —T besteht dann aus zwei Komponenten, wobei eine Komponente endlich viele Knoten
enthélt, mindestens den Knoten v. Erreicht Bob die Farbung der Knoten einer zweiten sol-
chen Knotenmenge, deren Knoten mit derselben Farbe gefiarbt sind und die einen Knoten
w einschliessen, so sind gemiss Satz 2.4.2 auf allen v-w-Wegen zwei Knoten gleich geférbt.

....Qﬂ....
000040080

090000000
.ﬁ'.......

Offene Frage 2 Hat Bob mit der skizzierten Taktik auf einem unendlichen Gitter G
tatséchlich eine Gewinnstrategie?

Werden im (m + 1) x (n + 1)-Rechteckgitter erst die Knoten der ersten Zeile mit den
Knoten der (m + 1)-ten Zeile und dann die Knoten der ersten Spalte mit den Knoten
der (n + 1)-ten Spalte identifiziert, erhalten wir einen Torusgittergraphen T}, . Auch im
Torusgittergraphen wird Up (T}, ) leer sein.

70



Wir beschreiben grob eine #hnliche Taktik, mit der Bob eine Gewinnstrategie auf Torus-
gittergraphen 7, ,, hat:

Bob beginnt mit einem beliebigen Knoten der j-ten Spalte. Wenn moglich farbt er jeweils
in der nichsten Zeile den Knoten der j-ten Spalte. Falls Alice diesen bereits gefarbt hat,
firbt Bob in dieser Zeile den Knoten in der (j + 1)-ten Spalte.

Ist in jeder Zeile ein Knoten der j-ten oder der (j + 1)-ten Spalte mit gleicher Farbe
gefirbt, wiederholt Bob das Ganze in zwei noch ungefiarbten Spalten & und (k + 1), wobei
er darauf achtet, dass mindestens eine Spalte zwischen der (74 1)-ten und der k-ten Spalte
(beziehungsweise der (k + 1)-ten und der j-ten Spalte) liegt. Damit hat er schliesslich die
Knoten einer trennenden Knotenmenge T' gefiirbt, denn im Graphen T, ,, — T fehlen auch
alle Kanten e; j = {v; j, v j+1} und €; p = {vi , Vig+1}, 1 < i < m, weshalb Ty, — T zwei
Komponenten hat.

Auf die gleiche Weise farbt Bob mit der gleichen Farbe eine zweite trennende Knotenmenge
T in der einen Komponente von 15, , — T.

Sobald Bob alle Knoten von zwei disjunkten trennenden Knotenmengen mit ein und der-
selben Farbe gefiarbt hat, haben wir den Fall (a) in Proposition 2.4.1. Es gibt dann zwei
Knoten ¢ und s, die durch T und T getrennt werden und mit Satz 2.4.2 nicht rainbow-
knotenverbunden sind.

Offene Frage 3 Wie gross miissen m und n mindestens sein, damit Bob eine Gewinnstra-
tegie auf dem Torusgittergraphen 75, , hat?
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A. Anhang

A.1. Zusammenstellung der Resultate

In dieser Arbeit wurden fiir die Graphen G = (V, E) die nachstehend aufgelisteten Rain-
bowspielverbindungszahlen rveg , (G) und rveg, (G) gefunden.

G rves, (G)  Seite rves, (G)  Seite
Bédume By, leN 1 32 1 32
B272j7j eN o0 32 2 32
3272]'4,_1,]' eN 2 32 o0 32
Bp,m > 3,1 eN 00 16 00 16
Kreise Cs, Cy, C5 1 33 1 33
Cs 00 34 2 34
Cp,n>7 o0 35 o0 35
Rechteckgitter Ga3 2 37 2 38
G2,4 o 38 4 39
Gan,m>5 o0 42 o0 42
G3.3 4 47 4 50
G374 o0 52 o0 52
G3n,m>5 00 61 00 61
Gyn,n >4 00 62 00 64
Gsn,m>5 00 65 %) 67
Gmpn,m,n > 6 o0 67 o0 67

A.2. Losung zur einleitenden Aufgabe

Charly hat fiir die Rainbow-Knotenfarbung der Strassenbahnnetz-Skizze drei Farben ge-
braucht:

Bellevie Tankstelle
o

Munsenm
Jagdhans

Ratshans
Sehloss

) Apotheke

OBabunor
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Sicherheitshalber hat er noch einige weitere Spriiche getextet. Praktischerweise wurden
die Plakate auf unterschiedlich farbiges Papier gedruckt. Wiirden Alice und Bob beide
konstruktiv Plakate aufhdngen, wiirden also Plakate in drei Farben ausreichen. Wie gehen
die beiden vor?

Alice klebt ihr erstes blaues Plakat bei der Haltestelle Apotheke hin. Bob klebt darauf
ebenfalls ein blaues Plakat beim Rathaus auf. Alice hingt dann bei der Haltestelle Bellevue
ein rotes Plakat hin. Bob nimmt sich dann wieder ein blaues Plakat und héngt es beim
Bahnhof auf. Alice hingt als Néchstes ein gelbes Plakat beim Schloss hin. Bob beklebt
dann die Haltestelle beim Jagdhaus mit einem blauen Plakat. Alice klebt nun ein griines
Plakat bei der Haltestelle Museum hin, worauf Bob ein weiteres blaues Plakat bei der
Post hinkleistert. Auch die iibrigen Haltestellen Park, Tankstelle und Marktplatz erhalten
ein Plakat. Hierfiir wihlt Bob beliebige Plakate, denn sein Ziel hat er erreicht: Alle Wege
zwischen Apotheke und Schloss fithren an zwei blauen Plakaten vorbei.

Bellevie Tankstelle

Munsenm

Jagdhans

Ratshans
Schloss

) Apotheke

Bﬂ/)f//mf

Leider ist es tatsdchlich so, dass Charly unendlich viele Texte kreieren kénnte - Bob hat
unabhéngig von der Anzahl unterschiedlicher Plakate immer die Mo6glichkeit, die auftrags-
gemésse Ausfithrung zu verhindern.

Wir untersuchen den Graphen auf Vereinigungen von trennenden Knotenmengen U, wie
sie im Beispiel 2.4.6 vorkommen. Davon gibt es mehrere. Es gibt aber keine drei disjunkten
Knotenteilmengen U;, Us und Us, die die Voraussetzungen im Satz 2.4.14 erfiillen. Wir
finden aber vier Knotenteilmengen, die die Voraussetzungen im Korollar 2.4.17 erfiillen:

Ui :={Rathaus, Bellevue, Bahnhof}, Uy :={Tankstelle, Post, Schloss}, Us :={Jadghaus,
Museum, Post} sowie Uy :={Schloss, Museum, Tankstelle},

wobei die strategisch wichtige Haltestelle jeweils an erster Stelle steht.
(i) Uy ist zu den Mengen Uy, Us und Uy disjunkt,
(ii) die Schnittmenge Uy N Us N Uy ist leer,

(iii) keine der trennenden Knotenmengen { Rathaus, Bellevue} oder { Rathaus, Bahnhof}
aus Uy trennt eine der Mengen Us, Us oder Uy,

73



(iv) keine der trennenden Knotenmengen aus Uz, Us oder Uy teilt die Menge Uy .

Bellevire Tankstelle

Munsenm

Jagdhans

Ratshans
. Schloss

Apoﬂ;e/el»' -

Bﬂ/w/)of

Mit Korollar 2.4.17 hat Bob eine Strategie, die Plakate so aufzuhédngen, dass Alice keine
Chance hat, mit Bob den Auftrag ordentlich auszufiihren - und zwar unabhéingig davon,
ob Alice oder Bob beginnt.
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