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1 Einleitung

Matroide und orientierte Matroide haben sich als wertvolle Werkzeuge im Umgang mit
geometrischen und topologischen Objekten in Vektorrdumen erwiesen [1]. In den ver-
gangenen Jahren wurden verschiedene Versuche unternommen, eine Struktur zu finden,
die fiir den C™ eine vergleichbare Rolle spielt, wie orientierte Matroide fiir den R". Eine
vielversprechende Antwort darauf gaben Anderson und Delucchi [1], aufbauend auf der
Arbeit von Below et al. [2], mit ihrer Definition von komplezen Matroiden. Anderson und
Delucchi [1] zeigten, dass fiir komplexe Matroide — in &hnlicher Weise wie fiir Matroide
und orientierte Matroide — verschiedene kryptomorphe (d.h. sich gegenseitig determinie-
rende) Axiomensysteme existieren.

Allerdings wurde die Frage nach der Existenz eines sinnvollen Hiillenoperators fiir komple-
xe Matroide bisher noch nicht beantwortet. Ziel der vorliegenden Arbeit ist es deswegen,
einige erste Befunde zu einem moglicherweise geeigneten Hiillenoperator zusammenzustel-
len und dabei auch auf einige generelle Eigenschaften von komplexen Matroiden einzuge-
hen.

1.1 Matroide

Obwohl die vorliegende Arbeit die Thematik der komplexen Matroide behandelt, sollen
zunéchst einige Definitionen zu gewohnlichen Matroiden gegeben werden, um vor diesem
Hintergrund anschliefend die Theorie der komplexen Matroide darzustellen. Es existieren
verschiedene kryptomorphe Axiomensysteme fiir Matroide (siehe Kapitel 1 in [6]), von
denen wir an dieser Stelle nur eines kurz vorstellen.

Definition (Kreis-Axiome fiir Matroide) Sei E eine endliche Menge. Eine nichtleere Teil-
menge K der Potenzmenge von F mit () ¢ K ist das Kreissystem eines Matroids M, wenn
folgende Voraussetzungen erfiillt sind:

(K1) VX, Y EKL,XCY:X=Y
(K2) VX, Y €EK,X£Y,feXnNY:3ZeK:ZC (XUY)\{f}.

Definition (Unabhingigkeitssystem) Sei K das Kreissystem eines Matroids M. Die Men-

ge
U={ACFE|}XecK:XCA}



nennen wir Unabhdngigkeitssystem von M und die Elemente von U heiflen unabhdngige
Teilmengen von F. Eine unabhéingige Teilmenge maximaler Kardinalitdt nennen wir Basis

von M.

Definition (Rang und Korang) Sei M ein Matroid auf der Grundmenge E, U das Un-
abhéngigkeitssystem von M und A C E. Dann definieren wir den Rang von A als

r(A) =max{|B| | BC A,BeU}
und den Korang von A als

cr(A) = |E| —r(4).

Weiterhin definieren wir den Rang von M als r(M) := r(E) = r(B) fiir jede Basis B von
M.

Definition (Doppelkreis, modulares Paar) Sei K das Kreisystem eines Matroids M und
seien XY € K. Die Menge X UY heiit Doppelkreis, wenn gilt:

r(XuY)=|XuY|-2
Wir nennen X, Y ein modulares Paar, wenn gilt:
r(XUY)+r(XNnY)=r(X)Ur).

Proposition 1.1 Sei K das Kreissystem eines Matroids M und seien X,Y € IC, dann
st X UY genau dann ein Doppelkreis, wenn X,Y ein modulares Paar ist.

Beweis Auf Grund von (K1) ist X NY eine unabhingige Menge und es gilt damit
r(XNY) = |XNY]|. Weiterhin ist nach Definition der Rangfunktion r(X) = |X| — 1 und
r(Y) = |Y| — 1. Dies bedeutet zusammengenommen:

r(X)+rY)—r(XNY)=|X|+|Y]|-|XNY|-2=|XUY|-2,
Es ist also
r(XUuY)=r(X)+rY)—r(XNY)&r(XUY)=|XUY|-2,

was zu zeigen war. 0

Eine Erweiterung des Konzepts der Matroide stellen orientierte Matroide dar. Orientierte
Matroide werden nicht mehr nur auf der Grundmenge E definiert, sondern auf der Menge
S% x E, wobei S° := {—1,1}. Auf diese Weise bekommen die Elemente von E eine Art
Vorzeichen zugewiesen. Orientierte Matroide haben sich als ein wichtiges Werkzeug im
Umgang mit dem R™ herausgestellt. Auch fiir sie existieren verschiedene kryptomorphe
Axiomensysteme [3]. Da der Fokus dieser Arbeit nicht auf orientierten Matroiden liegen
soll, verzichten wir an dieser Stelle auf deren ausfiihrliche Betrachtung.



1.2 Komplexe Matroide

Die grundlegende Idee der in dieser Arbeit betrachteten komplexen Matroide besteht
darin, die Elemente von E nicht mit einem Vorzeichen wie bei orientierten Matroiden,
sondern mit einer Phase zu versehen. Als Phasen bezeichnen wir die Elemente des kom-
plexen Einheitskreises S, wobei wir S! formal wie folgt schreiben kénnen:

Sti={e” | X e 0, 27]}).
Die Phase einer beliebigen komplexen Zahl re** € C\{0} definieren wir als
ph(re?) := e
sowie ph(A) := {ph(«) | a € A} fir A C C\{0}.

Definition (Phasische Hiille) Die Phasische Hiille pconv einer endlichen Menge S C
ST U {0} wird definiert als

peonv(S) :={a € S'U{0} |a= Zbiai, neN, o; €85, b €R" }.

i=1

Um komplexe Matroide definieren zu kénnen, benétigen wir noch etwas mehr Notation.
In dieser Arbeit wird eine etwas andere Schreibweise als in [1] verwendet, da dadurch die
Definition und Betrachtung von Mengenoperatoren auf komplexen Matroiden einfacher
und intuitiver wird (siehe dazu auch [4,5]).

Fiir eine Menge A C S! x E sei der Support von A definiert als

supp(A) :={f | (o, f) € A}.

Weiterhin definieren wir fiir o € S* die Menge aA durch

aA:={(af, f) | (8, f) € A}.

Sei auch B C S! x E, dann definieren wir den Separator von A und B durch
sep(A, B) := supp(A N —B).

Definition (Kreis-Axiome fiir komplexe Matroide) Sei E eine endliche Menge. Eine nicht-
leere Teilmenge C der Potenzmenge von S!' x E mit () ¢ C ist das Kreissystem eines
komplexen Matroids M, wenn folgende Voraussetzungen erfiillt sind:

(C1) VX el Vae S :aX el (Symmetrie)

(C2) VX,Y €C, supp(X) =supp(Y) Ja € S': X =aY (Unvergleichbarkeit)
(C3) VX,Y €C mit supp(X) Usupp(Y) ist ein Doppelkreis in {supp(X)|X € C},
Ve, f € supp(X) Usupp(Y) mit e € sep(X,Y), f ¢ sep(X,Y) IZ €C:

e f€supp(Z) C (supp(X) Usupp(Y))\e
e V(o,g) € Zmit (5,9) € X,(v,9) €Y :a € pconv({B,7}).
(Doppelkreiselimination)



Definition (Phirotope-Axiome fiir komplexe Matroide) Sei E eine endliche Menge. Eine
Funktion ¢ : B¢ — S*U {0} ist ein Phirotope vom Rang d eines komplexen Matroids M,
wenn folgende Voraussetzungen erfiillt sind:

(pl) ¢ ist nicht die Nullfunktion
(p2) ¢ ist alternierend

(@3) \V/{fl, ...,fd+1}, {61, cevy 6d_1} Q E:
0€ pCODV({(—l)k(p({fl, L) fk‘—la fk-i—la ) fd-l—l})gp({fkv €150y 6d—1})})'

Anderson und Delucchi [1] konnten zeigen, dass die Kreis-Axiome und die Phirotope-
Axiome zueinander kryptomorph sind, d.h. beide Darstellungen ein und derselben Struk-
tur sind, die wir als komplexes Matroid M bezeichnen.

Bemerkung Ist C das Kreissystem und ¢ das Phirotope eines komplexen Matroids M,
dann ist die Menge {supp(X) | X € C} das Kreissystem eines Matroids M. und der
Tréger von ¢ die Menge der Basen eines Matroids M,. Weiterhin gilt Me = M, [1] und
wir nennen M := M = M, auch das von M erzeugte Matroid.

Definition (Rang und Korang komplexer Matroide) Sei M ein komplexes Matroid auf
der Grundmenge E und sei A C S x E. Dann definieren wir den Rang von A als

r(A) :=r(supp(A4))

und den Korang von A als
cr(A) = cr(supp(A)) = |E| — r(supp(A)).

Dabei bezeichne r(supp(A)) bzw. cr(supp(A)) den Rang bzw. Korang von supp(A) bezo-
gen auf das von M erzeugte Matroid M. Weiterhin definieren wir den Rang von M durch
r(M) :=r(M).

Beispiel 1.2 Sei M eine komplexe Matrix mit n Zeilen und m > n Spalten. Seien
vy, ..., Uy, die Spaltenvektoren von M und seien je n dieser Vektoren linear unabhingig
(M hat also Rang n). Notwendigerweise sind n + 1 paarweise verschiedene Vektoren
W1y ey Wyt1 € {1, ..., Uy } linear abhingig. Gibt es ein A := (v, ..., apy1) € (C\{0})" 1,
sodass Z":Jrll a;w; = 0 gilt, so nennen wir

W := {(ph(ay),w1), ..., (Ph(ani1), wpy1)} € S' x E

einen Kreis von M. Die Menge aller moglichen Kreise von M bildet dann das Kreissystem
C eines komplexen Matroids M, wie wir nun zeigen wollen.
Die Symmetrie ist erfiillt, denn es gilt fiir beliebiges o € S*:

n+1 n+1

E aoW; = « E a;w; = a0 = 0.
i=1 i=1

Sei My, die Matrix bestehend aus den Spaltenvektoren wy, ..., w, 1. Da je n paarweise
verschiedene Vektoren aus {wy, ..., w,41} linear unabhéngig sind, ist dim(ker(My)) = 1.
Giibe es eine Losung B = (B4, ..., fny1) € (C\{0})"™ von 37! Biw; = 0 mit B # oA fiir

4



beliebiges a € C, so wére offenbar dim(ker(My )) > 1, was nicht sein kann. Somit muss
B = aA fiir ein a € C gelten und es folgt daraus die Unvergleichbarkeit.

Wir zeigen, dass auch die Doppelkreiselimination gilt. Seien dazu Wy, Wy Kreise von M
und supp(W;) U supp(Ws) ein Doppelkreis. Wegen r(supp(W;) U supp(Ws)) = n gilt
deswegen

| supp(W1) U supp(Wa)| = n + 2.

Wegen |supp(W1)| = |supp(Ws)| = n + 1 bedeutet dies, dass es paarweise verschiedene
Spaltenvektoren wy, ..., w, von M gibt mit

Wy, ..., Wn € Supp(Wl> M Supp(W2>'

Sei v; das einzige Element von supp(W;)\ supp(W2) und v, das einzige Element von
supp(Ws)\ supp(W;). Da Wy, W, Kreise sind, gibt es (o, a1, ..., @), (Boy, b1, -, Bn) €
C"*! sodass

Oy, U1 —+ Zaiwi =0= /BUQUZ + Zﬁlwl
i=1 i=1
Sei 0.E. w; € sep(W;, W3), dann gilt nach Definition ph(a;) = — ph(5). Es ist also

Joa]
6]

Nach Umformen und Einsetzen in die obere Gleichung ergibt sich

W = —

51101'

Lo
‘Wﬁz A Gt =0

Wire a; + ||g1‘|62 = 0 fiir ein @ € {2,...,n}, hiitte dies wegen der linearen Unabhéngigkeit
der Vektoren vy, ws, ..., W;_1, Wiy, ..., Wy, vy zur Folge, dass (unter anderem) v, = 0 sein

miisste, was nach Definition nicht sein kann. Dies bedeutet aber, dass

Wi i (). 00) (s + 52 Ba) ) o (s + 1511 8) ), (PR 5. )
ein Kreis von M ist. Weiterhin gilt insbesondere w € supp(Wjs) fiir alle w € supp(W;) U

supp(Ws) mit w ¢ sep(Wy, Wa).

Wir sehen sofort, dass auch die letzte Forderung des Eliminationsaxioms fiir alle Elemente
von Wj erfiillt ist. Es gilt also die Doppelkreiselimination und damit ist C das Kreissystem
eines komplexen Matroids M. 0

Beispiel 1.3 Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph, dann bilden die Kreise von G das
Kreissystem /C eines orientierten Matroids M [5]. Ein Element X € K konnen wir auch
schreiben als X = {(a1, f1), ..., (ak, fr) € S° x E }. Sei nun die Menge C definiert als

C={aX|XeK,acS"}

so bildet C offensichtlich das Kreissystem eines komplexen Matroids M. Auflerdem sehen
wir sofort, dass das Eliminationsaxiom sogar fiir alle Paare von Kreisen in C und nicht
nur fiir alle Doppelkreise gilt. 0



1.3 Rephasierung komplexer Matroide

Bevor wir uns mit Hiillenoperatoren auf komplexen Matroiden beschéftigen, wollen wir
zunédchst noch eine Transformation komplexer Matroide betrachten, die fiir spétere Be-
weise liber die Eigenschaften von Hiillenoperatoren relevant sein wird.

Definition (Rephasierung) Sei C das Kreissystem und ¢ das Phirotope eines komplexen
Matroids M auf der Grundmenge E. Sei aufierdem A C S* x £ und ¢ : E — S! eine
Abbildung. Dann definieren wir

Ay ={@() e, f) | (a. f) € A}
und das Mengensystem C,, durch

XGC@XwECd,.

AuBerdem definieren wir fiir fi, ..., f; € E die Funktion ¢, durch

d
oo frs o fa) = [T e (e, s fa)

(siehe auch [2] fiir eine vergleichbare Definition der Rephasierung eines Phirotopes).

Bemerkung In Satz 1.6 wird sich zeigen, dass zwischen C, und ¢, ein ganz enger
Zusammenhang besteht, insofern als dass beide dasselbe komplexe Matroid erzeugen.

Proposition 1.4 Sei C das Kreissystem eines komplexen Matroids M auf der Grund-
menge E und sei ¢ : E — S eine Abbildung. Dann ist Cy das Kreissystem eines kom-
plezen Matroids Mc, .

Beweis Ist X € C, so gilt aX € C fiir jedes a € S!, denn C ist ein komplexes Matroid.
Ist entsprechend X, € Cy, so gilt wegen aX € C auch aX, = (aX), € Cy und damit
(C1).

Angenommen die Unvergleichbarkeit wére fiir Kreise X, Y, € Cy nicht erfiillt, dann wére
sie nach Definition von Cy auch fiir X,Y € C nicht erfiillt, was aber ausgeschlossen ist,
da C ein komplexes Matroid ist. Also gilt auch (C 2).

Wir zeigen, dass auch die Doppelkreiselimination gilt. Offensichtlich ist supp(Xy) U
supp(Yy) genau dann ein Doppelkreis, wenn supp(X) U supp(Y’) ein Doppelkreis ist.
Wegen (—X), = —Xy gilt fiir beliebiges e € E genau dann e € sep(Xy,Y,), wenn
e € sep(X,Y) ist.

Da der Support eines Kreises nicht von den Phasen der Elemente des Kreises abhéngt,
gilt es nur noch zu beweisen, dass die letzte Forderung des Eliminationsaxioms erfiillt ist.
Nach Definition von Cy, gilt (o, f) € X genau dann, wenn (¢(f) e, f) € X, ist und fiir
beliebige o, 3,7 € S! gilt nach Definition von pconv:

a € peonv({B,7}) & U(f)"'a € pconv({v:(f) '8, ¢(f)~'}).

Erfiillt Z € C die Voraussetzungen des Eliminationsaxioms fiir die Kreise X,Y € C, so
erfiillt Z,, deswegen die Voraussetzungen des Eliminationsaxiom fiir die Kreise X, Y, €
C, und es gilt entsprechend (C 3). O



Proposition 1.5 Sei ¢ das Phirotope eines komplexen Matroids M auf der Grundmenge
E und sei ¢ : E — S eine Abbildung. Dann ist o, das Phirotope eines komplezen
Matroids M, .

Beweis Da das Bild von ¢ die Null nicht enthilt, ist die Giiltigkeit von (¢1) fiir ¢, un-
mittelbar klar. Auch die Alterniertheit (¢2) von ¢y, ist offensichtlich, denn das Produkt

Hle ¥(f;) hiangt nicht von der Sortierung der f; ab.

Es bleibt (¢3) zu zeigen. Da ¢ ein Phirotope ist, gilt fiir beliebige Teilmengen
{fi,-, far1},{e1, .-, €a—1} € E nach Definition von pconv:

d+1
0 e H¢ fi) H¢ e;) peonv({(=1)* o({ f1, .-+, fi=t, frsts s far Do({ frr €1, o ea-1})})
d+1
:pCOIlV({H1/J H@Z) {flv"'7fk‘—17fk+17"'7fd+1})90<{fk7617“'7€d—1}>})
d+1
— peonv({ ’wa ) TT v el o ot ity oo fasa})
i=k+1

fk Hw {fk7617" >€d*1})}>

= pCOHV({(— ) Spw({fla ceey fkflv fk+17 ceey fd+1})901[1({fk7 €1, .y edfl})})
Somit ist auch (3) fiir ¢, erfiillt. O

Satz 1.6 Sei C das Kreissystem und @ das Phirotope eines komplexen Matroids M auf
der Grundmenge E und sei ) : E — S* eine Abbildung. Dann ist Mc, = My, .

Beweis Da die Phirotope-Axiome kryptomorph zu den Kreis-Axiomen sind, reicht es of-
fensichtlich zu zeigen, dass das durch ¢, induzierte Kreissystem C,,, gleich C,; ist.

Sei X,, € Cy, beliebig und seien (o, fo), .-, (n, fr) € Xy, alle Elemente von X, . Sei
weiterhin {f1, ..., f4} € E eine beliebige Basis des Matroids M., , sodass supp(X,, )\ fo €
{f1, ..., fa}. Dabei entsprechen die Elemente fi, ..., fi aus supp(X,,) o.E. den Elementen
f1s -y fr der gewdhlten Basis.

Nach Theorem A aus [1] sind dann die Phasen ay, fiir alle ¢ € {0,...,k} determiniert

durch
% _ (_1)z901/)(f0a ey fi—la fi-i-la -"7fd)
Q0 oy f1, s fa) '

Da ¢, genau dann nicht Null ist, wenn ¢ nicht Null ist, erzeugen beide Phirotope das
selbe Matroid M (siehe Bemerkung 2.5 in [1]).

DaC,, und C, = C die von ¢y, und ¢ induzierten komplexen Kreissysteme sind, erzeugen
auch Cy,, und C das Matroid M (siehe Korollar 2.11 in [1]).



Damit gibt es ein X € C mit supp(X) = supp(X,,). Seien (ao, fo), ..., (o, fr) € X alle
Elemente von X. Wegen der Symmetrie von C konnen wir 0.E. ag := 9(fo)ay wihlen,
wodurch X dann eindeutig bestimmt ist. Mit Hilfe der Definition von ¢, und Theorem
A aus [1] erhalten wir also

Mi 4 ipu(fo, o fi1s firs oo fa)
Q0 Op(f1, -5 fa)
_ (_Ul-Hz_W(fj)HfiH ¢(fj)90(f07 ~-7fz’—17fi+17-~~;fd>
[Tj—o ()P f1s s fa)

U(fo)e(fos s fizts fivts o fa)
¢(fl)¢(flu ) fd)

— (-1

_ (i)

U(fo) ™t o
Nach Wahl von aq ist apo = ¥(fo) tag, woraus ay; = ¥(f;) 'a; fiir alle i € {0,..., k}
folgt. Dies bedeutet aber X, = X, und damit auch C,, = Cy. U

2 Hiillenoperatoren fiir komplexe Matroide

Das zentrale Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Suche nach einem geeigneten Hiillenopera-
tor fiir komplexe Matroide. Zu diesem Zweck werden wir verschiedene Mengenoperatoren
und ihre Eigenschaften genauer betrachten. Besonderes Augenmerk wird darauf gelegt,
welche dieser Operatoren bereits Hiillenoperatoren sind, beziehungsweise wie Hiillenope-
ratoren aus ihnen erzeugt werden koénnen.

2.1 Defintionen

Definition Sei C das Kreissystem eines komplexen Matroids M iiber der Grundmenge
E und H ein Mengenoperator auf der Potenzmenge von S' x E. Erfiillt H fiir beliebige
Mengen A, B € S* x E mit A C B die Eigenschaften

ACH(A) (Extensivitét)

H(A) C H(B) (Monotonie)

H(H(A))=H(A) (Stabilitat),
so nennen wir H einen Hiillenoperator.

Definition Sei C das Kreissystem eines komplexen Matroids M iiber der Grundmenge
F und sei A C S' x E eine nichtleere Teilmenge, dann definieren wir

p1(A) =AU{(a,f) €S xE|3IX€C:(~a,f) € X CAU(~a, f)},

$2(A) == AU{(ar, f) € S" x E [ (B, f), (7, f) € A+ a € peonv({5,7})}
sowie ¢1(0) = ¢2(0) := 0. Weiterhin definieren wir

O(A) = ¢1(A) U pa(A).

Gilt ¢(A) = A, so nennen wir A konver abgeschlossen oder einfach konvex. Auflerdem
definieren wir conv(A) als die kleinste konvex abgeschlossene Menge mit A C conv(A)
und nennen conv(A) die konveze Hiille von A. Dass diese Definition sinnvoll ist, zeigt sich
in Proposition 2.3.



Bemerkung Der Operator ¢; ist eine Verallgemeinerung des Hiillenoperators conv fiir
orientierte Matroide aus [5].

Proposition 2.1 Die Operatoren ¢1, ¢o und ¢ sind extensiv und monoton, ¢y ist zusdtz-
lich stabil und damit ewn Hiillenoperator.

Beweis Die Extensivitdt und Monotonie sehen wir ¢; und ¢, unmittelbar an. Als Verei-
nigung monotoner und extensiver Operatoren ist ¢ monoton und extensiv. Die Stabilitét
von ¢y folgt unmittelbar aus der Definition von pconv. O

Das folgende Beispiel zeigt, dass ¢, im Allgemeinen nicht stabil ist.

Beispiel 2.2 Wir benutzen das Beispiel 6.1 aus [1]. Sei dazu die komplexe Matrix M
definiert durch

10 -1 0 0 1 1—1
2 -1 0 -1 0 —i 341
M= - 0 —2 0 2t —1 =21 |’
-1 0 0 — :+1 0 =2
wobel wir mit vy, ...,v; die Spalten von M bezeichnen. Die Vektoren (1,1,1,1,1,0,0)
und (—1,0,0,1,1,1,1) haben minimalen Support unter allen Vektoren aus ker(M), was

bedeutet, dass
X = {(1, ), (1,09), (1, 03), (1,04), (1,05)},
Y = {(—1,’01),<1,U4),(1,U5) (1 UG)7<1 1)7)}

Kreise des durch M erzeugten komplexen Matroids C sind [1].

Wir definiern nun die Menge A durch
A= {(17 02)7 (17 U3)7 (1’U4)7 (17 U5)7 (17 Uﬁ)}a

dann gilt nach Definition von ¢y, dass (—1,v;) € ¢1(A), denn
(1,v1) € X C (1,v1) UA.
Daraus folgt wiederum, dass (—1,v7) € ¢1(¢1(A)), denn
(1L,v7) €Y C (1,v7) U(—=1,u1) UA C (1,v7) U p1(A).

In jedem Fall ist (—1,v7) ¢ A und es bleibt zu zeigen, dass auch (—1,v7) ¢ ¢1(A)\A ist.
Angenommen es wire (—1,v7) € ¢1(A)\ A, dann miisste es einen Kreis Z € C geben mit

(1,?]7) ez C (1,1}7) UA

Dies wiirde nach Definition von A implizieren, dass die Phasen aller Elemente in Z reell
sind und dass v; ¢ supp(Z) ist, denn A enthélt nur Elemente mit reellen Phasen und
kein Element, in dem v; vorkommt. Anderson und Delucchi [1] fithrten in ihrem Beispiel
alle moglichen Kreise mit einem Support aus {vs, ..., v7} auf, wobei keiner dieser Kreise
nur relle Phasen hatte. Dies bedeutet aber, dass ein Z € C mit obiger Eigenschaft nicht
existieren kann und es gilt demnach

(—=1,v7) € 1(h1(A))\p1(A).

Das heifit aber nichts anderes, als dass ¢; im Allgemeinen nicht stabil ist. O



Proposition 2.3 Der Operator conv ist wohldefiniert und ein Hiillenoperator.

Beweis Sei A C S'x F beliebig gewiihlt. Wir zeigen zunéchst, dass conv(A) wohldefiniert
ist. Da die Menge S! x E offensichtlich konvex ist, gibt es immer eine konvexe Obermenge
von A. Ist I eine Indexmenge und sind A; mit ¢ € I alle konvexen Obermengen von A,
dann ist A C[),.; A; und wegen der Monotonie von ¢ gilt weiterhin

¢(ﬂ A;) € ﬂ P(A;) = ﬂAi-
iel iel iel
Somit ist (1),.; A; die kleinste konvexe Obermenge von A und es ist demnach conv(A) =

Mics Ai, was insbesondere bedeutet, dass conv(A) wohldefiniert ist.

Wir zeigen nun, dass conv ein Hiillenoperator ist. Nach Definition gilt A C conv(A) und
damit die Extensivitdt. Auch die Stabilitét ist trivial, denn nach Definition ist conv(A)
bereits konvex abgeschlossen. Es bleibt also die Monotonie zu zeigen.

Sei dazu B C S' x F mit A C B beliebig gewiihlt. Es ist A C conv(A) sowie
A C B C conv(B).

Da conv(A) und conv(B) konvexe Mengen sind, ist auch C' := conv(A) Nconv(B) konvex,
wie wir bereits im Beweis der Wohldefiniertheit festgestellt haben. Wegen C' C conv(A)
muss nach Definition von conv(A) notwendigerweise C' = conv(A) gelten, denn sonst wére
C eine kleinere konvexe Menge als conv(A), die A enthélt. Folglich ist conv(A) C conv(B),
was bedeutet, dass conv auch monoton ist. O

Wir wissen nun, dass conv ein Hiillenoperator ist. Doch noch ist fiir gegebenes A C S'x E
unklar, wie conv(A) berechnet werden kann. Der folgende Satz gibt dazu einen ersten
Anhaltspunkt.

Satz 2.4 Sei C das Kreissystem eines komplexen Matroids C tiber Grundmenge E, dann
gibt es ein S < 0o, sodass ¢° stabil ist und es ist ¢ = conv.

Beweis Sei A C S x E eine beliebige Menge und sei fiir festes f € E die Menge
Ay C S' x f definiert durch

Ap={(, f) | (o, f) € A}.

Nach Definition von ¢, gibt es (unter Umstéinden leere) Intervalle I1, [, C S mit [;N 1, =
0, sodass die Menge Py der Phasen von ¢o(Af) = ¢2(A)s geschrieben werden kann als

Pf:[1UIQ,

wobei I} # ) # Iy genau dann gilt, wenn A; = {(5, f), (=8, f)} fiir ein B € S*. Ist nur
eines der beiden Intervalle nicht leer und enthélt es mehr als einen Punkt, so kann es
entweder abgeschlossen, offen oder zu einer der beiden Seiten halboffen sein.

Die Menge ¢o(A)y ldsst sich also vollstdndig durch 4 Daten beschreiben, nédmlich 2 Daten
fir die Grenzen des nichtleeren, mehr als einen Punkt enthaltenden Intervalls (wir wihlen
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o.E. 1), 1 Datum fiir die Information von welcher Form I; ist (abgeschlossen, offen oder
zu einer der beiden Seiten halboffen) und 1 Datum fiir die bindre Information, ob der
Spezialfall I # () # I, eingetreten ist.

Die Grenzen von [; kénnen fiir jedes f € E unterschiedlich sein und es gibt somit maximal
2|E| Daten fiir die Intervallgrenzen iiber die gesamte Menge ¢(A). Beriicksichtigen wir
nun noch die Involutionen der Intervallgrenzen, ergeben sich 4|E| Daten. Offensichtlich
kénnen weder durch ¢; noch durch ¢s neue Daten hinzukommen, denn sémtliche Involu-
tionen und alle Grenzen von vorkommenden Intervallen sind bereits beriicksichtigt.

Fiir beliebiges n € N ist also die Anzahl an Zusténden z¢, die ¢"(¢2(A)) s annehmen kann,
beschrankt durch

s () () () 0) ) = raee(ty)

denn nur dann, wenn ¢"(¢2(A)); mehr als ein Element enthélt, kann die Form von Iy
trotz identischer Grenzen variieren und der Spezialfall I; # () # I, eintreten.

Die Anzahl an Zusténden z, die ¢™(p2(A)) annehmen kann, ist damit beschrankt durch
2 < S|E|7

also insbesondere endlich. Wegen A C ¢(A) kann fiir ny < ng nur dann ¢™ (¢a(A)) =
&2 (2 (A)) gelten, wenn @™ (po(A)) bereits stabil ist. Da also jeder nicht stabile Zustand
des Gesamtsystems nur fiir maximal ein m € N durch ¢™(¢2(A)) angenommen werden
kann und die Anzahl der Zustdnde endlich ist, muss es also ein T' < oo geben, sodass

T (P2 (A)) stabil ist.

Wegen der Monotonie von ¢, und ¢ und der Stabilitéit von ¢ (¢9(A)) erhalten wir
¢ TH(A) C 1 (6a(A)) = @7 (62(A)) C T HH(A).

Setzen wir S := T + 1, so ist also ¢ stabil.

Es bleibt zu zeigen, dass ¢° = conv ist. Nach Definition von conv wissen wir conv(A) C
¢3(A). Wegen A C conv(A) und der Konvexitit von conv(A) gilt aber auch

¢°(A) C ¢%(conv(A)) = conv(A)
und somit ¢° = conv. O
Das nun folgende Beispiel zeigt, dass fiir festes S € N stets ein komplexes Matroid Cg
existiert, sodass ¢° nicht stabil ist.
Beispiel 2.5 Wir identifizieren zur besseren Lesbarkeit des Beispiels S mit [0, 27], wobei

0 = 2m. Dies ist gerechtfertigt, denn o € S* lasst sich darstellen als a = €™ fiir genau ein
A € [0,27].
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Sei n:= [5] und E := {f; | i € {1,...,2n + 1}}, wobei die Elemente f; wie im Graphen

G angeordnet sind (siche Abbildung 1).

Wir definieren die Mengen X}, fiir k € {1,...,n} durch
X = {1, far-1), (1, far), (1, fortn) }-

Sei Cs das Kreissystem des komplexen Matroids Mg, welches durch die Kreise des Gra-
phen G induziert wird, wenn wir zusétzlich noch X € Cg fiir alle k € {1,...,n} fordern.
Auf diese Weise ist dann Cg (und damit Mg) eindeutig bestimmt und es gilt cr(Mg) = n.

f4 on
f3
f1 fS on—3 fzn_l f2n+1
fa fan_2

Abbildung 1: Veranschaulichung des Graphen G, auf dem das Kreissystem Cg basiert.

Definieren wir nun

—1)*

A= {(g,fl)} o (AEEY ket 1})

T+ 2,:1,f2k) | ke {1,...n}},
dann ergibt sich

o' (A) = AU{(a, f1) | @ € [0, g]} (Definition von ¢»)

$*(A) = ¢ (A) U {(r + % f2)}  (Definition von ¢;)

#(A) = (A U{(a, f) | a € [m, 7+ Z]} (Definition von ¢s)

und allgemein fiir alle £ € {1,...,n+ 1}:

¢ (A) = "2 (A) UL, fon) | @ € [, T+ opl}
sowie fiir alle k € {1,...,n}:

1— (=1 s
5 T+ 2k+17f2k+1)}-

6% (A) = ™1 (A) U{(

Dies bedeutet insbesondere, dass ¢*"(A) nicht stabil ist. Wegen n = (%W ist somit auch
#° nicht stabil. U
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Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir noch einige Worte zur Idee hinter dem Hiillen-
operator conv verlieren. Dafiir brauchen wir zunéchst noch eine weitere Definition.

Definition Sei M eine komplexe Matrix vom Rang n wie in Beispiel 1.2 mit Spalten-
vektoren vy, ..., vp. Sei E := {vy,...,vp} und A C S! x E, dann definieren wir conv*(A)
durch

conv*(A) :== {(a,w) € S' x E | aw = Zriaiwi, neN, r, e R", (o, w;) € A}.
i=1

Proposition 2.6 Sei M eine komplexe Matriz vom Rang n wie in Beispiel 1.2 und sei
E die Menge der Spaltenvektoren von M. Dann ist conv* ein Hiillenoperator.

Beweis Die Monotonie und Extensivitéat ist trivial und es bleibt die Stabilitédt zu zeigen.
Sei dazu A C S x E beliebig gewihlt. Im Folgenden sind alle Variablen r, (wobei z ein
oder mehrere Indizes symbolisiert) als Elemente von R" zu verstehen.

Angenommen es gibe ein Element (a,w) € conv*(conv*(A))\ conv*(A). Dann gibt es

nach Wahl von (o, w) Elemente (a1, w), ..., (an, wy) € conv*(A), sodass
N
aw = Znaiwi.
i=1
Seien o.E. wy, ..., wy,, mit m < N alle Elemente aus {(ay, w1), ..., (an, wy)}, die sich in

conv*(A)\ A befinden. Dann gilt nach Definition von conv* fiir alle i € {1, ..., m}:
QW = Zﬁ'j%’jwij,

wobel (wj, w;;) € A ist fiir alle ¢ € {1,...,m} und alle j € {1,...,n;}. Setzen wir die-
ses Resultat fiir alle ¢ € {1,...,m} in die obere Gleichung ein, so sehen wir sofort, dass
(o, w) € conv*(A) ist, im Widerspruch zur Annahme (o, w) ¢ conv*(A). Folglich ist conv*
stabil. O

Der Hiillenoperator conv* lisst sich in dieser Weise nur fiir Matrizen und nicht fiir andere
Strukturen definieren, die ebenfalls komplexe Matroide induzieren. Mithilfe von ¢ soll die
Art der Hiillenbildung von conv* nachgeahmt und auf alle komplexen Matroide ausgedehnt
werden. Tatséchlich ist conv* recht eng mit ¢ und damit auch mit conv verwandt, wie die
folgende Proposition zeigt.

Proposition 2.7 Sei M eine komplexe Matriz vom Rang n wie in Beispiel 1.2 und sei
E die Menge der Spaltenvektoren von M. Sei C das Kreissystem des durch M induzierten
komplezen Matroids M und sei A C S' x E. Dann gilt:

(1) conv*(A) ist eine konvexe Obermenge von A.

(2) Es gilt conv(A) C conv*(A).
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Beweis Im Folgenden sind wieder alle Variablen r, (wobei z ein oder mehrere Indizes
symbolisiert) als Elemente von R zu verstehen.

(1) Wegen der Extensivitét ist conv*(A) eine Obermenge von A und es bleibt die Kon-
vexitit zu zeigen. Angenommen es gibe ein Element (o, w) € ¢(conv*(A))\ conv*(A).

Wiire (o, w) € ¢o(conv*(A))\ conv*(A), so gibe es Elemente (5, w), (7, w) € conv*(A) mit
a € peconv({3,~}). Dies bedeutet aber nichts anderes, als dass («, w) konisch kombiniert
werden kann aus (S, w), (7, w) und folglich ist auch (o, w) € conv*(A).

Es muss also (a, w) € ¢1(conv*(A))\ conv*(A) sein. Entsprechend der Definition der Krei-
se von C gibt es dann Elemente (ay,wy), ..., (ayn, w,) € conv*(A) sodass gilt

n

0= Z riow; + (—row).

=1

Formen wir dies nach cw um, so wird sofort deutlich, dass («,w) eine konische Kombi-
nation von (qq,w), ..., (an, w,) ist. Dies bedeutet aber, dass (o, w) € conv*(A) gilt, im
Widerspruch zur Annahme (o, w) ¢ conv*(A). Folglich ist conv*(A) konvex.

(2) GeméB Satz 2.4 gibt es ein S sodass ¢°(A) = conv(A) stabil ist und folglich gilt
conv(A) = ¢°(A) C ¢”(conv*(A)) = conv*(A).
O

Intuitiv wére wohlmoglich zu erwarten, dass conv = conv* fiir komplexe Matroide gilt,
die durch eine komplexe Matrix induziert werden. Das folgende Beispiel zeigt, dass dies
jedoch im Allgemeinen nicht zutrifft.

Beispiel 2.8 Seien vy, ..., v4 die Spaltenvektoren der komplexen Matrix M definiert durch

01 i1
M‘—(101z)’

E = {v,...,u4} und M das durch M induzierte komplexe Matroid mit zugehorigem
Kreissystem C. Sei auerdem die Menge A C S' x E definiert durch

A= {(ph(—=1 —1),v1), (ph(—1 —i),vq), (1,v3)}.
Es gilt
—lvy=(=1—=19)vy + (=1 — )vg + 1uvs

und folglich ist (—1,v4) € conv*(A)\A. Die Kreise aus C sind bis auf Multiplikation mit
einem Skalar eindeutig bestimmt durch die Gleichungen

0=—1v; — vy + lus
0= —ww; — lvg + 1oy
0= —2iv1 +1v3 + 1oy
0 = —2tv9 4 1vg + 1vy4.
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Fiir die Existenz eines Elements («,w) € ¢1(A)\A, muss es nach Definition von ¢; (und
nach Wahl von C) einen Kreis geben, in dem mindestens 2 Elemente aus A enthalten sind.
Anhand der obigen Gleichungen ist jedoch nicht schwer einzusehen, dass kein solcher Kreis
in C existiert und folglich ist ¢;(A) = A.

Da offensichtlich auch ¢9(A) = A ist, folgt ¢$(A) = A und damit conv(A) = A. Insbeson-
dere bedeutet dies, dass im Allgemeinen conv # conv* gilt. U

Interessant am obigen Beispiel ist auch, dass fiir seine Korrektheit nicht die Doppelkreis-
elimination verantwortlich sein kann, denn fiir alle Kreise X,Y € C (C definiert wie im
Beispiel) mit supp(X) # supp(Y') ist supp(X) Usupp(Y’) wegen cr(M) = 2 in jedem Fall
ein Doppelkreis. Das heifit, dass conv = conv* im Allgemeinen selbst dann falsch ist, wenn
das Eliminationsaxiom fiir alle Paare von Kreisen gilt.

2.2 Eingehende Betrachtung des Operators ¢

Die in Satz 2.4 gewonnene Abschitzung beziiglich der Stabilitdt von ¢ ist noch nicht sehr
genau und wir wollen im Folgenden versuchen, diese Abschitzung zu verbessern.

Proposition 2.9 Sei C das Kreissystems eines komplezen Matroids M tiber Grundmen-
ge E und sei A C S x E und n € N gegeben. Dann hat ¢ folgende Eigenschaften (dabei
ist ¢°(A) := A):

(1) Ist ¢1(¢" (A)) stabil unter ¢y und
(a, f) € p1(¢"(A)\¢"(A),
so gibt es einen Kreis X € C mit (—o, f) € X, sodass
(8.9) € ¢"(A)\d1(¢"'(A)) C ¢2(¢" " (A))\d" ' (4)
fir ein (8,9) € X mit (8,9) # (=, f) gilt.

(2) Ist
(o, f) € ¢2(¢"(A))\o"(A),
so gibt es (aq, f), (g, f) € ¢"(A) mit o € pconv({ay, as}) und es gilt

(a1, ) € 9" (A)\G2(6" 71 (A)) C dr(¢"H(A)\d"H(A).
(3) Seien (Br,e), ... (B, €) € ¢a(A). Ist a € peonv({Bi, ..., Bi}), so folgt
(a,€) € d(A).
(4) Sei E, definiert als
E,={e€E|YX €C:e¢supp(X)},

dann kionnen wir A eindeutiq darstellen als A = A, U A, mit A, C S' x E, und A;, C
St x (E\E,) und es gilt

" (A) stabil < ¢ (Ay) stabil,
" (A) stabil < ¢"(Ay) stabil.
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Beweis

(1) Wegen (a, f) € ¢1(¢"(A))\¢"(A) muss es nach Definition von ¢; einen Kreis X € C
mit (—a, f) € X geben, sodass M := X\{(—a, f)} C ¢"(A) ist.

Wiire M C ¢1(¢"1(A)), so wiirde gelten

(@, f)

%

¢1(¢" H(4)))
"L A)) (nach Voraussetzung ist ¢;(¢™ '(A)) stabil)

"H(A))

/\

%A

e m
S —~ =

@&%@%

=

im Widerspruch zu (a, f) ¢ ¢™(A). Es gibt also ein (8,9) € M C X mit

(8,9) € ¢"(AN\D1(¢" 1 (A)) C da(¢"(A)\&" T (A).
Auflerdem ist (5,9) # (—a, f), denn (—a, f) ¢ M.

(2) Wegen (o, f) € ¢2(¢™(A))\¢"(A) muss es nach Definition von ¢y eine Menge M :=
{(a1, [), (g, f)} C ¢"(A) geben, sodass a € pconv({ay, as}) ist.

Wire M C ¢o(¢"1(A)), so wiirde gelten

(@, f) € ¢2(M)
= da(2(¢" ' (A)))
= 0a(¢""(A))
C 4(¢m1(4))
— 5(4)
im Widerspruch zu (a, f) ¢ ¢™(A). Es gibt also ein Element in M (dieses sei 0.E. (a1, f))
mit

(a1, f) € ¢"(A)\2(¢" 1 (A)) C d1 (6" (A))\d" ' (A).

(3) Wir denken uns die (f;,e) (mit ¢ € {1,...,k}) so durchnummeriert, dass (f;,e) €
oo (A)\A fiir alle i < ki sowie (f;,e) € A fiir alle i > ky gilt.

Fiir alle (5;,e) € ¢2(A)\A existieren nach Definition von ¢o Elemente (7,1, ¢€), (7:2,€) € A
mit 5; € pconv({7i1,vi2}). Nach Definition von pconv bedeutet dies aber

a € peonv({B1, ..., Bi}) C peonv ({11, 1125 s Vea1s Vir2s Bri+15 - B })

und aus der Definition von ¢, erhalten wir damit (o, e) € ¢o(A).

(4) Die eindeutige Darstellbarkeit von A als A = A, U Ay ist wegen E, U (F\E,) = E
und E, N (E\E,) = () unmittelbar klar.
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Wir zeigen zunéchst die Stabilitdt von ¢(A,). Nach Definition von E, ist ¢1(A,) = A,
und auch ¢;(¢po(A,)) = ¢2(A,), denn nach Definition von ¢ ist ¢o(A4,) C S* x E,. Dies
bedeutet aber

( I(Au) U ¢2(Au)) U ¢2(¢1(Au) U ¢2(Au))
1(Au U d2(Ay)) U d2(Au U 2(Ay))
1(P2(Au)) U ga(d2(Au))
2(Au) U ¢2(Au)

(A

Seien nun B, C S!' x E, und By, C S* x (E\E,) beliebig gewihlt. Wegen E,N(FE\E,) =
ist offenbar B, N By, = (). Nach Definition von ¢, und ¢; folgt daraus

$2(Bu U Bi) = ¢2(Bu) U ¢2(By)

sowie (unter Verwendung der Definition von E,,)

$1(By U By) = ¢1(By) U ¢1(By).

Insgesamt erhalten wir
Wegen ¢"(A,) C S x E, und ¢"(4;) C S' x (E\E,) folgt daraus insbesondere

¢(9"(A)) = ¢(¢"(Au UAk))
= ¢(¢"(Au) U ¢"(Ar))
= 0(¢"(Au)) U &(" (Ar)).

Wegen der Stabilitat von ¢"(A,), ist damit bewiesen, dass

¢"(A) stabil < ¢"(Ag) stabil.

Die Aussage
P (A) stabil < @7 (Ay) stabil

folgt unmittelbar aus ¢;(A,) = A, und ¢1(A, U Ax) = ¢1(As) U ¢1(Ag). d

Proposition 2.10 Sei C das Kreissystems eines kompleren Matroids M iiber Grund-
menge E und sei cr(M) = 1. Dann ist ¢, stabil.

Beweis Wegen Proposition 2.9 (4) kénnen wir o.E. annehmen, dass

Vfe F3X eC: fesupp(X).
Sei X ein beliebiger Kreis in C. Wegen 1 = cr(M) = |E| — r(M) gilt dann supp(X) = E
aufgrund der Unvergleichbarkeit. Das Kreissystem C hat daher notwendigerweise die Form
C={aX |ac S}

Angenommen es gibe ein Element

(a,€) € dr(d1(A)\¢1(A),
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dann gibt es nach Definition von ¢; einen Kreis X € C mit
(—Oé, 6) €eXC (—O./, 6) U ¢1(A)

Nach Wahl von («, €) muss es mindestens ein Element (3, f) € X mit f # e geben, sodass
(B, f) € $1(A)\A ist, denn sonst wire (o, e) € ¢1(A), was wir ausgeschlossen hatten.

Nach Definition von ¢; muss es darum einen Kreis Y € C geben mit

(=B, f) €Y C(=5,f)UA.

Aufgrund der Definition von C und der Unvergleichbarkeit gilt wegen (5, f) € X und
(=B, f) € Y notwendigerweise Y = —X. Aus (—a,e) € X folgt damit (o,e) € =X =Y
und wegen f # e ist dementsprechend (a,e) € A, im Widerspruch zur Annahme. Das
bedeutet aber, dass ¢, stabil ist. O

Bemerkung Dem Beispiel 2.5 ist insbesondere zu entnehmen, dass ¢ im Gegensatz zu
¢1 im Allgemeinen nicht stabil ist, selbst wenn cr(M) =1 gilt.

Proposition 2.11 Sei C das Kreissystem eines komplexen Matroids M auf der Grund-
menge E. Sei auferdem A C S' x E und ¢ : E — S* eine Abbildung. Bezeichne ¢y den
Mengenoperator ¢ beziiglich des Kreissystems Cy, so gilt

P(A)y = dy(Ay).

Beweis Mit ¢y, bezeichnen wir den Mengenoperator ¢; beziiglich des Kreissystems C,.
Da ¢ nicht vom zu Grunde gelegten Kreissystem abhingt, ist diese Schreibweise fiir ¢,
iiberfliissig. Es gilt

$1(A)y = (AU{(a, /) € ' x E|IX €C:(~a,f) €X CAU (=0, f)})y

S
ES'XE|IX€eC:(—a,f) e X CAU(—a, )}y
-1

= Ay U{(a, f)

= A, U{((f) o, f)eS' xE|IX €C: (~a,f) e X CAU(—q, f)}
=AyU{(a,f)eS'x E|3X, €Cy:(—a,f) € Xy CAyU(—0a, f)}
= ¢P1y(Ay).

Auflerdem gilt nach Definition von pconv fiir beliebiges § € S*:
a € peconv{ 3,7} < da € pconv{df, v},

woraus unmittelbar folgt:
P2(A)y = ¢2(Ay).

Insgesamt ergibt sich

P(A)y = (01(A) U da(A))y
= ¢1(A)y U ga(A)y
= ¢1y(Ap) U d2(Ay)
= ¢y (Ay),

was zu zeigen war. O
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Lemma 2.12 Sei C das Kreissystem eines komplexen Matroids M ber Grundmenge
E. Sei k € NUDO wvorgegeben und i € {0,...,k}. Seien fi,e € E gegebene, paarweise
verschiedene Elemente und seien 3,7, vz € S* sowie A C St x E ebenfalls gegeben. Gilt
fir jedes i € {0, ..., k}:

—p € peonv({vi1, vi2}) (1)

und auferdem

\)

(B,€) & o(A),

(=8, fi) & ¢(A),

(vits fi) & d2(A),

(=i, f) € ¢2(A) (Vf # fi),
( $2(A),

w

(S

Y~ N /N /N A/
(@) o~
~— — — — ~—

Yi2, fz) €

so folgt
dj € {0, ,k’} Vi € {O, ,k?} : (’ng,fi) S Qb(A)

Beweis Nach (5) ist insbesondere (—v;1,¢e) € ¢a(A) fiir alle ¢ € {0,...,k}, denn die
Elemente e, f; € F sind nach Voraussetzung paarweise verschieden. Es muss also gelten,
dass

5 §§ pconv({—’yOl, ) _’Vkl})a (7)

denn sonst wire (5,¢e) € ¢(A) nach Proposition 2.9 (3), was jedoch nach (2) nicht sein
kann.

Wir zeigen, dass auch

—B ¢ peonv({—7o1, -, —W1}), (8)
gelten muss, denn die Annahme —f3 € pconv({—>o1, ..., —Yx1}) impliziert zunéchst
-B € PCOHV({—’YOL ooy TYGE=1)15 Vi2s TV (GEH+1)15 ey —’Ykzl})7 (9)

wie wir im Folgenden zeigen werden.

Ist
—fB € peonv({ =901, .-, =V(i=1)1, = V(i+1)15 --» —Vk1})s (10)

so bleibt nichts weiter zu beweisen. Ist dies nicht der Fall, so muss ein [ € {0, ..., (i —
1),(i +1),...,k} geben (wir wihlen o.E. [ = 0), sodass

—f € pconv({—701, =it })- (11)

Mit —f € pconv({~1,7Vie}) nach (1) erhalten wir unter Beriicksichtigung von (11) (vgl.
Abbildung 2 (a)):
—f € peonv({—701, Yiz})-

Insgesamt erhalten wir demnach die Aussage (9).
Da die f; nach Voraussetzung paarweise verschieden sind, gilt nach (5): (—y;1, fi) € ¢2(A)

fiir alle [ # 7. Da aufgrund von (6) auch (72, f;) € ¢2(A) ist, konnen wir wegen (9) nach
Proposition 2.9 (3) schlieBen, dass

(=B, fi) € $2(A) € ¢(A), (12)
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im Widerspruch zu (3). Dies bedeutet aber, dass die Annahme —f € pconv({—9o01, .., —7Vk1})
falsch sein muss und wir erhalten folglich —/ ¢ pconv({—vo1, ..., —Vk1})-

AufBlerdem gilt
Vi,l € {0,...,k}, i # 1y # —n, (13)

denn sonst wiirde wegen der paarweisen Verschiedenheit der Elemente f;, f; nach (5) gel-
ten, dass (i1, fi) = (=, fi) € ¢2(A), was nach (4) nicht sein kann.

Die Aussagen (7) und (8) ergeben zusammen £ ¢ pconv({—~o1, ..., —Vk1}), was nach
Definition von pconv dquivalent ist zu
+6 ¢ pconv({Yo1, ---s V1 })- (14)

Da zusétzlich noch (13) gelten muss, folgt, dass alle 7;; gemeinsam auf einer Seite einer
gedachten Linie zwischen 8 und —3 auf dem komplexen Einheitskreis S* liegen miissen,
denn alle anderen Alternativen stehen im Widerspruch zu (13) oder (14).

Nach (1) ist —3 € pconv({~1, vi2}) und wir kénnen deswegen schlussfolgern, dass alle 7,9
gemeinsam auf der genau anderen Seite der gedachten Linie zwischen § und —f auf dem
komplexen Einheitskreis S’ liegen miissen (vgl. Abbildung 2 (b)).

Somit muss es ein j € {0,..,k} geben mit (vgl. Abbildung 2 (b)):

Vi € {0,..,k} : vj2 € pconv({i2, 8}) (15)

(das Element ;5 liegt von allen ;2 am néchsten an ).

Nach Aussage (1) gilt insbesondere —f € pconv({v;1,vj2}), was dquivalent ist zu —y;; €
pconv({v;2, f}) und zusammen mit (15) folgt deswegen (vgl. Abbildung 2 (c)):

Vi € {0,..,k} : vj2 € peconv({via, =1 })- (16)

Fir i = j gilt (7,2, fi) € ¢(A) wegen (6) bereits nach Voraussetzung. Sei also ¢ # j:
Wegen (5) und (6) gilt (—vj1, fi), (i2, fi) € ¢2(A), denn es ist f; # f;. Aufgrund von (16)
erhalten wir damit durch Anwendung von Proposition 2.9 (3), dass

(Vi2, fi) € $2(A) € ¢(A), (17)
womit alles gezeigt wire. O
Satz 2.13 Sei C das Kreissystem eines komplexen Matroids M tiber Grundmenge E und
sei cr(M) =1, dann ist ¢* stabil.
Beweis Wegen Proposition 2.9 (4) kénnen wir o.E. annehmen, dass
Vfe E3X €C: f € supp(X).
Sei X ein beliebiger Kreis in C. Wegen 1 = cr(M) = |E| — r(M) gilt dann supp(X) = F

auf Grund der Unvergleichbarkeit der Kreise. Das Kreissystem C hat also notwendiger-
weise die Form C = {a X | a € S'}. Wegen cr(M) = 1 ist ¢; nach Proposition 2.10 in
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Abbildung 2: Veranschaulichung verschiedener Beweisschritte aus Lemma 2.12. Die Ele-
mente i1, Y12, Vo1, Y22 in der Grafik (b) stehen stellvertretend fiir alle v;1, v mit i # j.
Die drei Grafiken sind jeweils unabhéingig voneinander.

jedem Fall stabil.

Weiterhin kénnen wir auf Grund der Definition von C ein ¢ : E — S so wihlen, dass fiir
alle Xy, € Cy, gilt:
(ave), (B, f) e Xy =a=0.

Nach Proposition 1.4 ist Cy, ein komplexes Matroid und nach Proposition 2.11 ist ¢ genau
dann stabil beziiglich des Kreissystems C, wenn ¢ stabil ist beziiglich des Kreissystems C.
Wir kénnen also o.E. annehmen, dass alle Elemente eines Kreises die gleiche Phase haben.

Wir zeigen nun die Stabilitdt von ¢®. Sei A C S* x E gegeben. Ist ¢*(A)\¢*(A4) = 0, so
bleibt nichts zu beweisen. Wir konnen also annehmen, dass es ein (a,¢) € ¢*(A4)\¢*(A)
gibt.

Abschnitt 1: Es wird gezeigt, dass ¢a(¢?(A))\¢*(A) = 0 fiir alle A C S x E.

Abschnitt 1.1: In diesem Abschnitt fiihren wir einige Elemente aus den Mengen ¢"(A)
(n € {0,...,4}) ein, die iiber den gesamten Abschnitt 1 hinweg wichtig sind.

Sei

(av 6) S ¢2(¢3(A))\¢3(A)7 (18)
dann gibt es nach Definition von ¢, Elemente

(B1,€), (B2 €) € ¢°(A) mit (19)

a € pconv({S1, f2}). (20)

Aus Proposition 2.9 (2) angewandt auf (a, e) folgern wir

(Brre) € ¢1(8°(A))\¢*(A). (21)
Aus der Definition von ¢; folgt nun

Vf#e: (=B, f) € ¢*(A) (22)
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(wir erinnern daran, dass nach Annahme alle Elemente eines Kreises die gleiche Phase
haben).

Wir betrachten nun alle f # e mit
(=51, f) € ¢2(P(A)\B(A). (23)

Aus Proposition 2.9 (1) angewandt auf (0, e) folgt, dass es mindestens ein Element mit
Eigenschaft (23) geben muss und wir bennenen es mit fy. Alle anderen f mit der Eigen-
schaft (23) nummerieren wir in beliebiger Reihenfolge durch (d.h. fi, fa, ..., fi).

Fiir jedes f; (i € {0, ..., k}) existieren nach Definition von ¢o Elemente

(vits fi)s (viz, fi) € ¢(A) mit (24)
—B1 € peonv({7i1, Via})- (25)
Proposition 2.9 (2) angewandt auf (—/, f;) liefert
(i1, fi) € d(A)\d2(A) C d1(A)\A. (26)
Dies bedeutet nach Definition von ¢; wiederum
Vf# fi: (=, f) € A, (27)

was insbesondere fiir f = e gilt.

Wegen (24) gilt in jedem Fall (vy;0, f;) € ¢(A). Wére

(Yiz, fi) € P(A)\@2(A) € d1(A)N\A, (28)

so wiirde insbesondere (—7;2,¢) € A nach Definition von ¢; folgen. Wegen (27) gilt ins-
besondere auch (—v;1,¢e) € A. Aus (25) und

—f1 € peconv({7i1,vi2}) < Bi € peconv({—i1, —Viz}) (29)

erhielten wir deswegen (f51,¢e) € ¢(A) nach Definition von ¢9, was aber nach (21) nicht
sein. Es folgt:

Vi € {0, ,]{?} : (’yig,ﬁ') € Qﬁg(A) (30)

Abschnitt 1.2: In diesem Abschnitt zeigen wir:

3j €{0,....k} Vf#e: (2 f) € (). (31)

Wir betrachten zunéchst alle f;, wobei i € {0, ..., k}. Nach Definition sind die Elemente
e, f; paarweise verschieden. Wir versuchen nun Lemma 2.12 anzuwenden auf 3 := ($; und
vi1, Vie Wie gehabt. Es gilt fiir alle ¢ € {0, ..., k}:

—pB1 € peonv({7i1, vi2})
(B1,€) & p(A)

(=B, fi) ¢ ¢(A)

(i, fi) & d2(A)

VE# it (=7, f) € ¢2(A)
(viz, fi) € 92(A)

22



Somit sind alle Voraussetzungen von Lemma 2.12 erfiillt und wir erhalten folglich

35 €{0,....k} VieA{0,....k}: (v, fi) € ¢(A). (32)

Jetzt miissen nur noch alle f € E mit e # f # f; betrachtetet werden. Wegen f # f;
muss gelten

(=81, f) & 92(0(A))\(A), (33)

denn sonst wire f = f; fur ein ¢ € {0,...,k}, nach Wahl der Elemente fy bis f;. Nach
(22) ist insbesondere (—fi, f) € ¢*(A), was zusammen mit (33) impliziert, dass fiir alle

f % €7fi gllt

(=B, f) € #*(A)\(92($(A))\o(A))- (34)

Weiterhin ist fiir alle f # e, f;:
(=81, f) & d1(6(A)\B(A), (35)
(=51, f) & ¢1(ANA, (36)

denn sonst wiirde nach Definition von ¢; gelten, dass insbesondere (31, ¢) € ¢(A) ist, im
Widerspruch zu (21). Da aber alle anderen Moglichkeiten ausgeschlossen wurden, folgt
notwendigerweise:

Vi#e fii (=P, f) € d2(A). (37)
Wegen (25) ist —f; € pconv({~;1,7,2}), was nach Definition von pconv dquivalent ist zu
V52 € peonv({—yj1, =i }). (38)

Da nach (27) insbesondere auch (—v;1, f) € ¢2(A) fiir alle f # e, f; ist, konnen wir
Proposition 2.9 (3) anwenden und erhalten:

VI #e fit (V2. f) € 92(A) C 9(A). (39)
Aus (32) und (39) ergibt sich zusammen die Aussage (31) fiir alle f # e.

Abschnitt 1.3: Wir bringen nun die Annahme (18) zum Widerspruch.

Nach Definition von ¢, erhalten wir aus (31), dass

(=752, €) € ¢*(A). (40)
Wegen —f; € pconv({vj1,7;2}) nach (25) ist
a € pconv({fB1, B2}) C peonv({—;1, —7j2, B2})- (41)

Nach (19) gilt in jedem Fall (35, ¢) € ¢3(A).

Fall 1: Ist
(B2, €) € ¢1(¢*(A)\6*(A), (42)
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so wiederholen wir die Beweisschritte aus Abschnitt 1.1 bis 1.3, wobei wir lediglich £ mit
(o vertauschen. Wir erhalten dadurch:

3(61,€), (02, ) € ¢*(A) : B € peconv({dy, d2}) (43)

Daraus folgt zusammen mit (41), dass

a € peonv({B1, B2}) C peonv({—;1, —Vja, 01, 02}). (44)
Wegen (27), (40) und (43) sind
(_7j17 6)7 (_7j27 6), (617 e)a (527 e) € ¢2(A> (45)

und nach Definition von ¢, erhalten wir (o, e) € ¢*(A) im Widerspruch zu (18).

Fall 2: Sei nun

(B2, €) € 9> (A)\(61(6°(A))\d*(A)) C pa(67(A)). (46)
Wegen (41) ist a € peonv({—7;1, —7;2, B2}) und nach (27), (40) sowie (46) gilt
(—=y51,€), (=72, ), (Ba, €) € da(¢?(A)). (47)
Wir kénnen also Proposition 2.9 (3) anwenden und erhalten
(a,€) € da(¢*(A)) C ¢°(A) (48)

erneut im Widerspruch zu (18).

Dies bedeutet aber zusammengenommen:

VA C S x B ¢2(6°(A)\6*(4) = 0. (49)

Abschnitt 2: Es wird gezeigt, dass ¢1(¢*(A))\¢*(A) = 0 fiir alle A C S* x E.

Abschnitt 2.1: In diesem Abschnitt fiihren wir einige Elemente aus den Mengen ¢™(A)
(n € {0,...,4}) ein, die iiber den gesamten Abschnitt 2 hinweg wichtig sind.

Sei
(@, €) € 1(67(A)\d7(A), (50)
dann gilt nach Definition von ¢;:
Vit (—a, f) € 6*(A). (51)
Wir betrachten nun alle f # e mit
(—a, ) € ¢a(¢*(A)\d*(A). (52)

Nach Proposition 2.9 (1) angewandt auf (a,e) gibt es mindestens ein solches Element,
was mir mit fo benennen. Alle anderen f mit der Eigenschaft (52) nummerieren wir in
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beliebiger Reihenfolge durch (d.h. fi, fa, ..., fx,)-

Nach Definition von ¢o gibt es fiir jedes f; (i € {0, ..., k1}) Elemente

(Bir, fi): (Biz, i) € ¢*(A) mit (53)
—a € peonv({B1, Bia})- (54)
Aus Proposition 2.9 (2) angewandt auf (—a, f;) ergibt sich fiir alle i € {0, ..., ks }:
(B, fi) € 9*(A)\b2(0(A)) C ¢1($(A))\$(A)- (55)
Dies bedeutet nach Definition von ¢, wiederum fiir alle i € {0, ..., k1 }:
VI # fi: (=B, f) € ¢(A), (56)

was insbesondere fiir f = e gilt.

Weiterhin stellen wir fest, dass fiir alle ¢ € {0, ...,k } gilt:

Vf# fi: (_ﬁil,f) §Z <;§1(A)\A, (57)

denn sonst wiirde nach Definition von ¢; gelten, dass (51, fi) € A, im Widerspruch zu
(55). Die Aussagen (56) und (57) ergeben zusammen fiir alle i € {0, ..., k; }:

Vf#fi: (=B, f) € d2(A). (58)

Wir betrachten nun alle f # e mit

(—a, f) € d2(6(A)\o(A) (59)

und nummerieren die f mit der Eigenschaft (59) in beliebiger Reihenfolge durch (d.h.
fk1+17 fk1+27 A fk1+k2)'

Nach Definition von ¢, existieren fiir jedes f; (i € {k; + 1, ..., k1 + k2}) Elemente

(Bi1, fi): (Biz, fi) € ¢(A) mit (60)
—a € peonv({B1, Bia})- (61)
Nach Proposition 2.9 (2) angewandt auf (—a, f;) folgt fiir alle i € {ky + 1, ..., ko }:
(Bi, fi) € p(A)\d2(A) C d1(A)\A. (62)
Dies bedeutet nach Definition von ¢; wiederum fiir alle i € {k; + 1, ..., k2 }:
Vf# S (=B, f) € A, (63)

was insbesondere fiir f = e gilt.
Abschnitt 2.2: Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass
Vi € {0, e ki + kQ} : (ﬁig, fz) € ¢2(A) (64)
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Fall 1: Ware

(Bi2, fi) € p1(AN\A (65)
fir ein ¢ € {0, ..., k1 + k2}, so miisste nach Definition von ¢, gelten, dass
(—Biase) € A. (66)

Wegen (58) und (63) wissen wir insbesondere auch

(—Pir, ) € ¢(A). (67)

Nach (54) und (61) gilt —a € pconv ({1, fie}) fiir alle i € {0, ..., k1 + k2 }, was dquivalent
ist zu o € peonv({—p;1, —fi2}). Wegen (66) und (67) erhalten wir daraus nach Definition
von ¢, dass (a,e) € ¢*(A) im Widerspruch zu (50).

An dieser Stelle ist (64) fiir alle i € {k; + 1,...k; + ko} bereits bewiesen, denn nach (60)
ist in jedem Fall (B, fi) € ¢(A) fur alle i € {k; + 1,...k1 + k2}. Wir miissen also im
Folgenden nur noch i € {0, ..., k1 } weiter betrachten.

Fall 2: Die Moglichkeit
(Bias fi) € d1(6(A))\p(A) (68)

fir ein ¢ € {0, ..., k1 } kann auf analoge Weise wie Fall 1 direkt ausgeschlossen werden, da
sonst nach Definition von ¢; insbesondere

(—Biz e) € p(A

)
wire und und dies zusammen mit (—f;1,¢e) € ¢(A) und o € pconv({—pi1, —fBi2}) nach
Definition von ¢y implizieren wiirde, dass (a, e) € ¢*(A) im Widerspruch zu (50).

(69)

Fall 3: Tst
(Bias fi) € d2(6(A))\p(A) (70)
fir ein ¢ € {0, ..., k1 }, so gibt es nach Definition von ¢, Elemente
(6i1, fi), (Giz, fi) € P(A) mit (71)
Bia € peonv({d;1,0:2}) (72)
und nach Proposition 2.9 (1) gilt
Vf# fit(=0u, f) € A. (73)

Wegen (56) und (73) sind insbesondere (—/f;1,€), (—d;1,€) € ¢(A) und wir konnen daraus
schlussfolgern, dass

a ¢ peonv({—di1, —fin}), (74)

denn sonst wire (o, e) € ¢?(A) nach Definition von ¢,, was nach (50) aber ausgeschlossen
ist. Aussage (74) ist nach Definition von pconv dquivalent zu

—a ¢ peonv({d;1, B })- (75)
Nach (71) sind (d;1, fi), (0i2, fi) € ¢(A) und wir kénnen daraus schlussfolgern, dass auch
— ¢ pCOIlV({(Sﬂ, 522}) (76)
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Abbildung 3: Veranschaulichung eines Beweisschritts aus Satz 2.13, Abschnitt 2.2.

gelten muss, denn sonst wire (—a, f;) € ¢*(A) nach Definition von ¢, im Widerspruch
zu (52). Berticksichtigen wir noch, dass —« € pconv({f;1, iz }) nach (54) gilt, so erhalten
wir unter Zuhilfenahme von (75) und (76) (vgl. Abbildung 3):

- € pCOl’lV({ﬁil, 512}) (77)
Weiterhin muss ebenfalls gelten (vgl. Abbildung 3), dass
di2 € peonv({—b;1, —fi1}), (78)

denn sonst, wire —a € pconv({d;1, Bi1}), was wir jedoch in (75) ausgeschlossen hatten.
Wegen (73) und (58) gilt

Vf# fi: (=0, f), (=i, [) € ¢2(A) (79)
und wegen (78) konnen wir Proposition 2.9 (3) anwenden und erhalten
Vf# fi: (02, f) € ¢(A). (80)
Da auch (92, f;) € ¢(A) nach (71) ist, erhalten wir somit
VfeE: (4 f)€ oA (81)
fir alle ¢ € {0, ..., k1 }, fur die Fall 3 zutrifft. Die Definition von ¢, liefert insbesondere
(=02, €) € ¢*(A). (82)

Zusétzlich ist nach (58) auch (—f;,¢e) € ¢*(A). Wegen (77) gilt —a € pconv({Bi1, din}),
was dquivalent ist zu a € pconv({—[;1, —d;2}) und es folgt nach Definition von ¢9, dass
(a,e) € $3(A). Dies kann aber wegen (50) nicht sein.

Da wir auch die Félle 2 und 3 ausschlieBen konnten und in jedem Fall (3;2, f;) € ¢*(A) we-
gen (53) gilt, folgt (B2, fi) € P2(A) und damit die Aussage (64) auch fiir allei € {0, ..., k1 }.

Abschnitt 2.3: In diesem Abschnitt zeigen wir:
dj e {0, vy by + kz} Vf#e: (ﬁjg, f) S Qb(A) (83)
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Wir betrachten zunéchst alle f;, wobei i € {0,...,k; + ko}. Nach Definition sind die
Elemente e, f; paarweise verschieden. Wir versuchen nun Lemma 2.12 anzuwenden auf
S :=aund v;1 := B, Y2 := Bio- Es gilt fiir alle i € {0, ..., k1 + ko }:

—a € peonv({f;1, Bia}) (nach (54) und (61)),
(a,e) € o(A)  (nach (50)),

(o, fi) ¢ ¢(A)  (nach (52) und (59)),

(Birs fi) ¢ ¢2(A)  (nach (55) und (62)),

Vf# fi: (=B, f) € 92(A)  (nach (58) und (63)),
(Biz, fi) € ¢a(A). (nach (64)).

Da alle Voraussetzungen von Lemma 2.12 erfiillt sind, erhalten wir

dj € {0, N kg} Vi € {0, v k1 + ]{32} : (ﬁjg, fz) S Qb(A) (84)

Jetzt miissen nur noch alle f mit f # e, f; betrachtetet werden. Fiir diese f gilt

(—a, ) & 62(¢*(A)\¢*(A) und (=0, f) & d2(6(A))\@(A), (85)

denn sonst wire f = f; fiir ein ¢ € {0, ..., k; + ko} nach Wahl der Elemente fy bis f, 1x,-

In jedem Fall ist (—a, f) € ¢3(A) nach (52). Fiir alle f # e, f; muss auerdem gelten

(—a, f) & 01(0*(A)\d*(A), (86)
(=, [) ¢ d1(d(A)\o(A), (87)
(—04, f) ¢ ¢1 <A>\A7 (88)

denn sonst wiirde aus der Definition von ¢; folgen, dass insbesondere («,e) € ¢3(A) ist,
im Widerspruch zu (50).

Entsprechend bleibt nur folgende Moglichkeit {ibrig:
ViF#e fii (=, f) € ¢2(A). (89)

Wegen (54) und (61) ist insbesondere —a € pconv({f;1, B2}), was nach Definition von
pconv dquivalent ist zu

Bjo € peonv({—p1, —a}) (90)

und wegen (—fGi1, f), (—a, ) € ¢2(A) nach (58) und (89) kénnen wir Proposition 2.9 (3)
anwenden und erhalten insbesondere

VfF#e fi: (B f) € o(A). (91)

Fassen wir (84) und (91) zusammen, so erhalten wir (83) fiir alle f # e.

Abschnitt 2.4: Wir bringen nun die Annahme (50) zum Widerspruch.
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Wegen (83) ist (Bj2, f) € ¢(A) fiir alle f # e. Nach Definition von ¢, erhalten wir daraus
(=Bj2se) € ¢*(A). (92)

Wegen (54) und (61) wissen wir insbesondere —a € pconv({8;1, Bj2}), was dquivalent ist
zu

a € peonv({—Fj1, —fj2})- (93)
Nach (58) und (92) gilt (—B;1,¢€), (—Bj2,€) € ¢*(A) und aus der Definition von ¢, folgt
deshalb, dass (o, e) € ¢3(A) im Widerspruch zu (50). Dies bedeutet aber:

VAC S x E s gu(6¥(A)\GH(A) = 0. (94)
Fassen wir (49) und (94) aus Abschnitt 1 und 2 zusammen, so folgt damit, dass ¢* stabil
ist. U

An dieser Stelle ist es naheliegend, einen Induktionsbeweis iiber cr(M) durchzufiithren
und zu zeigen, dass ¢*>“M) stabil ist, denn der Induktionsanfang ist gerade Inhalt von
Satz 2.13. Jedoch erweist sich der Induktionsschritt als deutlich schwerer als angenommen,
sodass wir an dieser Stelle nur eine Vermutung duflern konnen.

Vermutung 2.14 Sei M ein komplezes Matroid, dann ist ¢>*M) stabil.

Diese Vermutung stiitzt sich unter anderem auf in R programmierte Computersimulatio-
nen, bei denen keine Mengen gefunden wurden fiir die ¢3°") instabil war. Wohl aber
fanden sich zumindest im Fall cr(M) < 2 instabile Mengen fiir ¢*“)~1 Die Schranke
3 cr(M) konnte also tatsichlich die minimale Schranke darstellen.

Dies muss jedoch auch deswegen unter Vorbehalt betrachtet werden, als dass nur spezielle
Typen von komplexen Matroiden untersucht wurden, bei denen das Eliminationsaxiom
fiir alle Paare von Kreisen und nicht nur fiir Doppelkreise galt.
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